Skript zu den Vorlesungen Analysis 1 und 2 fiir
ITET und RW

F. Ziltener

30. September 2026






Inhaltsverzeichnis

Inhaltsverzeichnis i

0 Ausblick auf die Vorlesungen Analysis 1 und 2 3
0.1 Ausblick auf Analysis 1: Konvergenz, gewthnliche Differentialgleichungen 3
0.2 Ausblick auf die Vorlesung Analysis 2: Satz von Gauss, Anwendungen

in der Stréomungslehre und Elektrostatik . . . . . . . ... ... .. .. 8
1 Grundlagen: Logik, Menge, Quantor, Funktion 13
1.1 Mathematik . . . . . . ... o 14
1.2 Logik: Aussage, Satz, Axiom, Beweis . . . . . . . .. .. .. ... ... 15
1.3 Mengenlehre: Menge, Mengenoperationen, de-morgansche Gesetze . . . 31
1.4 Quantor . . . . . . . . . 39
1.5 Die Konzepte Begriff und Definition . . . . . . . . .. ... ... ... 41
1.6 Funktion: Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitat, Umkehrfunktion, Ver-
kniipfung von Funktionen . . . . . . . ... ..o 47
2 Zahlen 57
2.1 Natiirliche, ganze und rationale Zahl . . . . .. .. ... .. ... ... o7
2.2 Reelle Zahl, Dedekind-Schnitt, Youngsche Ungleichung . . . . . . . .. 29
2.3 Supremum und Infimum, Vollstandigkeit der reellen Zahlen . . . . . . . 70
2.4 Komplexe Zahl, cis-Funktion . . . . . . ... .. ... 76
3 Folge und Reihe 85
3.1 Zenons Paradoxon, Folge, Konvergenz, Grenzwert . . . . . .. ... .. 85
3.2 Konvergenzkriterien: Monotonie, Summe, Produkt, Quotient, Ordnung;
Eulersche Zahl . . . . . . . . .. ... ... 92
3.3 Limes superior und inferior, Komponenten- und Cauchy-Kriterium fiir
Konvergenz . . . . . . . . . 98
3.4 Reihe: Konvergenzkriterien, Potenzreithe . . . . . . .. .. .. ... .. 105
3.5 Reihe: absolute Konvergenz, Umordnung, Cauchy-Produkt . . . . . .. 116

3.6 Exponential- und trigonometrische Funktionen, Eulersche Formel . . . 122



1

INHALTSVERZEICHNIS

Stetigkeit, Topologie 127
4.1 Stetigkeit . . . . ..o 127
4.2 Topologie, Offen-, Abgeschlossenheit, Rand, Konvergenz einer Funktion,
Kompaktheit . . . . .. . ... o 134
4.3 Topologische Charakterisierungen der Stetigkeit . . . . . . ... .. .. 149
4.4 Zwischenwertsatz, Stetigkeit der Umkehrfunktion, Logarithmus . . . . . 152
4.5 Punktweise und gleichméssige Konvergenz . . . . . . . . . . ... ... 165
Differentialrechnung auf R 173
5.1 Differenzierbarkeit, Ableitung, Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit . 173
5.2 Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel fiir Ableitung . . . . 183
5.3 Mittelwertsatz, Regel von Bernoulli-de 'Hospital, Umkehrsatz . . . . . 188
5.4 Trigonometrische, Arkus-, Hyperbel- und Areafunktionen . . . . . . .. 203
5.5 Hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hohere Ableitungen. . . . . . . .. 213
5.6 Satz von Taylor, lokale Extrema . . . . . . . .. .. ... .. ...... 219
Integration auf R 235
6.1 Bestimmtes Riemann-Integral: Definition und Beispiele . . . . . . . .. 235
6.2 Eigenschaften der Riemann-Integration, Integral mit vertauschten Gren-
72 242
6.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Stammfunktion . . . 247
6.4 Unbestimmte Integration, Umkehrung des Ableitens . . . . . . . . . .. 253
6.5 Partielle Integration, Anwendung: Darstellung von 5 als Wallissches
Produkt . . . . . . 260
6.6 Substitutionsregel, Trennung der Verénderlichen, Partialbruchzerlegung 268
6.7 Integral einer rationalen Funktion, Partialbruchzerlegung . . . . . . . . 276
6.8 Strategien fiir das Integrieren, symbolische Integration, Grenzen davon,
e 285
6.9 Integration und gleichméssiger Limes, gliedweise Integration einer Po-
tenzreihe . . . . . .. 316
6.10 Uneigentliches Riemann-Integral, Anwendung: Arbeit des elektrischen
Feldes . . . . . . . 321
Gewdhnliche Differentialgleichungen, Anwendungen in der Mecha-
nik und Elektrotechnik 329
7.1 Definition einer GDG, Anfangswertproblem, Beispiele . . . . . . . . .. 329
7.2 Linearitdt und Homogenitdt einer GDG, Losungsraum, charakteristi-
sches Polynom einer GDG . . . . . . . .. ... ... ... 337
7.3 Homogene GDG zweiter Ordnung, freier geddmpfter harmonischer Os-
zillator . . . . .o 345

7.4 Inhomogene GDG, elektrischer Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle349



INHALTSVERZEICHNIS iii

10

11

7.5 System gewohnlicher Differentialgleichungen, Anfangswertproblem . . . 355

Differentialrechnung im R", Vektorfeld, Konservativitét 371
8.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit und Ableitung, Jacobi-Matrix . 371
8.2 Kettenregel, Differentiationsregeln, Richtungsableitung, Gradient, steti-

ge Differenzierbarkeit . . . . . . . ..o 382
8.3 Potential, Wegintegral, Konservativitat . . . . . .. ... .. ... ... 392
8.4 Charakterisierung der Konservativitdt mittels Ableitungen, Integrabi-

litdtsbedingung, Rotation . . . . . . . ... ... ... L. 404
8.5 Partielle Ableitungen hoherer Ordnung, Taylorformel, lokale Extremal-

stelle, Hesse-Matrix . . . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 412

Umbkehrsatz, implizite Funktionen, Untermannigfaltigkeit, Tangen-

tialraum 431
9.1 C*-Diffeomorphismus, Umkehrsatz . . . . ... ... ... ... .... 431
9.2 Der Satz iiber implizite Funktionen . . . . . . . . .. ... .. .. 437
9.3 Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums, Dimension . . . . . . . . 446
9.4 Immersion, Einbettung, Submersion, Charakterisierung einer Unterman-
nigfaltigkeit . . . . . ... o 449
9.5 Satz vom reguldren Wert . . . . . . ..o 453
9.6 Tangentialraum an eine Untermannigfaltigkeit . . . . . . . . . . .. .. 455
9.7 Tangentialabbildung . . . . . . .. ... oL 461
9.8 Kritischer Punkt auf einer Untermannigfaltigkeit . . . . . . . . . .. .. 465
Integration im R", Satz von Fubini iiber wiederholte Integration,
Jordan-Mass, Substitutionsregel fiir mehrdimensionale Integrale 469
10.1 Riemann-Integral . . . . . . . .. ... oo 470
10.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals . . . . . . . .. .. ... .. ... 476
10.3 Satz von Fubini, wiederholte Integration . . . . . . . .. ... ... .. 479
10.4 Jordan-Mass . . . . . . . ... 482
10.5 Substitutionsregel, Transformationssatz . . . . . . .. .. ... ... .. 485

Die Satze von Green, Stokes und Gauf3, Anwendungen in der Elek-

trodynamik 495
11.1 Kurvenintegral, Orientierung einer Kurve, C*-Gebiet . . . . . . . . .. 496
11.2 Satz von Green . . . . . . . . . L 503
11.3 Untermannigfaltigkeit mit Rand, Koorientierung einer Hyperfliche . . . 505
11.4 Integral einer Funktion iiber eine Untermannigfaltigkeit . . . . . . . . . 512
11.5 Integral iiber parametrisierbare Untermannigfaltigkeit, Fluss eines Vek-
torfeldes durch Hyperflaiche . . . . . . . .. .. .. ... .. ... ... 518

11.6 Satz von Stokes, faradaysches Induktionsgesetz der Elektrodynamik . . 524
11.7 Satz von GauB}, Gauflsches Gesetz der Elektrostatik . . . . ... .. .. 529



iv INHALTSVERZEICHNIS

12 Ausblick auf Analysis 3: partielle Differentialgleichungen, Elektro-

dynamik 537
12.1 Einleitung . . . . . . . ..o 537
12.2 Partielle und gewohnliche Differentialgleichung . . . . . . . . . . . . .. 538
12.3 Laplace-, Wellen-, Warmeleitungsgleichung, ... . . ... ... ... .. 542
12.4 Systeme von PDG, Maxwell-Gleichungen . . . . . . . .. ... ... .. 545
12.5 Ein paar allgemeine Bemerkungen . . . . . . . . . .. ... L. 548
12.6 Linearitét einer PDG, Superpositionsprinzip . . . . . . . . . . . .. .. 548

12.7 Typen linearer PDG zweiter Ordnung: elliptisch, hyperbolisch, parabolisch551
12.8 Anfangs- und Randbedingungen anhand der Beispiele der Warmeleitungs-
und Wellengleichungen . . . . . . . . . ... ... 0L 558
12.9 Losungsmethode der Trennung der Variablen, Anwendung auf Wiarmeleitungsgleichung560

Literaturverzeichnis 567



INHALTSVERZEICHNIS 1

Vorwort

Im Herbstsemester 2026 und im Friithjahrssemester 2027 halte ich an der ETH Ziirich
die Vorlesungen Analysis 1 und 2 fiir Studentinnen und Studenten der Studiengénge
ITET und RW. Dieses Skript ergénzt die folgende Literatur fiir dieses Fach:

Chr. Blatter, Ingenieur-Analysis 1 und 2, zweite Auflage, 1996.

Das Skript basiert hauptséchlich auf den folgenden Quellen:
M. Struwe, Analysis fiir Informatik, Skript, 5. November 2010.

J. J. Duistermaat und J. A. C. Kolk, Multidimensional Real Analysis I and II, Cam-
bridge Studies in Advanced Mathematics, 87, Cambridge University Press, Cambridge,
2004.

Ich hoffe, dass Thnen mein Skript beim Versténdnis des Stoffes helfen werden. Riickmeldungen
sind willkommen! Bitte schicken Sie diese an fabian.ziltener@math.ethz.ch .

Fabian Ziltener, ETH Ziirich






Kapitel O

Ausblick auf die Vorlesungen
Analysis 1 und 2

0.1 Ausblick auf Analysis 1: Konvergenz,
gewoOhnliche Differentialgleichungen

Ich beginne die Vorlesung Analysis 1 mit einem Ausblick auf den Stoff dieser Vorle-
sung. Da ich in kurzer Zeit viele Ihnen unbekannte Themen ansprechen werde, kann
ich es mir gut vorstellen, dass Sie einiges, was ich jetzt erzéhlen werde, nicht gleich ver-
stehen werden. Das ist nicht schlimm, da wir die Themen spéter ausfiihrlich behandeln
werden.

Was ist Analysis?

Erinnerung ans Gymnasium: Analysis ist die Theorie der Ableitungen und Integrale
von Funktionen. Zusammen mit der linearen Algebra bildet sie die Grundlage fiir die
Natur- und Ingenieurwissenschaften.

Wir betrachten eine reellwertige Funktion f einer reellen Variablen. Die Ableitung
von f an einer Stelle x ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f durch den
Punkt (z, f(z)). Wir schreiben diese Ableitung als

df
/ _ % '
Fa) =5 (a)
Das Integral von f iiber ein Intervall [a,b] ist der Inhalt der Fliache zwischen der z-
Achse und dem Graphen von f. Differentiation, also das Nehmen einer Ableitung,
und Integration héngen iiber den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
miteinander zusammen. Dieser Satz besagt unter anderem, dass die Ableitung des

3
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Abbildung 0.1: Isaac Newton, 1643  Abbildung 0.2: Gottfried Wilhelm
- 1727, englischer Mathematiker und  Leibniz, 1646 - 1716, deutscher Mathe-
Physiker. matiker und Philosoph.

Integrals einer Funktion die urspriingliche Funktion ist.! Dieser Satz wurde von Isaac
Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz gefunden. (Siehe Abbildungen 0.1 und 0.2.)
Damit legten sie den Grundstein fiir die Analysis.

In der Vorlesung Analysis 1 werden wir die Begriffe einer Ableitung und eines Integrals
noch einmal prézise definieren und behandeln. Dazu verwenden wir den Begriff der
Konvergenz einer Funktion in einem Punkt. Dieser Begriff ist mit dem Begriff der
Konvergenz einer reellen Zahlenfolge verwandt. Sei (a,,)nen eine reelle Zahlenfolge und
A eine reelle Zahl. Intuitiv konvergiert (a,),en gegen A, falls sich a,, immer mehr A
ndhert, je grosser n wird. Um das zu prézisieren, definieren wir, dass (a,),en genau
dann gegen A konvergiert,

falls es fiir jedes € > 0 eine Zahl ng gibt so,

dass fiir jedes n > ng gilt, dass
la, — A| <e.

la, — A| konnen wir dabei als den Fehler der Ndherung sehen und ¢ als eine obere
Schranke an diesen Fehler. Wir halten diese Schranke ein, falls n > ng, also geniigend
gross ist.

In der obigen Definition der Konvergenz einer Folge kommen der Ezistenzquantor “es
gibt” und der Allquantor “fir alle” = “fiir jedes” vor. Quantoren sind logische Ope-
ratoren. Um Konvergenz definieren zu kénnen, werden wir die Vorlesung Analysis 1
daher mit Logik beginnen.

'Wir betrachten das Integral hierbei als eine Funktion der oberen Integrationsgrenze.
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Abbildung 0.3: Federschwinger in einer zédhen Fliissigkeit

Am Ende der Vorlesung werden wir gewdéhnliche Differentialgleichungen behandeln.
Grob gesagt, ist eine gewohnliche Differentialgleichung (GDG) eine Gleichung fiir eine
gesuchte Funktion einer reellen Verénderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitun-
gen auftreten. Solche Gleichungen beschreiben zahlreiche naturwissenschaftliche Ge-
setze. Dabei spielt die gesuchte Funktion zum Beispiel die Rolle einer physikalischen
oder chemischen Grésse, die von der Zeit abhéngt. Das gilt zum Beispiel fiir die GDG

ff+arf +af =0 (1)

fiir eine reellwertige Funktion f einer reellen Variable. (Hierbei sind ag und a; reelle
Zahlen.) Diese GDG beschreibt zum Beispiel die Bewegung eines freien? kugelférmigen
Federschwingers (=Federpendel), der in einer zéhen Fliissigkeit liegt und daher durch
viskose Reibung geddmpft wird. Siehe Abbildung 0.3. f spielt dabei die Rolle der
Auslenkung des Federschwingers aus der Ruhelage als eine Funktion der Zeit t. Wir
gebrauchen jetzt die in der Physik iibliche Notation z = f fiir diese Auslenkung und
& =2’ = f' fiir ihre Ableitung nach der Zeit ¢. Die GDG (1) wird dann zur GDG

T+ a1t +apr = 0. (2)

Wir leiten diese GDG mittels Gesetzen der Mechanik und der Stromungslehre her.
Dazu schreiben wir:

F, := Riickstellkraft der Feder?

F g := durch die Viskositét der Fliissigkeit verursachte Reibungskraft
F := gesamte auf den Korper einwirkende Kraft

k := Federkonstante

¢ := Dampfungskonstante

2Frei bedeutet, dass es keine dussere Anregungskraft gibt.
344 := B” bedeutet, dass wir A als B definieren.
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Abbildung 0.4: Freier geddampfter elektrischer Schwingkreis.

m := Masse des Korpers

Es gelten folgende Gesetze der Mechanik und der Stromungslehre:

e Hookesches Gesetz:

FO = —kx
e Stokessches Reibungsgesetz:

Fr=—cz
e zweites Newtonsches Gesetz:

F =mz.

Diese Gesetze werden in den Vorlesungen Technische Mechanik (ITET, 1. Semester),
Physik I (RW, 1. Semester) und Fluiddynamik I (RW, 4. Semester, Grundlagenfach)
behandelt. Durch Kombinieren dieser Gesetze erhalten wir

mi=F=F,+ Fr=—kr — cz,
k
also &+ —i+ —z = 0. (3)
mo - om

Damit haben wir die GDG (2) mit ap = % und a; = = hergeleitet. In dieser Vorlesung
werden wir eine Formel fiir die allgemeine Losung dieser GDG kennenlernen. (Siehe
Proposition 7.9 in Abschnitt 7.2.) Somit kénnen wir mit Hilfe von Analysis 1 also die
Bewegung des Federschwingers beschreiben.

Betrachten wir nun ein Beispiel aus der Elektrotechnik, namlich den freien geddmpften
elektrischen Schwingkreis. Dieser besteht aus einem Widerstand, einem Kondensator

und einer Spule, die hintereinandergeschaltet sind, wobei die Enden miteinander ver-
bunden sind. Siehe Abbildung 0.4.

Problem (freie Schwingung). Beschreibe die Schwingung der Ladung () des Konden-
sators!
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Bemerkung. Diejenigen von Ihnen, die ITET studieren, lernen elektrische Schaltun-
gen im laufenden Semester in der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen I kennen.
Sie werden sie noch griindlicher im néchsten Semester in der Vorlesung Netzwerke und
Schaltungen II untersuchen. In jener Vorlesung wird der obige Schwingkreis ausfiihrlich
behandelt.

Wir schreiben:

e R := elektrischer Widerstand des Widerstands (Bauelement)
o (' := Kapazitiat des Kondensators

e [ := Induktivitdt der Spule

Aus Gesetzen der Elektrotechnik folgt, dass die Ladung @) die Gleichung
. R. 1
- —0=0 4
Q+ 7@+ 770 (4)

erfiillt. (Siehe Netzwerke und Schaltungen II.) Das ist wieder die GDG (1), dieses Mal

mitf:Q,alz%undaozé.

Wie erwiihnt, werden wir die allgemeine Losung dieser ODE bestimmen. (Siehe Propo-
sition 7.9 in Abschnitt 7.2.) Dadurch wird der freie gedampfte elektrische Schwingkreis
beschrieben.

Bemerkung. [Federschwinger und elektrischer Schwingkreis] Die gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen (3,4), die den Federschwinger und den elektrischen Schwingkreis
beschreiben, haben die gleiche Form. Diese vollig unterschiedlichen physikalischen Sys-
teme konnen also mit Hilfe der gleichen Mathematik beschrieben werden. Das ist ty-
pisch fiir die Mathematik. Eine Stérke der Mathematik und insbesondere der Analysis
besteht nédmlich darin, einen Formalismus bereitzustellen, der ganz unterschiedliche
physikalische Phanomene beschreibt.

Bemerkung. [Relevanz der Analysis 1 fiir Ihr Studium| Wie Sie sehen kénnen, ist die
Vorlesung Analysis 1 zum Beispiel fiir die ITET-Vorlesungen Technische Mechanik,
Netzwerke und Schaltungen I und II und die RW-Vorlesungen Physik I und Fluiddy-
namik [ und II relevant.
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0.2 Ausblick auf Analysis 2: partielle
Ableitungen, Satz von Gauss, Anwendungen

dieses Satzes in der Stromungslehre und
Elektrostatik

Ich beginne die Vorlesung Analysis 2 mit einem Ausblick auf den Stoff dieser Vorle-
sung sowie einem kurzen Ausblick auf Analysis 3. Da ich in kurzer Zeit viele verschie-
dene Themen ansprechen werde, kann ich es mir gut vorstellen, dass Sie einiges, was
ich jetzt erzdahlen werde, nicht gleich verstehen werden. Das ist nicht schlimm, da wir
die Themen spéter ausfithrlich behandeln werden.

Wiederholung von Analysis 1: Funktion f : R — R, Ableitung, Integral
Jetzt: R :={z = (x1,...,2,) | x1,..., 2, € R}

Wir betrachten f = (f1,...,fi) : R* = R (n,p € N={1,2,...}). Ein Beispiel aus der
Physik ist die Dichte einer Grosse (zum Beispiel der Masse oder Ladung). Die Dichte
(zu einem festen Zeitpunkt) ist eine Funktion p : R* — R. (p(x) ist die Dichte an der
Stelle z € R3.)

Wir betrachten nun den Fall n = [. Dann kénnen wir f als ein Vektorfeld auffassen,
also als eine Abbildung, die jedem Punkt im Raum R" einen Vektor in R” zuordnet. Ein
Beispiel eines Vektorfeldes aus der Physik ist elektrische Feld, das wir als eine Funktion
f=E:R®— R3 auffassen kénnen. Hierbei ist E(x) die elektrische Feldstiirke am Ort
r e R3.

In dieser Vorlesung werden wir Definitionen und Sétze, die Sie aus Analysis 1 fiir
Funktionen einer Variable kennen, auf Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinern.
Beispiele dafiir sind die Definition der Ableitung und des Integrals, die Kettenregel,
die Substitutionsregel und der Umkehrsatz.

Dariiber hinaus werden wir Sétze kennenlernen, die keine Entsprechung in der Analysis
1 haben. Dazu gehoren der Satz von der impliziten Funktion, der Bedingungen angibt,
unter denen wir die Losung y der Gleichung f(x,y) = 0 lokal als eine Funktion von x
auffassen konnen. In physikalischen Anwendungen sind = und y physikalische Grossen
und die Gleichung f(z,y) = 0 ein physikalisches Gesetz. Der Satz von der impliziten
Funktion besagt dann, dass wir die Grosse y als eine Funktion der Grosse = auffassen
konnen.

Ein weiteres Resultat ohne Entsprechung in Analysis 1 ist die Lagrange-Multiplikatorregel.
Mit Hilfe dieser Regel konnen wir das Maximum einer reellwertigen Funktion auf einem
kompakten Gebiet in R™ bestimmen.
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Den Begriff der Ableitung einer Funktion einer Variable aus Analysis 1 verallgemeinern
wir in dieser Vorlesung zum Begriff einer partiellen Ableitung einer Funktion mehrerer
Variablen. Wir definieren némlich die partzelle Ableitung einer Funktion f : R — R
nach der i-ten Variable x; : R" — R * gegeben durch

af d

ox; (z) := dy

f(---a$1717y7$i+17-~-)-

Y=

Das ist die gewohnliche Ableitung (wie in Analysis 1) der Funktion einer Variable, die
wir aus f erhalten, indem wir alle Variablen ausser x; festhalten. Wir nehmen diese
gewoOhnliche Ableitung an der vorgegebenen Stelle x;.

Beispiel: Sei j € {1,...,n}, f:R" = R, f(z) := z;. Wir haben

of ._{1, falls i = j,
&Ei(x)_éji " L 0, sonst.

Ein Ziel dieser Vorlesung ist es, den Satz von Gauf iiber die Divergenz eines Vektor-
feldes zu behandeln. Die Divergenz eines Vektorfeldes f = X : R* — R" ist gegeben

durch
— 0X;
div(X .
iv(X) = Z or,
Beispiel: X(x) :=z, d.h., X;(z) = ;. Dann haben wir
o0x;
div(X Z 0z, =

Sei jetzt U C R™ ein beschrinktes Gebiet. Der Satz von Gauf§ besagt, dass
/ div(X) dz = X -vdA. (5)
U oU

In dieser Vorlesung werden wir die Objekte, die in dieser Gleichheit vorkommen,
ausfiihrlich behandeln. Um Thnen jetzt schon eine Idee zu geben, was sie bedeuten,
folgen ein paar kurze Erklarungen.

Kurze Erkldrungen: Auf der linken Seite von (5) steht das mehrdimensionale In-
tegral der Funktion div(X) : R® — R iiber U. Mehrdimensionale Integrale verallge-
meinern eindimensionale Integrale. Wir werden sie in dieser Vorlesung definieren. Auf
der rechten Seite von (5) tritt das dussere Einheitsnormalenvektorfeld v auf. Das ist
die Funktion v : U — R3, die jedem Punkt z € QU den eindeutigen Vektor v(x)
zuordnet, der senkrecht auf dem Rand OU steht und nach aussen weist. Siehe Abbil-
dung 0.5. Auf der rechten Seite von (5) steht das Oberflichenintegral der Funktion

4Das Zeichen O ist ein geschwungenes d und wird “del” ausgesprochen, in Anlehnung an den
griechischen Buchstaben ¢ (delta).
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V(X)

AN

Abbildung 0.5: Die Objekte im Satz von Gaufl: ein Gebiet U, Vektorfeld X und das

aussere Einheitsnormalenvektorfeld v auf dem Rand 0U.

f = X -v, die auf dem Rand OU des Gebietes U definiert ist. Im Fall n = 3 ist dA
intuitiv der Flacheninhalt eines infinitesimalen Stiicks der Flache U, und das Integral
Jou fdA ist durch die unendliche Summe »°__,.; f(2)dA gegeben. Das ist analog zur
intuitiven Interpretation des Integrals einer Funktion, die auf einem Intervall definiert
ist. (dA ist analog zur Lénge eines infinitesimalen Teilintervalls.) In dieser Vorlesung
werden wir den Begriff des Oberflichenintegral prézise definieren.

Das Integral auf der rechten Seite von (5) heisst der Fluss von X durch QU. Anschaulich
entspricht dieser Fluss der Menge eines Stoffes, die pro Zeitspanne aus dem Gebiet U
herausfliesst, wenn X = pv, wobei p(x) die Teilchenzahldichte® des Stoffes an der Stelle
x und v(x) die Geschwindigkeit des Stoffes an der Stelle x ist. Der Satz von Gauf stellt
also eine Verbindung zwischen dem Stoffmengenfluss durch die Oberflache des Gebietes
und dem Integral der Divergenz von pv iiber das Gebiet her.

Der Satz von Gaufl wird in Anwendungen verwendet, um eine Verbindung zwischen
der differentiellen und der integralen Form gewisser physikalischer Gesetze herzustel-
len. Zum Beispiel wird er in der Strémungslehre gebraucht, um die Erhaltung der
Teilchenzahl aus der Kontinuitditsgleichung

% + div(pv) =0

herzuleiten. Erhaltung der Teilchenzahl ist die integrale Form eines physikalischen
Gesetzes, und die Kontinuitétsgleichung ist die differentielle Form davon. ( Differentiell
bedeutet, dass es mittels partieller Ableitungen formuliert ist.) Stromungslehre wird in
den Vorlesungen des Studienganges RW Fluiddynamik I (4. Semester, Grundlagenfach)
und Fluiddynamik II (5. Semester, Vertiefungsgebiet) behandelt.

®Diese Grosse wird auch Teilchendichte genannt.
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Als ein anderes Beispiel sagt das Gaufische Gesetz der Elektrostatik, dass der Fluss
des elektrischen Feldes E iiber den Rand eines Gebietes U proportional zur Ladung @)
im Gebiet ist, genauer, dass

Q@

/ E-vdA=—,
U €0

wobei gy &~ 8.9 - 10~ "%kg 'm3sec*A? die elektrische Feldkonstante ist. Dieses Gesetz
kann mittels des Satzes von Gaufl aus der Mazwellgleichung

. P
div(E) = =
hergeleitet werden. Das Gauflsche Gesetz ist die integrale Form eines physikalischen
Gesetzes, die obige Maxwellgleichung ist die differentielle Form davon. FElektrostatik
ist das Teilgebiet der Physik, das ruhende elektrische Ladungen und zeitlich gleich-
bleibende elektrische Felder beschreibt. Sie ist Teil der Elektrodynamik, welche in der
Vorlesung Elektromagnetische Felder und Wellen behandelt wird (ITET: 4. Semester,
RW: Wabhlfach, 6. Semester).

Ein weiteres Ziel der Vorlesung Analysis 2 ist es, den Satz von Stokes iiber die Rotation
eines Vektorfeldes zu behandeln. Dieser Satz wird zum Beispiel in der Elektrodynamik
gebraucht, um das faradaysche Induktionsgesetz aus einer der vier Maxwellgleichungen
herzuleiten. Siehe die Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen.

Die hier erwidhnten Maxwellgleichungen und die Kontinuitatsgleichung sind partielle
Differentialgleichungen. Grob gesagt, ist eine partielle Differentialgleichung (PDG) eine
Gleichung fiir eine gesuchte Funktion, in der die Funktion und ihre partiellen Ablei-
tungen (auch hoherer Ordnung) auftreten. Solche Gleichungen beschreiben zahlreiche
physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt die gesuchte Funktion die Rolle ei-
ner physikalischen oder chemischen Grésse, die vom Ort und manchmal von der Zeit
abhéngt.

Ein weiteres Beispiel fiir eine PDG ist die Wellengleichung, die unter anderem die Aus-
breitung von Schallwellen und elektromagnetischen Wellen beschreibt. PDG werden in
der Vorlesung Analysis 3 behandelt. (Siehe néchstes Semester.) Diese Vorlesung baut
auf der Vorlesung Analysis 2 auf.

Bemerkung. [Relevanz der Analysis 2 fiir Ihr Studium| Wie Sie sehen konnen, ist die
Vorlesung Analysis 2 zum Beispiel fiir die ITET-Vorlesung FElektromagnetische Felder
und Wellen und die RW-Vorlesungen Fluiddynamik I und Il relevant.

Wenn Sie jetzt nicht alles aus dieser Ubersicht iiber Analysis 2 verstanden
haben, ist das nicht schlimm. Wir werden die angerissenen Themen in dieser Vorlesung
ausfithrlich behandeln.






Kapitel 1

Mathematik, Grundlagen: Logik,
Menge, Quantor, Funktion

Dieses Kapitel entspricht [Bla96a, 1.1, 1.2, 2.1, 2.2] und [Stra, Kapitel 1]. Analysis ist
ein Teilgebiet der Mathematik. Um zu genauer zu verstehen, was Analysis ist, werden
wir daher zuerst in Abschnitt 1.1 kldren, was Mathematik ist.

In der Logik werden Aussagen untersucht. Ein Beweis einer Aussage ist eine Herlei-
tung der Aussage aus den Aziomen, d. h. Grundannahmen. Ein (mathematischer) Satz
ist eine beweisbare Aussage. Mathematik besteht aus Sdtzen. Logik bildet daher das
Fundament der Mathematik und damit der Analysis.

Mittels Verkniipfungen wie zum Beispiel und entstehen aus Aussagen neue Aussagen.

Eine Menge ist eine ungeordnete Zusammenfassung verschiedener Objekte zu einem
Ganzen. Alle praktisch relevanten mathematischen Objekte kénnen als Mengen inter-
pretiert werden. Mengen spielen daher eine zentrale Rolle in der Mathematik.

Der Ezxistenzquantor ist der Ausdruck es gibt. Der Allquantor ist der Ausdruck fir alle
= fiir jedes. Mathematische Begriffe, Definitionen und Satze werden mit Hilfe dieser
Quantoren gebildet. (Wir haben dazu in Kapitel 0 schon als Beispiel die Definition der
Konvergenz einer Folge gesehen.)

Wir betrachten jetzt zwei Mengen X und Y. Eine Funktion von X nach Y ist eine Vor-
schrift, die jedem Element x von X ein eindeutiges Element y von Y zuordnet. Analysis
1 handelt von Funktionen von R nach R, genauer, von deren Ableitungen und Inte-
gralen. Analysis 2 handelt von Funktionen R” nach RP, wobei R" den n-dimensionalen
(Standard-)Raum bezeichnet. (Zum Beispiel ist R! = R, R? die Ebene und R*® der
dreidimensionale Raum.)

13
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1.1 Mathematik

Frage. Was ist Mathematik?

Antwort. Mathematik ist die Wissenschaft, die Figenschaften von mathematischen
Strukturen mit Hilfe von Logik untersucht.

Eine (mathematische) Struktur ist eine Grundmenge X ! zusammen mit Operationen,
Relationen (= Beziehungen) und allgemeineren Konstrukten auf X.

Beispiele 1.1. [Struktur| Folgendes sind mathematische Strukturen:

(i) (Z,+) ? = die Menge Z der ganzen Zahlen zusammen mit der Operation Addition
_|_

(ii) ([R, +,-, < ) 3 = die Menge R der reellen Zahlen zusammen mit den Operationen
Addition +, Multiplikation - und der Ordnungsrelation <

(iii) Konvergenz reeller Zahlenfolgen = die Menge R zusammen mit der Menge aller
konvergenten reellen Zahlenfolgen

(Siehe Definition 3.2.)

(iv) Standard-Topologie auf R = die Menge R zusammen mit der Menge aller offenen
Teilmengen von R

(Siehe Definition 4.12.)
(v) Ableiten
(vi) (un-)bestimmte Integration
In der Vorlesung Analysis 1 werden wir alle diese mathematischen Strukturen unter-

suchen. (Ich erwarte nicht, dass Sie Topologie und die prézise Definition der anderen
Strukturen schon kennen.)

Bemerkungen. [Theorie der Strukturen, Mathematik]

e Die Sichtweise, dass Mathematik die Theorie der mathematischen Strukturen ist,
wurde durch Nicolas Bourbaki propagiert. Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym
eines Autorenkollektivs vorwiegend franzosischer Mathematiker, das seit 1934 an
einem vielbéndigen Lehrbuch der Mathematik arbeitet.

'Es gibt auch Strukturen mit mehreren Grundmengen.
2(z,y) bezeichnet das aus z und y bestehende geordnete Paar. Sieche Definition 1.16.
3(x1, . ,xn) bezeichnet das aus z1,...,x, bestehende geordnete n-Tupel. Siehe Definition 1.16.
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e Mathematik ist nicht eine Liste von Algorithmen zur Loésung mathematischer
Probleme. Ein Algorithmus ist endliche Abfolge von eindeutigen Anweisungen,
die von einer Maschine automatisch ausgefithrt werden kénnen. Algorithmen
kommen in der Mathematik vor, machen aber nur einen kleinen Teil davon aus.

e Wir werden uns mit Algorithmen im Abschnitt 6.8.5 befassen. Dort werden wir
sehen, dass sich gewisse mathematische Objekte nicht berechnen lassen, weder
symbolisch noch numerisch. Das gilt zum Beispiel fiir fast alle reellen Zahlen.
Es gibt konkrete nicht berechenbare Objekte, zum Beispiel sogar eine explizit
definierte reelle Zahl H.

e Dass sich nicht alle mathematischen Objekte berechnen lassen, ist nicht schlimm.
Wir kénnen gewisse Aussagen auch iiber nicht berechenbare Objekte treffen. Zum
Beispiel kann man zeigen, dass die nicht berechenbare Zahl H kleiner als 2 ist.

1.2 Logik: Aussage, Satz, Axiom, Beweis

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.1] und [Stra, 1.1]. Er enthélt eine kurze Einfiihrung
in die Logik. Das Thema wird ausfiihrlicher in der Vorlesung Diskrete Mathematik fiir
RW (1. Semester) behandelt.

In der Logik werden (mathematische) Aussagen untersucht. Eine Aussage ist eine
Ausserung, die entweder wahr oder falsch ist.

Beispiel. Beispiele von Aussagen:

e “Der Mensch ist ein Lebewesen.” (wahr)
e “Die Erde ist eine Scheibe.” (falsch)
e “1+1=2" (wahr)

e “0<0” (falsch)
Beispiele von Ausserungen, die keine Aussagen sind:

o “Ist 1 +1 =27 (Frage)
e “Berechnen Sie 1 + 11”7 (Befehl)

e “Super!” (Ausruf)
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Es gelten die folgenden Sétze:

Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch: Eine Aussage ist nicht sowohl wahr als
auch falsch.

Satz vom ausgeschlossenen Dritten: Jede Aussage ist wahr oder falsch.

Bemerkung. Dieser Satz trigt auch den lateinischen Namen tertium non datur, ein
Drittes 1st nicht gegeben. Mit dem Dritten ist dabei ein dritter Wahrheitswert neben
wahr und falsch gemeint.

Bemerkungen 1.2. [riickbeziigliche Ausserung, Liigner-Paradox]

e Es gibt grammatikalisch korrekte Ausserungen im Indikativ, die keine mathema-
tischen Aussagen sind. Beispiel:

P :=“Dieser Satz ist falsch.”

Um das zu sehen, nehmen wir an, dass P eine Aussage wére. Falls P wahr
ist, dann ist der Satz, also P, falsch. Das steht im Gegensatz zum Satz vom
ausgeschlossenen Widerspruch.

Falls P falsch ist, dann ist der Satz, also P, wahr. Das steht ebenfalls im Gegen-
satz zum Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch.

In beiden Fillen erhalten wir also einen Widerspruch. Geméss dem Satz vom
ausgeschlossenen Dritten decken die beiden Félle alle Moglichkeiten ab. Wir er-
halten also immer einen Widerspruch. Unsere Annahme, dass P eine Aussage ist,
ist daher falsch.

e Das Problem mit der Ausserung “Dieser Satz ist falsch.” ist, dass sie riickbeziiglich
ist, also sich auf sich selbst bezieht. Manche riickbeziigliche Ausserungen sind also
keine sinnvollen Aussagen.

e Eine Variante der obigen Ausserung ist die Behauptung eines Menschen: “Ich
liige gerade.” “Dieser Satz ist falsch.” heisst daher Liigner-Paradox. Die dhnliche
Ausserung “Alle Kreter sind Liigner.” wird dem antiken griechischen Philosophen
Epimenides zugeschrieben, der ein Kreter war. (Sagte er damit die Wahrheit?
Oder log er?)

Wir kénnen Aussagen verneinen und miteinander verkniipfen. Sei A eine Aussage. Wir
verwenden die folgenden Notationen:

Notation | Bedeutung | Bezeichnung
T wahr = true
F falsch = false

—A nicht A = “A ist nicht wahr.” | Negation
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Beispiel. [Negation| Die Negation der Aussage “0 < 1”7 ist die Aussage “—(0 < 1)”.
Wir kénnen diese Aussage auch schreiben als “Es ist nicht wahr, dass 0 < 17. Sie ist
dquivalent zur Aussage “0 > 1”. (Siehe Definition 1.3.) Die beiden Aussagen sind aber
nicht identisch.

Der Wahrheitswert der verneinten Aussage ist durch die folgende Wahrheitstabelle
gegeben:

Al -A
T| F
F| T

Es seien jetzt A und B Aussagen. Wir schreiben A A B fiir die verkniipfte Aussage “A
und B sind wahr.” und verwenden die folgenden Notationen fiir weitere Verkniipfungen:

Notation | alternative Notation | Bedeutung Bezeichnung
ANB AAND B Aund B Konjunktion
AV B AORB A oder B inklusive Disjunktion
AVB AXORB entweder A oder B exklusive Disjunktion
A=B |A—B wenn A, dann B Implikation = Konditional
A B |A&B genau dann A, wenn B | (materiale) Aquivalenz

= Bikonditional

Die Wahrheitswerte dieser verkniipften Aussagen werden durch die folgende Wahr-
heitstafel gegeben:

A|B|AANB|AVB|AVB|A=B| A& B
F|F F F F T T
T|F F T T F F
F|T F T T T F
T|T T T F T T

Aus der zweiten Zeile konnen wir zum Beispiel ablesen, dass A A B falsch ist, falls A
wahr ist und B falsch ist.

Beispiele. [Verkniipfungen von Aussagen| Einige Beispiele von verkniipften Aussagen
werden durch die folgende Tabelle gegeben. Die dritte Spalte gibt den Wahrheitswert
der verkniipften Aussage an. In der letzten Spalte wird auf die Bemerkungen unten
verwiesen.

Aussage Aussage in natiirlicher Sprache

0<1A1+1=2 | Nullist kleiner als eins, und eins plus eins ist zwei.
0<1V1+1=2 | Nullist kleiner als eins, oder eins plus eins ist zwei.
0<1Vi+1=2 Entweder ist null kleiner als eins, oder eins plus eins ist zwei.
0+0=1=1<1| Wenn null plus null gleich eins ist, dann ist eins kleiner als eins.

0+0=1<«1<1 | Null plus null ist genau dann gleich 1, wenn eins kleiner als eins ist.

B EAa A
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Bemerkungen. [(entweder) oder, wenn]

(i)

Falls A und B beide wahr sind, ist die verkniipfte Aussage “A V B” (“A oder
B”) wahr. (Das haben wir in der zweiten Zeile der Tabelle im obigen Beispiel
verwendet.) V ist also das inklusive Oder, das zulésst, dass beide der verkniipften
Aussagen wahr sind.

Die Verkniipfung V ist das ezklusive Oder (= entweder ...oder). Sie schliesst
aus, dass beide der verkniipften Aussagen wahr sind.

Die Implikation “A = B” ist immer erfiillt, ausser, falls A wahr und B falsch
ist. Insbesondere ist also “A = B” wahr, falls beide Aussagen A und B falsch
sind. Falls das Ihnen seltsam erscheint, dann iiberzeugt Sie vielleicht folgendes
Beispiel davon, dass diese Verwendung des Wortes wenn sinnvoll ist. Fiir jede
ganze Zahl n betrachten wir die folgende Aussage:

Pn)=“n>0=n+1>0"
Fiir welche n ist diese Aussage wahr?

Wie Sie wahrscheinlich richtig vermuten, ist die Aussage fiir alle n wahr, da ja
n + 1 ebenfalls grosser als 0 ist, falls n gréosser als 0 ist. Wir betrachten jetzt den
Fall n = 0, also:

P0)=“0>0=0+1>0"

Wie wir uns soeben iiberlegt haben, ist diese Aussage wahr, obwohl ihr erster
Teil, 0 > 0, falsch ist. Wir betrachten jetzt den Fall n = —1, also:

P(-1)=“-1>0=—-1+1>0"

Wie wir uns soeben {iberlegt haben, ist diese Aussage wahr, obwohl die einzelnen
Teile, “—1 > 0” und “—1+ 1 > 07, beide falsch sind.

Die verkniipften Aussagen brauchen inhaltlich nicht zusammenzuhédngen. Zum
Beispiel ist die Aussage “Wenn der Mensch ein Lebewesen ist, dann ist eins plus
eins gleich zwei.” mathematisch sinnvoll und wahr. (Wie im letzten Punkt erklért,
ist die Aussage “Wenn die Erde eine Scheibe ist, dann ist null kleiner als null.”
ebenfalls mathematisch sinnvoll und wahr.)
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Im Gegensatz dazu wird in der Alltagssprache mit wenn oft eine Kausalitéit
ausgedriickt, zum Beispiel im Satz:

“Wenn es geregnet hat, dann ist die Strasse nass.”

Bemerkung. [Digitaltechnik, Gatter| Logische Verkniipfungen spielen in der Digital-
technik eine zentrale Rolle. Sie werden in elektrischen Schaltungen durch Logikgatter
realisiert, die aus Transistoren aufgebaut sind. Siehe Ubungsserie 1 (Wahrheitstafeln,
logische Aquivalenz, Digitaltechnik, Gatter) und das Fach Digitaltechnik (ITET, 1. Se-
mester). Aussagenlogik kann dazu verwendet werden, elektronische Bauteile zu sparen.
(Siehe Ubungsserie 1.)

Es seien P und ) zusammengesetze Aussagen.

Definition 1.3 (logische Aquivalenz). Wir nennen P und () logisch dquivalent g. d. w. sie
die gleichen Wahrheitstabellen besitzen. In diesem Fall schreiben wir

P=qQ.

Bemerkung. [logische Aquivalenz] Das bedeutet, dass die Wahrheitswerte von P und
Q gleich sind fiir jede Wahl von Wahrheitswerten der Aussagen, aus denen P und @)
aufgebaut sind.

Beispiele. [logische Aquivalenz] Es gilt:

ANB=BANA
—~(AAB)=-AV-B (de-morgansches Gesetz) (1.1)
AN(BVC)=(ANB)V(ANC) (Distributivgesetz fiir A und V)

(Siehe Ubungsserie 1.)

Bemerkungen. [Aquivalenzumformung und logische Aquivalenz]

e — bindet stérker als Disjunktion. Mit =A V =B ist also (=A) V (—B) gemeint.

e In der Schule haben Sie den Begriff einer Aquivalenzumformung von Gleichun-
gen kennengelernt. Bei einer solchen Umformung ist die urspriingliche Gleichung
zur neuen Gleichung logisch dquivalent in folgendem Sinn. Wir sagen, dass zwei
Gleichungen fiir eine Unbekannte = logisch dquivalent (iber den reellen Zah-
len) sind, falls jedes x € R die eine Gleichung genau dann 16st, falls es die
andere Gleichung 16st. Das bedeutet, dass fiir jedes x € R die Wahrheitswer-
te der beiden Gleichungen gleich sind. Diese Art von logischer Aquivalenz ist
analog zur logischen Aquivalenz fiir zusammengesetze Aussagen (Definition 1.3).
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Eine Aquivalenzumformung ist ein Prozess, der eine Gleichung in eine logisch
dquivalente Gleichung iiberfiihrt.#5 Das bedeutet, dass die Losungsmenge der
Gleichung bei der Umformung gleich bleibt.

e Ein Beispiel einer Aquivalenzumformung ist die beidseitige Addition® von 1,
d. h. der Prozess

Eine Zahl z € R 16st die Gleichung A(x) = B(x) ndmlich genau dann, wenn sie
die Gleichung A(z) + 1 = B(z) + 1 16st.

e Ein Nichtbeispiel einer Aquivalenzumformung ist beidseitiges Quadrieren, da x =
—1 die Gleichung = = 1 nicht 16st, aber die quadrierte Gleichung z? = 12 16st,
da 2% = (—1)2 = 1%

o Aquivalenzumformungen sind niitzlich, um die Losungsmenge einer Gleichung zu
bestimmen. Betrachten wir zum Beispiel die Gleichung 22+ 1 = 7. Mit Hilfe von
Aquivalenzumformungen erhalten wir’:

20 +1=7 | —1 (beidseitige Subtraktion von 1)
= 2x+1)—1=7-1 |Vereinfachung
= 2r =6 . /2
2 6
= ; =3 |Vereinfachung
= =3

Die Losungsmenge der Gleichung 2z + 1 = 7 ist daher gegeben durch {3}.

Als ein allgemeines Beispiel sind eine Implikation und ihr Kontraponiertes logisch
aquivalent. Um das zu erkldren, seien A und B Aussagen.

Definition (Kontraponiertes). Wir definieren das zur Implikation A = B Kontrapo-
nierte (oder die kontraponierte Aussage®) als die Aussage

-B = —A.

4Das erklirt den Namen A quivalenzumformunyg.

5In manchen Schulbiichern wird zusétzlich verlangt, dass der Prozess umkehrbar ist. Es ist unklar,
welchen Vorteil diese zusétzliche Bedingung bringt.

6d. h. Addition auf beiden Seiten der Gleichung

7= bedeutet logische Aquivalenz.

8Manchmal wird diese Aussage auch die Kontraposition genannt.
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Die Implikation und ihr Kontraponiertes sind logisch dquivalent, d. h.
A= B=-B=-A.

Das bedeutet, dass die Implikation genau dann wahr ist, falls ihr Kontraponiertes wahr
ist. (Siehe Serie 1.)

Beispiel. [Kontraponiertes] Das Kontraponierte der Implikation
P:=“Wenn es geregnet hat, dann ist die Strasse nass.”

ist die Aussage

Q:=“Wenn die Strasse nicht nass ist, dann hat es nicht geregnet.”

P ist wahr aufgrund von Physik. Da P und @) logisch dquivalent sind, ist () daher auch
wahr.

Bemerkung. [Implikation] Alternativ sprechen wir die Implikation A = B auch aus
als:

e “A impliziert B.”

e “A ist hinreichend fiir B.”

e “B ist notwendig fiir A.”

Die Sprechweise “B ist notwendig fiir A.” driickt Folgendes aus:

“Falls B nicht gilt, dann gilt A auch nicht.”, d. h. “=B = = A” = Kontraponiertes der
Implikation A = B

Wie wir uns iiberlegt haben, ist das logisch dquivalent zur Implikation A = B. Daher
ist die Sprechweise “B ist notwendig fiir A.” sinnvoll.

Bemerkungen. [Implikation und materiale und logische Aquivalenz]
e Die Aquivalenz A < B ist genau dann wahr, wenn die Implikationen A = B
und B = A beide wahr sind, d. h.
A B= (A= B)AN(B=A).
A & B ist nicht logisch dquivalent zu A = B. Zum Beispiel ist die Implikation
0<0=1+1=2

wahr, die Aquivalenz
0<0&1+1=2

jedoch falsch, da die Implikation 1 + 1 =2 = 0 < 0 falsch ist.
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e Im Alltag wird Implikation manchmal mit Aquivalenz verwechselt. Betrachten
wir zum Beispiel die Aussage:

P:=“Wenn es geregnet hat, dann ist die Strasse nass.”

Diese Aussage ist wahr. (Das folgt aus Physik.) Wir nehmen jetzt an, dass gilt:
“Es hat nicht geregnet.”

Ist dann die folgende Schlussfolgerung korrekt?

“Die Strasse ist nicht nass.”

Nein! Die Strasse kann ndmlich trotzdem nass sein, zum Beispiel, weil gerade
eine Feuerwehriibung stattfand. Die Schlussfolgerung wire korrekt, wenn statt
der Implikation P die folgende Aquivalenz gilte:

(2:="Es hat genau dann geregnet, wenn die Strasse nass ist.”
Diese Aussage ist namlich logisch dquivalent zu:
“Die Strasse ist genau dann nicht nass, wenn es nicht geregnet hat.”

Wenn Sie dachten, “Es hat nicht geregnet.” impliziere “Die Strasse ist nicht
nass.”, dann haben Sie moglicherweise die Implikation P mit der Aquivalenz ()
verwechselt.

e Materiale Aquivalenz “<” ist eine logische Verkniipfung, die aus zwei Aussagen
A und B die Aussage A < B macht. Der Wahrheitswert dieser Aussage héngt
von den Wahrheitswerten von A und B ab. Logische Aquivalenz P = Q ist eine
Aussage iiber zwei verkniipfte Aussagen P und @) (zum Beispiel P = (A = B)
und Q = (=B = —A)). Logische Aquivalenz vergleicht also zwei verkniipfte
Aussagen. Sie ist nicht selbst eine verkniipfte Aussage.

Die Grundlage fiir die Mathematik bilden Aziome. Axiome sind als wahr angenommene
Aussagen, auf denen die Mathematik aufgebaut wird. Das Wort Aziom kommt von
Altgriechisch dZio¢ = éxios = wiirdig, wert. (Die Idee ist, dass ein Axiom es wert ist,
angenommen zu werden.) In einem grossen Teil der Mathematik (zum Beispiel in der
Analysis) werden einige logische Aziome, die neun Aziome von Zermelo und Fraenkel
sowie das Auswahlaxiom angenommen. Dieser grosse Teil der Mathematik basiert also
auf wenigen Grundannahmen. FEines der Axiome von Zermelo und Fraenkel besagt zum
Beispiel, dass es eine Menge mit unendlich viel Elementen gibt.

Ein Beweis einer Aussage A ist eine sukzessive Herleitung von A aus den Axiomen,
in der die logischen Schlussregeln Modus ponens und Verallgemeinerung® angewandt

9Fiir die Schlussregel Verallgemeinerung siehe die Vorlesung Grundstrukturen fiir Mathemati-
ker /innen.
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werden. Der Modus ponens = setzende Schlussregel ist durch folgendes Schema gege-
ben:

A (Pramisse = Annahme)
A=1B (Pramisse)
B (Konklusion)

Bedeutung: Wir nehmen an, dass A und A = B gelten. Daraus schliessen wir, dass B
gilt.

Beispiel. [modus ponens| A:=“Es hat geregnet.”, B:=“Die Strasse ist nass.”

Modus ponens:

Es hat geregnet. (Pramisse)
Wenn es geregnet hat, ist die Strasse nass. (Pramisse)
Die Strasse ist nass. (Konklusion)

In der Praxis werden in Beweisen anstatt Axiomen meistens Aussagen verwendet, die
schon mittels der Axiome bewiesen worden sind. Eine beweisbare Aussage heisst Satz.
Als ein Beispiel beweisen wir den folgenden Satz.
Satz 1.4. Die Zahl
(7-123456789+1)%2—1
3-2 7

ist ganz'C.

Im Beweis dieses Satzes werden wir die folgende Aussage verwenden, die schon bewiesen
worden ist!!.

Lemma 1.5 (erste binomische Formel). Fir alle x und y gilt: Wenn x und y reelle
Zahlen 1% sind, dann gilt:

(v +1y)* = 2° + 22y + >
Wir werden auch folgendes schon bewiesenes Lemma verwenden.

Lemma 1.6 (Produkte und Potenzen ganzer Zahlen). Die folgenden Aussagen gelten:

104, h. ganzzahlig
1yon Alessandro Binomi, siehe [Forl1]
12Wir werden den Begriff einer reellen Zahl in Definition 2.2 festlegen.
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(i) Das Produkt zweier ganzer Zahlen ist ganz.
(ii) Jede Potenz mit ganzer Basis und natiirlichem Exponenten'® ist ganz.

Bemerkungen 1.7. [Lemma, Proposition, . ..]

(i) Ein Lemma (oder Hilfssatz) ist ein Satz, der dazu dient, einen anderen Satz (in
unserem Fall Satz 1.4) zu beweisen.Oft bezeichnen wir damit einen Satz, den wir
fiir nicht so wichtig halten.

(ii) Mathematisch gesehen bezeichnen die Worter Hilfssatz, Lemma, Proposition,
Hauptsatz, Theorem und Korollar dasselbe wie Satz. Mit der Wahl eines die-
ser Worter driicken wir aus, wie wir den Satz einordnen, ob wir ihn zum Beispiel
wichtig finden. Wenn wir ihn zum Beispiel besonders wichtig finden, dann nennen
wir ihn Hauptsatz oder Theorem. In [Beu97, Satz, Lemma, Korollar, S. 11] wird
ausfiihrlicher auf dieses Thema der Wortwahl eingegangen. (Das Buch gibt auch
viele Tipps zum Schreiben von Mathematik.)

Beweis des Satzes 1.4: Wir definieren
m = 123456789.

Wir verwenden den Modus ponens:
x :=Tm und y := 1 sind reelle Zahlen."*  (elementare Eigenschaften reeller Zahlen)

Wenn 7m und 1 reelle Zahlen sind, dann ist (7m + 1)*> = (Tm)*> 4+ 2 - (Tm) - 1 + 12
(Lemma 1.5)

(Tm+1)*=(Tm)* +2-(Tm) -1+ 12
Hieraus erhalten wir:

(tm+1)* -1  (Tm)*4+2-Tm-1+1>—-1
7 a 7
= Tm? + 2m. (1.2)

Das ist eine natiirliche Zahl. Wir verwenden den Modus ponens:
n ist natiirlich. (Siehe oben.)

Wenn n natiirlich ist, dann ist 2" ganz. (Lemma 1.6(ii))

13D. h. der Exponent ist eine natiirliche Zahl.
4Der Doppelpunkt in 2 := 7m driickt aus, dass wir die linke Seite als die rechte Seite definieren.
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2" ist ganz.
Wir verwenden den Modus ponens nochmals:
¢ := 2" ist ganz. (Siehe oben.)

Wenn /¢ ganz ist, dann ist 3¢ ganz. (Lemma 1.6(i))

(7-123456789+1)2—1

H=3-2"=3-27 7 ist ganz. Das beweist Satz 1.4. O

Bemerkungen. [Beweis des Satzes 1.4]

e Das Zeichen [J verweist auf das Ende des Beweises. Alternativ wird dafiir auch die
Abkiirzung g.e.d. = quod erat demonstrandum = was zu beweisen war verwendet.

e Im obigen Beweis haben wir die Aussage des Satzes 1.4 mittels des Modus ponens
sukzessive aus schon bewiesenen Aussagen (Lemmata'® 1.5 und 1.6) hergeleitet.
Diese Beweistechnik heisst direkter Beweis.

e Wir haben das Problem, den Satz zu beweisen, vereinfacht, indem wir es in drei
Teilprobleme aufgespalten haben:

(Tm+1)2—

— Zeige, dass fiir natiirliches m die Zahl - L natiirlich ist.

— Zeige, dass jede Potenz mit ganzer Basis und natiirlichem Exponenten ganz
ist.

— Zeige, dass das Produkt zweier ganzer Zahlen ganz ist.
Wir haben also die Methode Divide et impera! (Teile und herrsche!) verwendet.

e Im Beweis des Satzes 1.4 haben wir gewisse Details unter den Tisch gewischt,
zum Beispiel die Rechenschritte, welche die Gleichheit (1.2) zeigen. Diese Re-
chenschritte kénnen wir mittels mehrerer Modi ponentes!® ausfiihren, indem wir
elementare Eigenschaften von Zahlen verwenden, wie zum Beispiel die Assozia-
tivitat der Multiplikation ((z-y)-z=x - (y - 2)).

Bemerkungen. [Voraussetzung und Behauptung eines Satzes]

e Wenn ein Satz die Form einer Implikation A = B besitzt, dann nennen wir A
die Voraussetzung und B die Behauptung des Satzes. Beispiel:

15 Lemmata ist die Mehrzahl von Lemma.
16Das ist die Mehrzahl von Modus ponens.
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Satz: Wenn 0 gleich 1 ist, dann ist 1 gerade.

In diesem Satz ist 0 ist gleich 1 die Voraussetzung und 1 ist gerade die Behaup-
tung.

Bemerkungen: Es handelt sich hier tatsédchlich um einen Satz, da die Behaup-
tung 1 st gerade unter der falschen Voraussetzung 0 gleich 1 bewiesen werden
kann. In diesem Beispiel ist die Behauptung falsch.

e Wenn cin Satz die Form fir jedes x gilt A(x) = B(z) besitzt, dann nennen
wir A(x) die (von x abhdngige) Voraussetzung und B(z) die (von x abhdngige)
Behauptung des Satzes. Analoges gilt im, wenn ein Satz die Form fir alle x und
y gilt A(z,y) = B(x,y) besitzt. Beispiel:

Satz (erste binomische Formel, Lemma 1.5) Fiir alle z und y gilt: Wenn x und
y reelle Zahlen sind, dann gilt:

(:L’+y)2 = 2% 4 2zy + 2.

In diesem Satz ist x und y sind reelle Zahlen die Voraussetzung und (z + y)? =
2?2 + 2zy + y? die Behauptung.

Bemerkungen. [Beweise allgemein]

Beweise konnen formalisiert werden. Dabei werden alle Aussagen als Zeichenketten
geschrieben, die zum Beispiel die Zeichen —, A, ... enthalten. Dazu miissen in der Regel
viele Zwischenschritte (wie die oben weggelassenen) eingefiigt werden. Ein formaler
Beweis kann von einem Computerprogramm auf Richtigkeit {iberpriift werden.

Der Zweck eines Beweises ist es zu garantieren, dass eine Aussage wahr ist. Mit Hilfe
von Beweisen konnen wir dafiir sorgen, dass einmal fiir richtig befundene Sachverhalte
fiir immer Tatsachen bleiben. Darin unterscheidet sich Mathematik von den anderen
Wissenschaften.'”

Der Fokus dieser Vorlesung liegt darauf, IThnen das analytische Werkzeug zu vermitteln,
das Sie fiir Thr Studium brauchen. Ein weiteres Ziel ist, dass Sie gewisse mathematische
Denk- und Argumentationsweisen erlernen. Daher werden wir gewisse Sitze beweisen.

Kontraposition (oder Umkehrschluss) ist die logische Schlussregel, die von der Impli-
kation A = B auf ihr Kontraponiertes =B = —A schliesst. Diese Regel ist giiltig, da
die Implikation und ihr Kontraponiertes logisch #quivalent sind. (Siehe Ubungsserie
1.) Als ein Beispiel wenden wir diese Regel an, um den folgenden Satz zu beweisen.

17Zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts gab es in der Mathematik jedoch eine Grundlagenkrise,
die durch die Russellsche Antinomie, einen scheinbaren Widerspruch in der Mengenlehre, ausgelost
wurde. (Siehe Bemerkungen 1.14.) Die Krise wurde mit Hilfe des Axiomensystems von Zermelo und
Fraenkel iiberwunden.
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Satz 1.8 (Quadratwurzel aus zwei und drei). Es gilt:

V2 <3

Im Beweis dieses Satzes werden wir folgendes schon bewiesenes Lemma verwenden.

Lemma 1.9 (Monotonie des Quadrierens). Es seien x,y > 0 reelle Zahlen. Wenn
x >y, dann ist x° > y>.

Bemerkung. Das bedeutet, dass die Funktion f(x) := x? auf dem Intervall [0, co[=
[0,00) (nicht strikt) monoton steigend ist.

Beweis des Satzes 1.8 mittels Kontraposition: Wir betrachten die folgenden
Aussagen:

AZ:“\/§ 2 \/gv
B:=%2 > 37

Gemiss Lemma 1.9 ist die Implikation A = B wahr. Durch Kontraposition erhalten
wir aus dieser Implikation, dass =(2 > 3) = —|(\/§ > \/5) Das ist logisch dquivalent
71 2 < 3= 12 < /3. Diese Implikation ist also wahr.

Modus ponens:

2<3 (Das folgt aus den Definitionen von 2,3 und <.)
2<3=V2<3 (Siehe oben.)
V2 <3

Das beweist Satz 1.8. O

Eine haufig verwendete Beweismethode ist der indirekte Beweis = Widerspruchsbeweis.
Um eine Aussage A zu beweisen, nehmen wir dabei an, dass A falsch ist. Daraus leiten
wir einen Widerspruch, also eine falsche Aussage her. Das beweist A.

Als ein Beispiel beweisen wir Satz 1.8 nochmals mittels eines Widerspruchs:

Beweis des Satzes 1.8 mittels Widerspruch: Wir nehmen widerspruchsweise an,
dass V2 < /3 falsch ist, d. h., dass v/2 > /3. Mit Hilfe des Lemmas 1.9 und Modus
ponens folgt daraus, dass 2 > 3. Diese Aussage ist falsch. (Das folgt aus den Definitio-
nen von 2,3 und >.) Es ergibt sich also ein Widerspruch. Das beweist, dass V2 < V3,
also Satz 1.8. O
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Bemerkung. [Kontraposition, Widerspruchsbeweis| Die beiden Beweise des Satzes 1.8
sind eng miteinander verwandt. Es ist allgemein oft so, dass ein Widerspruchsbeweis
als ein Beweis mittels Kontraposition umformuliert werden kann.

Als ein weiteres Beispiel beweisen wir den folgenden Satz mittels Widerspruch.

Satz 1.10. Es gilt:
2+3<2.

Beweis des Satzes 1.10 mittels Widerspruch: Wir nehmen widerspruchsweise
an, dass

ﬁ< 2+\/§<2>, d. h. 24+3>2.

Mit Hilfe des Lemmas 1.9 und Modus ponens folgt daraus, dass

24+V3>22 =4,
dh  V3>2 (1.3)

Mit Hilfe des Lemmas 1.9 und Modus ponens folgt daraus, dass 3 > 22 = 4. Diese
Aussage ist falsch. Es ergibt sich also ein Widerspruch. Das beweist Satz 1.10. O

Bemerkungen. [Kontraposition, Widerspruchsbeweis|

(i) Es gilt das Prinzip ex contradictione sequitur quodlibet = ex falso (sequitur) quod-
libet = aus etwas Falschem folgt Beliebiges. Dieses besagt: Wenn eine Annahme
A zugleich wahr und falsch wére, dann kénnten wir daraus jede beliebige Aussage
B herleiten. Da A falsch ist, ist die Implikation A = B dann nédmlich wahr. Da
A aber auch wahr ist, folgt mittels des Modus ponens, dass B wahr ist.

(ii) Bei einem Widerspruchsbeweis nehmen wir am Anfang an, dass A falsch ist.
Da A tatsdchlich aber auch wahr ist, konnen wir daraus geméss dem Prinzip
ex falso quodlibet (Bemerkung (i)) jede beliebige Aussage B ableiten. Unter der
Widerspruchsannahme, dass A falsch ist, konnen wir also jede beliebige Aussa-
ge B herleiten. Daher ist es bei einem Widerspruchsbeweis unklar, welche der
in Zwischenschritten hergeleiteten “Zwischenaussagen” wahr sind. Vielleicht gilt
keine einzige davon. Das ist unpraktisch, falls wir den Beweis spéter rezyklie-
ren mochten, um etwas Ahnliches zu beweisen. Daher lohnt es sich oft, einen
Widerspruchsbeweis als einen direkten Beweis umzuschreiben.

Das néchste Beispiel illustriert Bemerkung (ii).
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Beispiel. [falsche “Zwischenaussage” in Widerspruchsbeweis| Im Beweis des Satzes
1.10 haben wir aus einer falschen Annahme (ﬂ(\/ 2+43 < 2)) die Zwischenaussage

(1.3) (v/3 > 2) hergeleitet. Wegen des Prinzips ex falso quodlibet ist es unklar, ob diese
Zwischenaussage wahr ist. (Siehe Bemerkung (ii) oben.) (Ist sie wahr?)

Ein wichtiges Beweisprinzip ist die vollstindige Induktion. Um dieses Prinzip zu erkléaren,
sei X eine Menge. Wir schreiben
reX

g. d. w. (genau dann, wenn) z ein Element von X ist. Wir schreiben die Menge der
natiirlichen Zahlen inklusive null als

D\IO - {0,1,}
Fiir jedes n € Ny sei P(n) eine Aussage.

Prinzip der vollstindigen Induktion: Wir nehmen an, dass gilt:

° P(O) ist wahr.

o Fiir jedes k € Ny gilt P(k) = P(k+1).

Dann ist fiir jedes n € Ny die Aussage P(n) wahr.

Dieses Prinzip folgt aus der Definition der natiirlichen Zahlen. (Siehe dafiir zum Beispiel
die Vorlesung Grundstrukturen fir Mathematiker /innen.)

Bemerkungen. [Induktion und Dominoeffekt]

(i) Die Idee, warum das Induktionsprinzip wahr ist, ist die folgende: Aufgrund der
Induktionsverankerung ist P(0) wahr. Mittels des Induktionsschrittes fiir & = 0
und des Modus ponens folgt daraus, dass P(1) wahr ist. Mittels des Indukti-
onsschrittes fiir £ = 1 und des Modus ponens folgt daraus, dass P(2) wahr ist.
... Fiir jedes n € Ny folgt irgendwann, dass P(n) wahr ist. Das macht das Induk-
tionsprinzip plausibel.

(ii) Um diese Idee zu illustrieren, stellen wir uns Dominosteine vor, die mit 0,1, ...
beschriftet sind und in einer Reihe aufgestellt sind. Wir betrachten die folgende
Aussage:

P(n):=“Der Dominostein n féllt um.”

Wir stossen den Stein 0 an, sodass er umfillt, d. h. P(0) ist erfiillt. Wir nehmen
an, dass die Dominosteine geniigend nahe beieinander stehen, sodass fiir alle k
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der Stein £+ 1 umfillt, wenn & umfallt, d. h. P(k) = P(k+1). Die Dominosteine
fallen dann einer nach dem anderen um, d. h., jeder Stein fillt irgendwann um,
d. h. fiir alle n ist P(n) erfiillt. Das illustriert die Idee aus (i).

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

e Induktionsverankerung := Beweis von P(0)
e Induktionsschritt := Beweis der Implikation P(k) = P(k + 1)
e Induktionsannahme = Induktionsvoraussetzung := P(k)

e Induktionsbehauptung = P(k + 1)

Um das Induktionsprinzip zu illustrieren, beweisen wir damit den folgenden Satz.

Satz 1.11 (Summe der natiirlichen Zahlen bis zu einer Zahl). Fir jedes n € Ny gilt

Zz’:—1+-~+n—”("T+1). (1.4)

Beweis des Satzes 1.11 mittels Induktion: Wir definieren:

P(n) — uz 11 _ n(n+1)s

2

Induktionsverankerung: Es gilt 3.7 i = leere Summe := 0 = W. Also ist P(0)
erfiillt.

Induktionsschritt: Sei & € Ny so, dass P(k) gilt. Dann gilt

T +k+1 (wegen der Induktionsannahme P(k))

D) ((R+1)+1)
- 5 .

Also gilt die Induktionsbehauptung P(k 4 1). Die Implikation P(k) = P(k + 1) ist
also wahr. Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Somit sind die Voraussetzungen des Induktionsprinzip erfiillt. Wir verwenden jetzt den
Modus ponens:
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Abbildung 1.1: Georg Cantor, 1845-1918, deutscher Mathematiker.

P(0) und fiir jedes k € Ny : P(k) = P(k+1) (siehe oben)

Wenn P(0) und fiir jedes k € No : P(k) = P(k+ 1), dann gilt fiir jedes n € Ny P(n).
(Induktionsprinzip)

Fiir jedes n € Ny gilt P(n).
D. h., fiir jedes n € Ny gilt die Gleichheit (1.4). Das beweist Satz 1.11. O

1.3 Mengenlehre: Menge, Mengenoperationen,
de-morgansche Gesetze

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.2] und [Stra, 1.2]. Eine Menge ist eine ungeord-
nete Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen. Dieser Begriff wurde durch
Georg Cantor eingefiihrt, siehe Abbildung 1.1. Die in einer Menge enthaltenen Objekte
nennen wir ihre Elemente.

Aufzihlende (Mengen-)schreibweise: Seien zy, ..., x, Objekte. Wir schreiben

{,Tl,...,.'En}

fiir die Menge, die aus den Elementen z1, ..., z, besteht. Sei X eine Menge und x ein
Objekt. Wir schreiben
reX

g. d. w. x ein Element von X ist.

Beispiele 1.12. [Mengen in aufzidhlender Schreibweise]
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(i) {0,1} = Menge, die aus den Elementen 0 und 1 besteht
Es gilt 0 € {0,1} und 1 € {0,1}.

(ii) @ := Menge, von der kein Objekt ein Element ist '8

() ist also die Menge, die kein Objekt (als Element) enthélt. Sie ist also leer. In
aufzdhlender Schreibweise ist sie gegeben durch () = {}.

(iii) {0} = Menge, die aus der leeren Menge besteht. Sie enthélt genau ein Element,
némlich (). Die Menge {0} ist daher nicht leer.

(iv) {{0,1}} = Menge, die genau das Element {0, 1} enthélt. Die Anzahl Elemente
der Menge {{0,1}} ist also 1.

Bemerkungen 1.13. [Menge in aufzihlender Schreibweise, jedes Objekt ist eine Men-
ge]

(i) Jede Menge ist ungeordnet, d. h., die Reihenfolge ihrer Elemente spielt keine
Rolle. Es gilt zum Beispiel, dass {0,1} = {1,0}.

(ii) Elemente einer Menge diirfen in ihrer Beschreibung mehrfach aufgefiihrt werden.
Es gilt also zum Beispiel:

{0,1,0} = {0,1}.

(iii) Ein Element einer Menge darf selbst wieder eine Menge sein. Im Beispiel {(}} ist
das Element () selbst wieder eine Menge.

(iv) Wie erwihnt, wird in einem grossen Teil der Mathematik, zum Beispiel in der
Analysis, das Axiomensystem von Zermelo und Fraenkel verwendet. In diesem
Axiomensystem ist jedes Objekt eine Menge. Insbesondere ist jedes Element einer
Menge wieder eine Menge. Ein solches Element darf also nicht nur eine Menge
sein, es muss eine Menge sein. Siehe die Vorlesung Grundstrukturen fiir D-MATH.

Unendliche Mengen, also Mengen mit unendlich vielen Elementen, konnen wir strikt
genommen nicht in aufzéhlender Schreibweise angeben, da wir nie mit dem Aufzéhlen
fertig werden. Intuitiv ist jedoch manchmal dennoch klar, was mit dieser Schreibweise
gemeint ist.

Beispiele. [unendliche Mengen in “aufzidhlender Schreibweise”]

No = {0,1,...} = Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0. Die Elemente dieser
Menge sind die Zahlen 0,1, ... .

18«4 .= B” bedeutet, dass wir A als B definieren.
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N:= {1,2,...} = Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0

In der Analysis zentral ist
R := {reelle Zahl},

die Menge der reellen Zahlen.

Beschreibende (Mengen-)Schreibweise: Eine Aussageform ist eine Aussage P(x),
die von einer Variablen x abhéngt. Wir schreiben

{93 ‘ P(x)} (1.5)
fiir die Menge!? aller z, fiir die P(x) gilt.

Bemerkung. [beschreibende Mengenschreibweise| Alternativ wird statt | manchmal
(zum Beispiel in [Stral) ein ; verwendet, d. h. die Menge (1.5) wird als

{z; P(x)}
geschrieben.

Beispiele. [Mengen in beschreibender Mengenschreibweise]

. {x ‘ x ist Student oder Studentin in dieser Vorlesung} = Menge aller Studentin-
nen und Studenten in dieser Vorlesung

° {n|n € Ng A n ist gerade} = {n € D\lg|n ist gerade} = {0,2,4,...}
o {m|Es gibt cin n € Ny so, dass m = (=1)"} = {(=1)"|n € No} = {—1,1}

e Seien a und b reelle Zahlen?® oder gleich 400 so, dass a < b. Wir definieren das
offene Intervall mit Grenzen a und b als die Menge

Ja,b[:= (a,b) := {x € R|a <2 < b}.

Im Fall a,b € R definieren wir das abgeschlossene Intervall mit Grenzen a und b
als die Menge
[a,b] ;= {z € R|a <z <b}.

Wir definieren das linksoffene Intervall |a,b] = (a,b] und das rechtsoffene Inter-
vall [a,b[= [a,b) analog. Diese zwei Intervalle nennen wir auch halboffen.

Zum Beispiel ist das offene Intervall |a, oo[ die Menge aller reellen Zahlen z, die
grosser als a sind.

19Tn gewissen Fillen ist das keine wohldefinierte Menge. Siehe Bemerkungen 1.14 (Russellsche
Antinomie).
20Wir werden den Begriff einer reellen Zahl in Definition 2.2 festlegen.
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Bemerkungen. [unendlich]

e 00 = 400 (“unendlich”) und —oo sind Hilfszeichen, die per definitionem fiir jedes
x € R die Ungleichungen —oo < x < oo erfiillen. Das Zeichen oo ist keine Zahl.
Es hat keine tiefe mathematische oder philosophische Bedeutung.

e Die Notation |a, b[ hat gegeniiber (a,b) den Vorteil, dass wir |a, b[ nicht mit dem
geordneten aus a und b bestehenden Paar verwechseln kénnen. (Siehe Definition
1.16.) Die Notation geht auf Nicolas Bourbaki zuriick.?!

Bemerkungen 1.14. [riickbeziigliche Definition einer “Menge”, Russellsche Antino-
mie|

e Fiir gewisse Aussageformen P(x) ist die Zusammenfassung von Objekten gegeben
durch (1.5) keine Menge. Ein Beispiel dafiir ist:

Plx)=r¢x
(1.5) ist dann gegeben durch
X :={z|z &z},

also die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Diese
“Menge” gibt es nicht. Um das zu sehen, nehmen wir widerspruchsweise an, dass
es sie gibt. Falls X € X, dann gilt X ¢ X, ein Widerspruch. Falls X & X
dann gilt X € X, ein Widerspruch. In beiden Féllen erhalten wir also einen
Widerspruch. Geméss dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten decken die beiden
Félle alle Moglichkeiten ab. Wir erhalten also immer einen Widerspruch. Unsere
Annahme, dass es die Menge X gibt, ist daher falsch.

e Die Russellsche Antinomie besteht im Widerspruch, der entsteht, wenn wir davon
ausgehen, dass es die obige Menge X gibt.

e Das Problem mit der obigen “Menge” ist, dass in ihrer Definition die riickbeziigliche
Bedingung x* ¢ =z, d. h. “x ist nicht Element von sich selbst” auftritt. Mit
riickbeztiglich meinen wir hierbei, dass in dieser Bedingung x auf sich selbst Be-
zug nimmt. Manche riickbeziiglichen Definitionen von Mengen sind also nicht
sinnvoll.

e Eine anschauliche Analogie zur Russellschen Antinomie ist das Barbier-Paradoxon:
Wir definieren einen Barbier als jemanden, der genau jene rasiert, die sich nicht
selbst rasieren.

21 Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym eines Autorenkollektivs vorwiegend franzosischer Mathema-
tiker, das seit 1934 an einem vielbédndigen Lehrbuch der Mathematik arbeitete.
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¥ N
Abbildung 1.2: Bertrand Russell, 1872-1970, britischer Philosoph und Logiker.

Frage: Rasiert ein Barbier sich selbst?

Wir stellen die Analogie zwischen der Russellschen Antinomie und dem Barbier-
Paradoxon dadurch her, dass wir X, € durch Barbier, wird rasiert durch ersetzen.

e Die Russellsche Antinomie ist analog zum Liigner-Paradox, in welchem wir die
Ausserung “Dieser Satz ist falsch.” betrachten. (Siche Bemerkungen 1.2.) In bei-
den Fillen ist das Problem, dass eine Ausserung oder eine Bedingung in einer
Definition riickbeziiglich ist.

e Die Russellsche Antinomie wird in der modernen Mathematik dadurch vermie-
den, dass statt (1.5) nur Mengen der Form

{z e X|P(x)}

betrachtet werden, wobei X eine Menge ist.

Mengenoperationen, Teilmengenrelation

Seien A und B Mengen. Wir definieren

ANB = {x|x cAANzx € B} = Durchschnitt
AUB = {(E|ZL‘€A\/$EB} = Vereinigung
A\B:={z € A|z ¢ B} = Differenz

Wir nennen A eine Teilmenge von B g. d. w. jedes Element von A auch in B liegt. In
diesem Fall schreiben wir

ACB.
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Abbildung 1.3: Augustus De Morgan, 1806-1871, englischer Mathematiker.

Wir fixieren jetzt eine Menge X und betrachten nur Teilmengen A von X. Wir nennen
X die Grundmenge und X \ A das Komplement von A in X. Wir schreiben dafiir

Ab = X\ A

A und B heissen gleich g. d. w. sie dieselben Elemente enthalten. In diesem Fall schrei-
ben wir

A= B.
Satz 1.15 (de-morgansche Gesetze). Fir alle A, B C X gilt

(AnB)t =AU B, (1.6)
(AUuB)t = AN B (1.7)

Dieser Satz ist nach Augustus De Morgan benannt, siehe Abbildung 1.3.
Beweis des Satzes 1.15: Siehe Ubungsserie 2. ((1.6) folgt aus (1.1).) O

Das kartesische Produkt zweier Mengen besteht aus allen Paaren von Elementen der
beiden Mengen. Dieses Produkt werden wir verwenden, um den Begriff einer Funk-
tion zu definieren. Um das kartesische Produkt zu erkldren, betrachten wir Objekte
T1yeoeyTp.

Definition 1.16 (n-Tupel, Paar, Tripel). Wir definieren das aus x4, . .., x, bestehende
(geordnete) n-Tupel als den Ausdruck (xi,...,x,). Falls n = 2, dann nennen wir
(1, x2) das aus x1 und x5 bestehende (geordnete) Paar. Falls n = 3, dann nennen wir
(1,9, x3) das aus x1,xy und x3 bestehende (geordnete) Tripel.
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Bemerkung. [n-Tupel] Zwei n-Tupel (z1,...,2,) und (y1,...,y,) sind genau dann
gleich, falls 1 = y1,...,z, = y,. Die Reihenfolge der Objekte z1,...,x, spielt also
eine Rolle.

Seien X und Y Mengen.

Definition 1.17 (kartesisches Produkt, kartesische Potenz). Wir definieren das (kartesische)
Produkt von X und Y als die Menge aller Paare (x,y), wobei x in X liegt und y in
Y, d. h.

XxY :={(z,y)|reX, yeV}
Fiir jedes n € N definieren wir die n-te (kartesische) Potenz von X als die Menge
X" = {(ml,...,xn)‘xl,...,xn € X}.
Beispiele. [kartesisches Produkt, kartesische Potenz]

e Sei X :={0,1} und YV := {Apfel, Haus,Berg}. Das kartesische Produkt von X
und Y ist gegeben durch

XxY = {(O, Apfel), (0, Haus), (0, Berg), (1, Apfel), (1, Haus), (1, Berg)}.

e Wir nennen R", die n-te kartesische Potenz von R, den n-dimensionalen Stan-
dardraum (oder Koordinatenraum). Es gilt:

— R' = R = Gerade
- R = {(xh@) | X1, T2 € IR} = Ebene??

- [RS = {(ajl?x?’x:ﬂ)

1, T2, 23 € R} = (dreidimensionaler) Raum

Bemerkungen. [kartesische Potenz, Komponenten eines Punktes im Raum]|

o Fiir n = 2 ist X? = X x X. Fiir n = 3 konnen wir X? mit dem mehrfachen
Produkt (X x X) x X identifizieren. (Wie?) Analoges gilt fiir jedes n € N.

e Sei z € X". Wir kénnen z auf eine eindeutige Weise als ein n-Tupel (z1, ..., z,)
schreiben. Wir nennen z; die i-te Komponente von x. Zum Beispiel ist die erste
Komponente des Punktes x := (3,0) € R? gegeben durch z; = 3.

22Manchmal wird das die euklidische Ebene genannt. Das ist ungeschickt, da der Begriff euklidi-
sche Ebene auch fiir R? zusammen mit dem euklidischen inneren Produkt verwendet wird. (Siehe die
Vorlesung Lineare Algebra, ITET und RW, 1. Semester.)



38 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGE, QUANTOR, FUNKTION

Sei n € N. Wichtige Teilmengen von R” sind Bille (=Kugeln) und Sphéiren. Um diese
Begriffe zu definieren, benttigen wir Folgendes. Wir definieren die euklidische Norm
eines Vektors v € R™ als

(1.8)

Fiir jedes a € R schreiben wir
[a, 0] := [a, co[U{o0}.

Definition 1.18 (offener und abgeschlossener Ball, Sphire, Kreisscheibe, Kreis). Seien
zo € R" und r € [0, 00]. Wir definieren den offenen Ball (oder (Voll-)kugel) um xy mit
Radius r als die Menge aller Punkte in R", die (euklidischen) Abstand zu xo kleiner
als r haben, d. h. als die Menge

B.(z0) := B} (w) = {z € R"| |l — o <7} (1.9)
Wir definieren den abgeschlossenen Ball um xy mit Radius r als die Menge
B, (o) == B (x0) := {z e R*| ||z — x| < r}. (1.10)

Wir definieren die Sphére mit Mittelpunkt xy und Radius r als die Menge aller Punkte
in R, die Abstand r zu xo haben, d. h. als die Menge

S Hwo) == {z € R |||z — xo =1} (1.11)
Im Fall n = 2 nennen wir B%(xo) (Ei(xo)) auch die offene (abgeschlossene) Kreis-

scheibe um z mit Radius 7. Wir nennen S}(zo) den Kreis um z mit Radius 7.

Bemerkung. Der offene Ball um zy mit Radius r ist eine Teilmenge von R™, d. h. B*(xq) C
R™.

Bemerkungen. [Fall » =0 und r = oo]
o Es gilt
Bo(l’0> = (Z), Eo(l‘o) = {Io}, Boo(xO) = [Rn, EOO(IL'()) = [Rn
Also ist R™ sowohl ein offener als ein abgeschlossener Ball.

e Die Bedingungen ||z — || < co und ||z — x¢|| < oo sind sinnvoll, obwohl co keine
Zahl ist.
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o s gibt kein x € R" so, dass ||z — xo|| = 7 := 00, d. h., diese Méglichkeit in der
Definition von By, (o) “wird nicht ausgenutzt”.

Bemerkung 1.19. [Kreis versus Kreisscheibe| Ein Kreis ist eine Kurve, d. h. ein eindi-
mensionales Objekt. Er ist der Rand der Kreisscheibe.?3 Diese Definition des Begriffes
eines Kreises ist in der modernen hoheren Mathematik gebréauchlich. In der elementaren
Geometrie ist mit Kreis stattdessen oft die Kreisscheibe gemeint.

1.4 Quantor

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.1] und [Stra, 1.2]. Quantoren sind logische Ope-
ratoren, die angeben, wie viele Objekte = eine Bedingung P(z) erfiillen. Die zwei wich-
tigsten Quantoren sind die folgenden:

Notation | Bedeutung | Bezeichnung
v “fiir jedes” = “fiir alle” | Allquantor
= “es gibt” Existenzquantor

Beispiele 1.20. [Quantoren)]

(i) Vn € Ng : m > 0 “Fiir jede natiirliche Zahl n gilt, dass n > 0.” Wahr.

(ii) In € Ny : n > 0 “Es gibt eine natiirliche Zahl grosser null.” Wahr. Grund: n = 1
ist zum Beispiel eine solche Zahl.

7

Bemerkung: “es gibt ein z ...
solche z gibt.

schliesst die Moglichkeit ein, dass es mehrere

(iii) Vm € No3n € Ny : m < n “Fiir jede natiirliche Zahl m gibt es eine natiirliche
Zahl n so, dass m < n gilt.” Wahr. (Warum? Wie kénnen wir n wihlen?)

(iv) 3n € No¥m € Ny : m < n “Es gibt eine natiirliche Zahl n so, dass fiir jede
natiirliche Zahl m gilt, dass m < n.” = “Es gibt eine grosste natiirliche Zahl.”
Falsch. (Warum? Im Beispiel 1.22(ii) unten werden wir das formal zeigen.)

Bemerkungen. [Reihenfolge der Quantoren, Abhéangigkeit] An den Beispielen (iii), (iv)
kénnen wir sehen, dass die Reihenfolge der Quantoren eine Rolle spielt. Im Beispiel
(iii) darf n von m abhéngen, im Beispiel (iv) nicht.

23Wir verwenden hier den anschaulichen Begriff des Randes. In Definition 4.23 werden wir diesen
Begriff prézise fassen.
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Bemerkung 1.21. [Verneinung einer quantifizierten Aussageform| Sei X eine Menge
und P(z) eine Aussageform. Es gilt:

—(Vz e X: P(z)) =3z € X : =P(2), (1.12)
~(Jz € X : P(z)) =Ve e X : =P(x) (1.13)
Hierbei bedeutet = logische Aquivalenz, d. h., fiir jede Aussageform P(z) sind die
Wahrheitswerte der linken und rechten Seite gleich. Bei der Negation werden also die

beiden Quantoren V und 3 vertauscht.

Beispiele 1.22. [Verneinung einer quantifizierten Aussageform]

(i) Gemiss (1.12) gilt fiir die Verneinung der Aussage “Yn € Ny : n > 07, dass*
~(VneNg:n>0)=3neNg: m>0=3IneNy: n<O0. (1.14)
(Wir verwenden hierbei P(z = n):=“n > 07.) Geméss Bemerkung 1.20(i) ist die

linke Seite von (1.14) falsch. Also ist die rechte Seite falsch, d. h., es gibt keine
natiirliche Zahl kleiner null.

(ii) Es gilt

= (Ym € Nogdn € Ny : m < n) (1.15)

=dm € No= (In € Ng : m < n) (geméss (1.12) mit P(x = m):=“In € Ny : m <n”)

=3dImeNgVn € No: =(m <n) (gemiéss (1.13)). (1.16)

Die Aussage “Ym € Nodn € Ny : m < n” ist wahr. (Warum? Wie kénnen wir n
wihlen?) Daher ist (1.15) falsch. Also ist (1.16) falsch, also

—dm e NgVn e Ng: m>n

ist wahr. Wir konnen diese Aussage wie folgt umschreiben, indem wir die Varia-
blen m und n vertauschen:

—IneNgVm e Nyg: n>m (1.17)

Hierbei haben wir das Goethe-Prinzip verwendet. (Siehe Prinzip 1.23 unten.)
Somit haben wir die Aussage von Beispiel 1.20(iv) bewiesen.

Prinzip 1.23 (Goethe, [Goe|, Vers 3457). Name ist Schall und Rauch.
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S o

Abbildung 1.4: Johann Wolfgang von Goethe, 1749-1832, Deutscher Dichter.

Dieses Prinzip ist nach Johann Wolfgang von Goethe benannt. (Siche Abbildung 1.4.)
Es bedeutet, dass der Name einer Variable keine Rolle spielt und daher ausgetauscht
werden darf.?

1.5 Die Konzepte Begriff und Definition

Der letzte Abschnitt enthélt einige Definitionen von Symbolen als bestimmte Begriffe.
So haben wir in Beispiel 1.12(ii) das Symbol () als den Begriff Menge, von der kein
Objekt ein Element ist definiert. (Das ist die leere Menge.) Allgemein ist ein Symbol
ein Zeichen, ein Wort oder eine Wortkombination. Es gibt folgende Arten (mathema-
tischer) Begriffe:

o Objektbegriff = Gegenstandsbegriff = (mathematischer) Ausdruck, der ein (ma-
thematisches) Objekt beschreibt, das existiert und eindeutig ist

o (einstelliges) Prddikat = Eigenschaft = Ausdruck, der eine Eigenschaft eines
Objektes beschreibt

e Relation = Beziehung = Ausdruck, der eine Beziehung zwischen Objekten be-
schreibt

Beispiele. [(mathematische) (Nicht-)Begriffe]

24Wir haben hier eine Kette von Aquivalenzen A1 = Ay = Asz. Damit meinen wir, dass A; = As
und As; = Aj gilt. Daraus folgt, dass 41 = Az gilt. (Warum?)
25Goethe sagte iibrigens auch Folgendes:

“Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: redet man zu ihnen, so iibersetzen sie es in ihre
Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.”
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Menge, von der kein Objekt ein Element ist ist ein Objektbegriff. Es existiert
namlich genau eine solche Menge. Das folgt aus den Axiomen von Zermelo und
Fraenkel.2°

ist leer ist ein Pradikat.
ist kleiner als und ist Teilmenge von sind Relationen zwischen zwei Objekten.

Menge, die leer ist und nicht leer ist ist kein Objektbegriff, da eine solche Menge
nicht existiert. Menge, welche die leere Menge (als Element) enthilt ist kein Ob-
jektbegriff, da diese Menge nicht eindeutig ist. Zum Beispiel sind {0} und {0, 1}
verschiedene Objekte, die beide durch Menge, welche die leere Menge enthdlt
beschrieben werden.

Mit reservierten Zeichen meinen wir die folgenden:

die logischen Verkniipfungen - A V =

die Quantoren V3

e das Gleichheitszeichen =

e das Elementzeichen €

e die Klammern ()

Bemerkungen 1.24. [Formalisierung, Objekt, Menge]

(i)

(i)

(i)

Jeder mathematische Begriff kann formalisiert werden, d. h., durch reservier-
te Zeichen, Variablen und schon definierte Symbole ausgedriickt werden. Zum
Beispiel kann Menge, von der kein Objekt ein Element ist als

—Jy(y € x) (1.18)
formalisiert werden. Hierbei steht z fiir die Menge und y fiir das Objekt.

Im formalisierten Ausdruck —3y(y € =) kommt kein Zeichen vor, das angibt, dass
x eine Menge ist. Ein solches Zeichen ist nicht nétig, da im Axiomensystem von
Zermelo und Fraenkel jedes Objekt eine Menge ist, d. h. jede Variable fiir eine
Menge steht. (Siche Bemerkung 1.13(iv).)

Wir kiirzen =3 durch A ab.

26Siehe die Vorlesung Grundstrukturen.
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Wir identifizieren Begriffe, die dasselbe Objekt beschreiben, miteinander.?”

Beispiel. [Identifikation von Begriffen] Wir identifizieren Menge, von der kein Ob-
jekt ein Element ist, d. h. (1.18), mit Menge, von der jedes Objekt kein Element ist,
d. h. Vy(y— € x).

Bemerkung. Wir kiirzen — € als ¢ ab.

Seien S ein Symbol und A ein Begriff, der fiir ein Objekt steht. Die Definition von S
durch A ist die Gleichsetzung von S mit dem eindeutigen z, das durch A beschrieben
wird. Formal ist diese Definition gegeben durch

Ve (S =2ze A).

Wir nennen S das Definiendum (= zu Definierendes) und A das Definiens (= Defi-
nierendes). Mit einer Definition legen wir also das Definiendum durch das Definiens
fest.

Das Symbol S darf nicht gleich einem reservierten Zeichen, einer Variable oder einem
schon definierten Symbol sein. Das Definiens darf reservierte Zeichen, Variablen und
schon definierte Symbole enthalten. Es darf keine weiteren Symbole enthalten. Informell
diirfen Zeichen auch als Worter ausgeschrieben werden, zum Beispiel — als nicht. Wir
nehmen die Aussage V:v(S =1 & A) zu unseren Axiomen hinzu.

Beispiele 1.25. [Definition eines Objektes, ) = 0, 1,2, 3]

(i) Die Definition von () durch den Begriff Ay(y € z) ist gegeben durch:
Ve (0 =z < Ay(y € x))

Informell: () := Menge, von der kein Objekt ein Element ist
() ist das Definiendum und Menge, von der kein Objekt ein Element ist das De-
finiens. (Vergleichen Sie das mit Beispiel 1.12(ii).)

(ii) Sei x1,...,x, Objekte. Wir definieren informell:

{z1,...,2,} := Menge, die genau die Elemente x1,...,z, enthilt

Seien S ein schon definiertes Symbol und S’ ein noch nicht definiertes Symbol, das
kein reserviertes Zeichen und keine Variable ist. Die Definition von S’ als S ist die
Gleichsetzung

S'=S.

2"Das heisst, wir setzen sie gleich.
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Um klarzumachen, dass es sich hierbei um eine Definition handelt, schreiben wir in der
Praxis einen Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen, also

S = S.
Wir nennen S’ das Definiendum und S das Definiens.

Beispiel 1.26. Wir definieren
0:= 0.

Da wir () schon definiert haben, ist diese Definition zulédssig.

Wir definieren
1 := {0}.

Da wir 0 soeben und {} schon in Beispiel 1.25(ii) definiert haben, ist diese Definition
zuldssig. Wir definieren

2:={0,1},  3:={0,1,2}.

Bemerkungen. [die natiirlichen Zahlen 0, 1,2, 3]

e Die wie in Beispiel 1.26 definierten Mengen 0, 1, 2, 3 sind die ersten vier natiirlichen
Zahlen. (Fiir eine Definition der Menge aller natiirlichen Zahlen siehe die Vorle-
sung Grundstrukturen des D-MATH.)

e Wir schreiben null fiir den intuitiven Begriff der Null. Intuitiv besitzt die Menge
() null Elemente. Sie erfasst daher den Kernaspekt des intuitiven Begriffes null.
Es ist daher intuitiv sinnvoll, 0 als () zu definieren. Entsprechendes gilt fiir 1,2, 3.
Zum Beispiel enthélt die Menge 3 die drei Elemente 0, 1, 2.

e Die wie in Beispiel 1.26 definierten Zahlen 0,1, 2,3 sind Mengen, so wie jedes
mathematische Objekt. (Sieche Bemerkung 1.13(iv).) Das ist intuitiv in Ordnung,
da es nicht wesentlich ist, was fiir eine Art Objekt eine natiirliche Zahl ist. Es
reicht, dass 0 auf eine bestimmte Art mit null iibereinstimmt?®, ndmlich beziiglich
der Anzahl Elemente.

e Die Idee, die Zahlen 0, 1,2, 3 wie in Beispiel 1.26 zu definieren, geht auf John von
Neumann zuriick. Siehe Abbildung 1.5.

Bemerkungen. [mathematische versus philosophische Konzepte eines Begriffes und
einer Definition, Goethe-Prinzip, Wahl des Symbols, per definitionem]

28und entsprechend fiir 1,2,3
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Abbildung 1.5: John von Neumann, 1903-1957, ungarisch-US-amerikanischer Mathe-
matiker.

e Ein philosophischer Begriff ist ein Paar (W,G), wobei W ein Wort ist und G
der Gedankeninhalt, durch welchen W begriffen wird. Im Gegensatz dazu ist
ein mathematischer Begriff ein mathematischer Ausdruck A, der ein mathemati-
sches Objekt beschreibt, das existiert und eindeutig ist, oder der eine mathemati-
sche Eigenschaft oder Beziehung beschreibt. Der Ausdruck A spielt die Rolle des
Gedankeninhaltes G, kann aber im Gegensatz zu G formalisiert werden. (Siehe
Bemerkung 1.24.)

e Eine philosophische Definition ist die Bestimmung eines philosophischen Be-
griffes oder die FErklirung des Wesens einer Sache. Im Gegensatz dazu ist ei-
ne mathematische Definition (eines Objektes) eine willkirliche Gleichsetzung
Vo (S =r & A), die den beschriebenen formalen Regeln gehorcht. Das Symbol
S ist beliebig, ganz nach dem Goethe-Prinzip 1.23 Name ist Schall und Rauch.

So bestimmen wir bei der Definition von () in Beispiel 1.25(i) keinen philosophi-
schen Begriff (W, G) und auch nicht das Symbol @) oder den Ausdruck Menge,
von der kein Objekt ein Element ist. Wir erkldren auch nicht das Wesen einer
Sache oder von () oder Menge, von der kein Objekt ein Element ist. Stattdessen
setzen wir das Symbol () der Menge gleich, von der kein Objekt ein Element ist.
Statt des Symbols ) diirfen wir ein beliebiges anderes Zeichen verwenden, zum
Beispiel €. Wir diirfen also definieren:

€ := Menge, von der kein Objekt ein Element ist

(Wir erkldren hier nicht das Wesen von €.) Kurz gesagt:

Sie diirfen jederzeit irgendein Symbol irgendwie mathematisch definieren.?

29Das Symbol darf kein reserviertes Zeichen und keine Variable sein. Es darf noch nicht definiert
sein.
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e Falls moglich, wihlen wir in der Praxis beim Definieren ein Symbol, das bereits
fiir eine intuitive Version des Begriffes verwendet wird. So verwenden wir in
Beispiel 1.26 in der Definition 0 := () das Symbol 0, das schon fiir den intuitiven
Begriff null verwendet wurde, bevor von Neumann die Definition 0 := () einfiihrte.

e Nachdem wir Vx (S =1 & A) definiert haben, ist S ein fiir alle Mal gleich dem
eindeutigen x, das A erfiillt. Das gilt dann per definitionem, d. h. definitions-
gemass. Also:

Frage. Warum ist 0 = ()?

Antwort. Weil wir 0 als O definiert haben.

Es ist wichtig, dass das Definiens ein mathematischer Begriff ist, dass das beschriebene
Objekt also existiert und eindeutig ist.

Beispiel. [Nicht-Definition]
M := Menge, die gleich ) ist und nicht gleich ) ist

ist keine Definition, da das durch das Definiens beschriebene Objekt nicht existiert.

Seien jetzt P ein Symbol und A ein Pradikat (= Eigenschaft) eines Objektes x. Die
Definition von P als A ist gegeben durch

Vo (P(z) < A).

Seien jetzt R ein Symbol und A eine Relation (= Beziehung) zwischen zwei Objekten.
Die Definition von R als A ist gegeben durch

VaVy (mRy & A).

Beispiele. [Definition einer Eigenschaft und einer Beziehung]

e Wir definieren das Symbol E als die Eigenschaft ist leer, d. h.
Vo (E(x) < Ayly € ).
(x steht hier fiir eine Menge.)
e Wir definieren das Symbol > als die Beziehung
VaVy(z 5y &y € x).

> ist der Begriff enthdlt (als Element).
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Eine Zirkeldefinition ist eine Kette von vermeintlichen Definitionen, bei der an einer
Stelle im Definiens ein Symbol vorkommt, das erst spéter in der Kette definiert wird.
Wir definieren dann also “im Kreis herum”. Eine solche Definitionskette ist nicht er-
laubt, da ein Definiens ein Symbol enthélt, das wir noch nicht definiert haben. Beispiele
fiir Zirkeldefinitionen sind:

So = S()

So =51, S1:=Sp

So —- 82, Sl —- So, SQ —- Sl
g . { 1, falls S =0,

0, falls S#0
1.6 Funktion: Injektivitat, Surjektivitit,
Bijektivitit, Umkehrfunktion, Verkniipfung
von Funktionen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 2.1, 2.2] und [Stra, 1.3]. Es seien X und Y Mengen.
Intuitiv ist eine Funktion (oder Abbildung) von X nach Y eine Vorschrift, die jedem
Element x € X ein eindeutiges Element y € Y zuordnet. Die folgende Definition
prézisiert diesen Begriff.

Definition 1.27 (Funktion, Definitionsbereich, Zielbereich, Graph, Wert in einem
Punkt). Eine Funktion (oder Abbildung) ist ein Tripel

[ = (X’YvG)>

wober X und Y Mengen sind und G C X x Y eine Teilmenge so, dass es fiir jedes
x € X genau einy €Y gibt so, dass (x,y) € G.

Sei [ = (X,Y, Q) eine Funktion. Wir definieren:

e dom f := dom(f) := Definitionsbereich von f := X
e codom f := codom(f) := Zielbereich von f :=Y
e Graph von f =G

e fir x € X: Wert von f an der Stelle x = f(x) := y, wobei y das eindeutige
Element von'Y ist so, dass (x,y) € G.

o f: X =Y := “f st eine Funktion mit dom f = X und codom f =Y7
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Bemerkungen. [Definitions- und Zielbereich, Graph]

e “dom(f)” steht fiir englisch domain = Definitionsbereich.
e “codom(f)” steht fiir englisch codomain = Zielbereich.

e Falls dom f = codom f = R, dann ist G der Graph von f, wie Sie ihn aus der
Schule kennen.

Wir schreiben die Funktion f auch als
Xz~ f(z) €Y.

Beispiele. [Funktionen] Die folgenden Tripel sind Funktionen:

e X =Y =R, G:z{(x,x—kl)‘méﬂ?}, f=XY,Gq)
Bemerkungen: Der Graph G von f entspricht der Vorschrift ordne x den Wert
y=x+1 zu, d. h. addiere 1. Es gilt f : R — R und f(x) = = + 1, fiir jedes
x € R. Nach dem Goethe-Prinzip 1.23 gilt auch f(t) =+ 1, fiir jedes t € R.

e X =Y =R, G = {(a:,xQ)}mE[R}, f=(X,Y,G)

Bemerkung: Der Graph GG von f entspricht der Vorschrift ordne x den Wert

y = 2% zu, d. h. quadriere.

o X =R, Y = [0, o], G .= {(SB,{E2)‘$€[R}, f:: (X,/}?,G)

Bemerkung: Die Funktionen f und f sind verschieden, da ihre Zielbereiche
verschieden sind. (Die Definitionsbereiche und Graphen sind gleich.)

X = {Student oder Studentin in dieser Vorlesung},
Y = {Datum},
f: X=>Y, f(z) := Datum, an dem z geboren wurde

e Fiir eine beliebige Menge X definieren wir die Identitdt auf X als die Abbildung
idX :X—>X, ldx(l‘) =2x.

X = {reelles Polynom},
Y = {Teilmenge von IR},
f: X—=Y, f(p) :== Menge der Nullstellen von p
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Betrachten wir zum Beispiel die Polynome?”

p=1, q(z) =z +1, r(z) = 2? — 1.

Es gilt:
f(p) =0, f(Q> = {_1}7 f(T) :{_1’1}

Bemerkungen. [Funktion mehrerer Verdnderlicher]

e Sein € N und X C R". Wir betrachten eine Funktion f : X — R. Das ist eine
Funktion mehrerer (ndmlich n) Verdnderlicher. Sei x € X. Wir schreiben x; fiir
die i-te Komponente von z. Es gilt also z = (z1,...,x,). Wir kiirzen ab:

flzr, . xn) = f((x1,...,2,)) = f(2).

e Seien jetzt n,p € N, X C R” und Y C RP. Wir betrachten eine Funktion f : X —
Y. Wir schreiben f = (fi,..., f,) und nennen f; : X — R die i-te Komponente
von f. Fiir jedes z € X haben wir also

filzy, ... xy)
f(z) = :

o1, ..o xn)

e Wir werden Funktionen mehrerer Verédnderlicher ausfiihrlich in Analysis 2 be-
handeln.

Beispiele. [Funktion mehrerer Verdnderlicher]

o [:R* =R, f(z1,22) = f(x) =21 + 29
Zum Beispiel gilt f(1,2) =142 = 3.

Bemerkung: Nach dem Goethe-Prinzip 1.23 gilt f(u) = u; + us und f(z,y) =
r + y. (Hier schreiben wir einen Punkt in R? also als (z,y).)

o 1R f(z) = (z,7) = (i)
PR R ) = b = ()

Zum Beispiel gilt f(1,2) = (1 +2,1- 2) =(3:2) = <g>

30= bedeutet hier konstant gleich.
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Bemerkungen 1.28. [Ausdruck versus Funktion] Sei A ein Ausdruck, der z enthilt,
zum Beispiel A = o, A = 322 + €%, A = x + 2t. Dann ist A keine Funktion, da es
kein Tripel wie in Definition 1.27 ist. Es ist ohne zusétzliche Information auch nicht
sinnvoll, A trotzdem als eine Funktion aufzufassen, aus den folgenden Griinden:

e A enthilt keine Information dariiber, was die unabhéngige Variable ist.

e A enthilt keine explizite Information iiber den Definitions- und Zielbereich.

Zum Beispiel kann = + 2t sowohl als die Funktion f: R — R, f(z) := x + 2t, als auch
als die Funktion g : R — R, g(t) := = + 2t, aufgefasst werden. Die Funktionen f und g
sind verschieden, da sie den folgenden unterschiedlichen Vorschriften entsprechen:

e f: Addiere 2t zum Argument.

e ¢: Multipliziere das Argument mit 2 und addiere .

Dass f und g verschieden sind, zeigt sich auch an ihren unterschiedlichen Ableitungen.
Die Ableitung von f an einer beliebigen Stelle ist gleich 1, da hier 2¢ eine Konstante ist.
(2t hangt nicht von der unabhéngigen Variable x ab.) Andererseits ist die Ableitung
von g an einer beliebigen Stelle gleich 2, da hier x eine Konstante ist. (x héngt nicht
von der unabhéngigen Variable ¢ ab.)

Wir kénnen x + 2t auch als die Funktion h : R* — R, h(z,t) := z + 2t, auffassen. Das
ist eine Funktionen zweier Veranderlicher.

Wenn im Ausdruck A nur eine Variable vorkommt, ist es naheliegend anzunehmen,
dass damit die unabhéngige Variable gemeint ist. Zum Beispiel kommt im Ausdruck
A = 22 nur die Variable z vor. Mit dem Ausdruck ist typischerweise die Funktion
f:R—=R, f(z) := z* gemeint.

Wie steht es allerdings mit dem Ausdruck A := a? Ist damit die Funktion f : R — R,
f(a) := a, also die Identitatsabbildung, gemeint? Oder die konstante Abbildung f :
R — R, f(x) :=a?

Definition 1.29 (Bild, Urbild). (i) Sei A C X eine Teilmenge. Wir definieren das
Bild von A unter f als die Menge

flA) = {f(:p) | T € A}.
Wir nennen
im(f) = f(X)
das Bild von f.
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(ii) Sei B C'Y eine Teilmenge. Wir definieren das Urbild von B unter f als die
Menge

f'(B) :={z e X|f(zx) € B}.
Fiir jeden Punkt y € Y definieren wir das Urbild von y unter f als die Menge

) =y = {z e X[ f(2) =y}
Beispiele. [Bild, Urbild]
e Wir betrachten die Funktion
f: No = Ny, f(n) :=n>
Das Bild von f ist gegeben durch
im(f) = f(No) = {n*|n € No} = {Quadratzahl} = {0,1,4,9,...}.
Das Urbild von B := {1,2,3,4,5} unter f ist gegeben durch
fH(B) ={12}.
e Wir betrachten die Funktion
f:R—=R, f(z) = 2%
Das Bild von f ist gegeben durch
im(f) = f(R) = f([0,00[) = f(] = 00,0]) = [0, 00[.
Das Bild von A := [1, 2] unter f ist gegeben durch
F([1,2]) = 1, 4].
Das Urbild von B :=| — 00, 4] unter f ist gegeben durch
F7H0 =00 4]) =] - 2,2[
Das Urbild von y := 4 unter f ist gegeben durch
7)) ={-22}.

Sei f: X — Y eine Funktion.
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Definition 1.30 (injektiv, surjektiv, bijektiv). (i) f heisst injektiv g. d. w. gilt:

Ve, o' € X @ f(x) = f(2)) =2 =1

(ii) f heisst surjektiv g. d. w. gilt:

VyeYIz e X: f(x)=y

(i1i) f heisst bijektiv g. d. w. f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen. [injektiv, surjektiv, bijektiv]

(i) f ist injektiv g. d. w.
Ve, o' € X oo # a2 = f(x) # f(2).

(Warum?) Das bedeutet, dass f verschiedene Punkte auf verschiedene Punkte
abbildet.

(i) f ist surjektiv g. d. w. das Bild von f gleich Y ist.

Beispiele 1.31. [injektiv, surjektiv, bijektiv]

(i) Die Identitat idy ist bijektiv.
(ii) Die Funktion f :[0,00[— R, f(z) := x, ist injektiv und nicht surjektiv.
(iii) Die Funktion f : R — [0, 00][, f(z) := z?, ist nicht injektiv, aber surjektiv.
(iv) Die Funktion f: R — R, f(x) := 2?, ist weder injektiv noch surjektiv.
Bemerkung. [injektiv, surjektiv]
e Injektivitat einer Funktion hédngt vom Definitionsbereich ab. Das folgt aus den
Beispielen 1.31(ii),(iv).

e Surjektivitit einer Funktion hidngt vom Zielbereich ab. Das folgt aus den Bei-
spielen 1.31(iii),(iv).

e Diese Bemerkungen sind Griinde dafiir, dass wir eine Funktion als ein Tripel
(X,Y, Q) definieren, nicht als einen Ausdruck wie 322 + e®. Fiir weitere Griinde
siehe Bemerkungen 1.28.
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Definition 1.32 (Umkehrfunktion). Sei f : X — Y eine bijektive Funktion. Wir
definieren die Umkehrfunktion (oder Umkehrabbildung oder inverse Funktion) von f
als die Funktion

TARRED SE D SR A (D R
wobei x € X der eindeutige Punkt ist, wofiir gilt, dass
flx) =y.
(In Bemerkung 1.53(i) diskutieren wir die alternative Schreibweise f='.)

Bemerkungen 1.33. [Umkehrfunktion]

(i) Da f surjektiv ist, gibt es tatséchlich einen solchen Punkt z. Da f injektiv ist, ist
der Punkt z (wofiir f(z) = y) eindeutig. Daraus folgt, dass die inverse Funktion
1 wohldefiniert ist.

(i) Im Fall X =Y = Rist der Graph von f{~! gleich dem Graphen von f, gespiegelt
an der diagonalen Geraden x = y.

Beispiele. [Umkehrfunktion)]

e Die Umkehrfunktion der Identitat idy ist idg(_1> =idx.

e Die Funktion f : [0,00[— [0,00[, f(z) := x?, ist bijektiv. Thre Umkehrfunktion
ist die Quadratwurzelfunktion

N £ 20, 00[— [0, 00].

e Die Exponentialfunktion exp als Funktion von X := R nach Y :=]0, ool ist bijek-
tiv. (Siche Ubungsserie 3 und Beispiele 4.46(i) und 4.43(iv) Ihre Umkehrfunktion
ist der natiirliche Logarithmus3!

log := exp'™ :]0, co[— R.

Bemerkungen. [Notation fiir Umkehrfunktion| Sei f : X — Y eine bijektive Funkti-
on.

31Tn der hoheren Mathematik bezeichnet log den natiirlichen Logarithmus, also den Logarithmus
zur Basis e. Gewisse Autoren verwenden dafiir die Schreibweise In, was fiir logarithmus naturalis steht.
Ausserhalb der Mathematik wird log manchmal fiir den Logarithmus zur Basis 10 gebraucht.
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(i) Fiir jedes y € Y gilt, dass

) =) = {FPw)}

Die Urbildfunktion y +— f~(y) und die inverse Funktion f~! sind also bis
auf Klammern dasselbe. Wir schreiben daher von jetzt an die inverse Funktion
meistens als

f= 0,
In der Praxis ist es jeweils klar, ob mit f~! die Urbildfunktion oder die inverse
Funktion f{~' gemeint ist. (Erinnerung: =V ist nur definiert, falls f bijektiv
ist.)

(i) f~*(y) = f“Y(y) ist der eindeutige Punkt z, wofiir f(x) = y. Das ist nicht
dasselbe wie

Der Ausdruck (f(y))~! ist nur sinnvoll, falls y € X und f(y) eine Zahl ungleich
0 ist.
Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y und g : Y — Z Funktionen.

Definition 1.34 (Verkniipfung von Funktionen). Wir definieren die Verkniipfung
(oder Komposition) von f und g als die Funktion

gof:X—=Z,  gof(x):=g(f(z))
Beispiele. [Verkniipfung, Reihenfolge davon]

e Wir betrachten X :=Y := Z := R und die Funktionen
fg:R=R fl@)=x+1  g(y)=y"
Die Verkniipfung von f und g ist gegeben durch
gof:R—=R, go f(z) = (x + 1) (1.19)

Der Zielbereich von ¢ ist gleich R. Das stimmt mit dem Definitionsbereich von f
iiberein. Daher ist die umgekehrte Verkniipfung ebenfalls sinnvoll. Sie ist gegeben

durch
fog:R—=R, fogly)=9y*+1. (1.20)
Es gilt
gof(l)=(1+1)?  (gemiss (1.19))
—4+42=1"4+1=fog(l) (gemiss (1.20))
und daher

gof#fog.



1.6. FUNKTION: INJEKTIVITAT, SURJEKTIVITAT, BIJEKTIVITAT,
UMKEHRFUNKTION, VERKNUPFUNG VON FUNKTIONEN 55

e Wir betrachten X := R?, Y := Z := R und die Funktionen
[ R*=R, fz,y)=2+y g=exp:R—=R
Die Verkniipfung von f und g ist gegeben durch
gof:R* =R, go f(x,y) = exp(x +y) = "1V,

Die umgekehrte Verkniipfung f o g ist nicht wohldefiniert (= sinnvoll), da der
Zielbereich von g, also R, nicht gleich dem Definitionsbereich von f, also R?, ist.






Kapitel 2

Z.ahlen

Dieses Kapitel entspricht [Bla96a, 1.3, 1.4, 1.7, 3.2] und [Stra, Kapitel 2]. Neben Logik
bilden Zahlen die Basis fiir die Analysis.

2.1 Natiirliche, ganze und rationale Zahl

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.3] und [Stra, 2.1]. Wir schreiben:

e Ny := Menge der natiirlichen Zahlen inklusive null = {0, 1,... }
e N := Menge der natiirlichen Zahlen ohne null = {1, 2,... }

e / := Menge der ganzen Zahlen = { e, —1,0,1 00 }
m .

e Q:= {— ’ melZ,ne D\I} = Menge der rationalen Zahlen
n

Bemerkungen. [natiirliche, ganze, rationale Zahlen|

e Ny CZCQ

e No: Wir kénnen damit Objekte zidhlen. Wir kénnen Zahlen in Ny addieren und
multiplizieren.

e /: Zusitzlich zur Addition und Multiplikation kénnen wir in Z auch Zahlen
subtrahieren.

e Q: Zusédtzlich zur Addition, Multiplikation und Subtraktion kénnen wir in Q
auch durch Zahlen dividieren (ausser durch 0), d. h. Q ist ein Korper. Es gel-
ten bestimmte Rechenregeln, die Sie aus dem Gymnasium kennen. Des Weiteren

o7
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kénnen wir die rationalen Zahlen der Grosse nach auf dem Zahlenstrahl anordnen.
Diese Ordnung ist in einem gewissen Sinn mit der Addition und Multiplikation
vertréglich ist. Diese Eigenschaft und die Rechenregeln konnen wir dadurch zu-
sammenfassen, dass Q zusammen mit der Addition, Multiplikation und Ordnung
ein (total) geordneter Kérper ist, d. h. die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D),
0.i)-iv), K.i),ii) in [Stra, 2.2 Die reellen Zahlen] besitzt.! Zum Beispiel besagt
A.i), dass die Addition assoziativ ist, d. h.

Ve,y,z€ Q: (z+y) +z=2+ (y+ 2).

Zwischen je zwei rationalen Zahlen rqg < 7; liegt eine weitere rationale Zahl, zum
Beispiel % Trotzdem gibt es Locher in der rationalen Zahlengerade Q. Zum Beispiel
fehlt eine rationale Zahl r mit Quadrat gleich 2. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 2.1. Es gibt keine rationale Zahl r mit > = 2.

Fiir m,n € Z schreiben wir m|n g. d. w. m die Zahl n teilt, d. h.
m|n = dkeZ: km=n.

(“A = B” bedeutet, dass wir A durch B definieren.)

Beweis des Satzes 2.1: Wir nehmen widerspruchsweise an, es gébe eine Zahl r € Q
mit

r? =2, (2.1)
Wir wihlen mg € Z und ng € N so, dass

. (2.2)

o

Sei k € Ny die grosste Zahl so, dass 2%|mg und 2¥|ng. Wir definieren

. mo . nO
Wir kiirzen also alle gemeinsamen 2er-Faktoren aus dem Zé&hler my und dem Nenner
ng des Bruches r heraus. Es gilt daher

S (2.3)
2 fmV2 [n, (2.4)

n [Stra] werden die Bedingungen fiir R statt Q formuliert. Sie gelten auch fiir Q.
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) (gemiiss (2.3))
— 2 (gemiss (2.2))
=2  (gemiss (2.1)),
also m? = 2n°. (2:5)

Da 2 prim ist, folgt daraus, dass 2|m, d. h., es gibt ein k € Z so, dass m = 2k. Mittels
(2.5) folgt daraus, dass

o2n? = m? = 4k2, d. h. n? = 2k%.

Da 2 prim ist, folgt daraus, dass 2|n. Da auch 2|m gilt, erhalten wir einen Widerspruch
zu (2.4). Daher ist unsere Annahme falsch, dass es eine Zahl r € Q mit r? = 2 gibt.
Das beweist Satz 2.1. O

2.2 Reelle Zahl, Dedekind-Schnitt, Youngsche
Ungleichung

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.4] und [Stra, 2.2]. Wie wir im letzten Abschnitt
gesehen haben, gibt es in der rationalen Zahlengerade Locher. Es fehlt zum Beispiel eine
Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. Siehe Satz 2.1. Um die Locher zu stopfen, konstruieren
wir die reellen Zahlen mittels der rationalen Zahlen als sogenannte Dedekind-Schnitte.

Die reellen Zahlen enthalten zum Beispiel eine (positive) Zahl, die das Loch aus Satz
2.1 stopft, namlich /2.

Definition 2.2 (Dedekind-Schnitt = reelle Zahl). FEine reelle Zahl (oder Dedekind-
Schnitt oder Dedekindscher Schnitt?) ist eine Teilmenge x C Q mit den folgenden
FEigenschaften:

(a) x # 0

(b) ©#Q
(c)VreaVseQ:s>r=scu
(d) ¥r € xdsp € x50 <

Wir definieren
R := {reelle Zahl} = {Dedekind—Schnitt}.
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Abbildung 2.1: Richard Dedekind, 1831-1916, deutscher Mathematiker.

Die Dedekind-Schnitte sind nach Richard Dedekind benannt, siche Abbildung 2.1.

Bemerkungen. e (a),(c) bedeutet, dass = ein nach oben unbeschrénktes “Intervall
rationaler Zahlen” ist.

e (b) bedeutet, dass dieses “Intervall” nach unten beschrankt ist.
e (d) bedeutet, dass das “Intervall” offen ist.

e In dieser Definition setzen wir voraus, dass die Menge Q der rationalen Zahlen
schon definiert wurde. Mathematisch exakt wird das zum Beispiel in der Vorle-
sung Grundstrukturen (D-MATH, 2. Semester) getan.

e Definition 2.2 erklért den ersten Teil der in Beispiel 1.1(ii) erwéhnten Struktur.

Die Idee hinter Definition 2.2 ist, dass jede reelle Zahl x die Menge der rationalen
Zahlen in zwei Teile schneidet®, ndmlich in die rationalen Zahlen grosser als x und die
rationalen Zahlen kleiner gleich x. Der Trick ist, dass wir diese anschauliche Figenschaft
der noch nicht definierten reellen Zahlen als eine Definition dieser Zahlen verwenden.

Bemerkung 2.3. [rationale Zahlen in den reellen Zahlen enthalten] Fiir jedes r € Q
definieren wir den Dedekind-Schnitt

r:={seQ|s>r}eRr (2.6)
Wir schreiben also zum Beispiel

0={s€®‘3>0}.

2In der Literatur wird das auch eine Obermenge eines Dedekind-Schnittes genannt.
3Darum heisst ein = wie in Definition 2.2 ein Dedekind-Schnitt.
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Die Abbildung
Ror—rekR

ist injektiv. Wir kénnen Q daher mit seinem Bild unter dieser Abbildung identifizieren.
Dadurch kénnen wir Q als eine Teilmenge von R auffassen.

Beispiel 2.4. [Quadratwurzel zwei als Dedekind-Schnitt] Wir definieren
ﬁ::{reQ}TZO,r2>2}. (2.7)

Das ist eine reelle Zahl, d. h. ein Dedekind-Schnitt. Siehe Ubungsserie 3 (reelle Zahl,
Dedekind-Schnitt).

Um reelle Zahlen der Grosse nach ordnen zu kénnen und mit ihnen rechnen zu kénnen,
brauchen wir die folgende Definition.

Definition 2.5 (Ordnung, Addition, Multiplikation reeller Zahlen). (i) (Ordnung:)
Fiir x,y € R definieren wir

rLyszxry, d hyCux, r<y=srlyAr#y.
(i) Wir definieren die Addition reeller Zahlen als die Abbildung
+:RxR—=R, z+y:=+(y) ={r+s|rez secy} (2.8)
(111) Fiir jedes x € R definieren wir —z als das eindeutige Element von R so, dass
r+ (—x) =0. (2.9)

(iv) Wir definieren die Multiplikation reeller Zahlen als die Abbildung +: R x R — R
gegeben durch

{rs‘r €x, s Ey}, falls x,y > 0, (2.10)

—((=x)-y), falls <0,y >0, 2.11

weyi=-(2,y) = (Z2)-9) 21

—(z+(-y)), fallsz >0,y <0, (2.12)

(—x)+(—y), falls x,y < 0. (2.13)

Bemerkungen. e Eis gibt tatséchlich ein eindeutiges Element —x € R, dass die
Gleichung (2.9) erfiillt. (Welches?) Teil (iii) der obigen Definition ist daher sinn-

voll.

o (iv): Fall (2.11): In diesem Fall ist (—z) -y das Produkt zweier reeller Zahlen
> 0. Dieses haben wir schon definiert. (Siehe Fall (2.10).) Ahnliche Bemerkungen
gelten fiir die Falle (2.12,2.13). Daher ist Teil (iv) der obigen Definition sinnvoll.
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e Definition 2.5 erklért den zweiten, dritten und vierten Teil der in Beispiel 1.1(ii)
erwahnten Struktur.

Bemerkung. [Ordnung, Addition, Multiplikation reeller Zahlen| Die in (i) definierte
Ordnung stimmt fiir rationale Zahlen mit der gewohnlichen Ordnung iiberein. Hierbei
identifizieren wir Q mit einer Teilmenge von R wie in Bemerkung 2.3. Analoges gilt fiir
die Addition und Multiplikation.

Bemerkung. Fiir jedes x € R gilt
x:{TEQ‘r>:p}.
Diese Tatsache entspricht der Idee hinter der Definition eines Dedekind-Schnittes.

Beispiele. [Rechnen mit reellen Zahlen]

e Es gilt

1+1={r+s|rel sel} (geméss (2.8))
:{T+S‘TEQ2T>1,SEQ:S>1} (gemiiss (2.6))
c{teqQ|t>2} (betrachte t :=r + s) (2.14)
= 2.

In (2.14) gilt auch die umgekehrte Inklusion 2. Um das zu sehen, betrachten wir
r,s := %.Es folgt, dass
1+1=2.

o Es gilt
1-1=1.

Siehe Ubungsserie 3 (reelle Zahl, Dedekind-Schnitt).
Ein weiteres Beispiel einer Rechnung mit Dedekind-Schnitten liefert folgendes Resultat.
Proposition 2.6 (Quadrat der Wurzel aus 2). Es gilt:
(V2)?=2. (2.15)

Bemerkungen. [Quadrat der Wurzel aus 2]

e Die rechte Seite von (2.15) konnen wir geméss Bemerkung 2.3 mit der rationalen
Zahl 2 identifizieren. Salopp gesagt, gilt also

(V2)? =2,

wie wir insgeheim gehofft hatten.
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Abbildung 2.2: Jakob I Bernoulli, 1655-1705, Schweizer Mathematiker und Physiker.

e Gemiss Proposition 2.6 gibt es also eine Quadratwurzel von 2, d. h. eine positive
reelle Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. (Diese Zahl ist eindeutig.) Diese Tatsache
wird auch in [Stra, Folgerung 2.2.1. vii), S. 15] bewiesen, indem Eigenschaften der
reellen Zahlen verwendet werden. Unser Beweis (siche unten) ist elementarer. Er
verwendet nur Eigenschaften der rationalen Zahlen. Die Aussage von Proposition
2.6 ist konkreter als [Stra, Folgerung 2.2.1. vii), S. 15], da wir hier v/2 explizit
durch (2.7) definieren.

Bemerkung. [Proposition] Eine Proposition ist ein Satz, den wir fiir nicht so wichtig
halten. Mathematisch gesehen bezeichnen Proposition und Satz dasselbe. Siehe auch
Bemerkung 1.7(ii).

Im Beweis der Proposition 2.6 werden wir die Bernoullische Ungleichung benutzen.

Lemma 2.7 (Bernoullische Ungleichung). Fir alle n € Ny und x € [—1, 00| gilt
(14+2z2)" > 1+ nx.

Beweis: Ubungsserie 4. Diese Ungleichung ist nach Jakob I Bernoulli benannt. (Siehe
Abbildung 2.2.)

Beweis der Proposition 2.6: Wir definieren
z = 2.

Behauptung 1.
=z >2, (2.16)

d. h. x+x C 2.
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Beweis der Behauptung 1: Sei t € z+x. Geméss der Definition von « gibt es Zahlen
r,s € x so, dass t = rs.

Fall » > s: Da r,s > 0, haben wir rs > 0. Es gilt rs > s > 2 und daher t = rs € 2.
Im Fall r < s folgt ¢t € 2 auf analoge Weise.

Also gilt t € 2 in jedem Fall. Es folgt, dass 2* = x+x C 2. Das beweist Behauptung 1. O

Behauptung 2. Es gilt

d. h. xex D 2.

Beweis der Behauptung 2:

Behauptung 3. Sei R € 2. Es gibt ein r € x so, dass r> < R.

Beweis der Behauptung 3: Wir definieren die folgende Folge von rationalen Zahlen

rekursiv:
o 2Tk_1 + 2

ro = 2, K = ,
Th_1+ 2

Da R € 2, gilt R € Q und R > 2. Daher gibt es ein ny € N so, dass

keN. (2.17)

1
ng > ———. (2.18)
R—2

(Das ist das Archimedische Prinzip. Siehe Proposition 2.18.)Wir definieren
T =Ty
Mittels Induktion erhalten wir
Vneh\lgzrnzo,ri>2.

(Uberlegen Sie sich das! Verwenden Sie dazu (2.17).) Insbesondere gilt also r = 7, >
0, 72 > 2 und daher

rE . (2.19)

Behauptung 4. Es gilt
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Beweis der Behauptung 4: Es gilt:

ri_, —
VkeN;r,ﬁ—zg’HT

Mittels Induktion folgt daraus, dass

VneNg:r2—2< T‘%z: 2 222; 2 _ gt (2.20)
(Uberlegen Sie sich das!) Also gilt
=l
< 2 motl 4 9 (wegen (2.20))
1
S

1
< — +2 (Bernoullische Ungleichung, Lemma 2.7)
o

<R (wegen (2.18))

Das beweist Behauptung 4. O

Aus (2.19) und Behauptung 4 folgt Behauptung 3. O

Sei R € Q so, dass R > 2. Wir wéhlen ein r € z wie in Behauptung 3. Geméss De-
finition 2.5(iv) (Multiplikation reeller Zahlen) haben wir r? € x «x = 2?. Da r* < R,
folgt mittels Bedingung (c) von Definition 2.2 (Dedekind-Schnitt), dass R € x?. Also
gilt 22 D 2, d. h. 22 < 2. Das beweist Behauptung 2. O

Indem wir Behauptung 2 mit der Ungleichung (2.16) kombinieren, folgt, dass z? = 2.
Das beweist Proposition 2.6. O

Bemerkung. [Vorteil der reellen Zahlen gegeniiber den rationalen Zahlen] Die Menge
R hat gegeniiber Q den entscheidenden Vorteil, dass jede nichtleere nach oben be-
schrinkte Teilmenge von R ein Supremum, d. h., eine kleinste obere Schranke besitzt.
(Siehe Definition 2.17.) Wir brauchen das Supremum, um Analysis zu betreiben.

Die Menge R der reellen Zahlen zusammen mit der Addition, Multiplikation und Ord-
nung (<L) aus Definition ist ein (total) geordneter Korper, d. h. sie besitzt die Eigen-
schaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv), K.i),ii) in [Stra, 2.2 Die reellen Zahlen|. (Das
wird in [EHH'83, §2. Dedekindsche Schnitte] bewiesen.) Das bedeutet, dass wir die
reellen Zahlen der Grosse nach ordnen kénnen, mit ihnen wie aus dem Gymnasium ge-
wohnt rechnen konnen und dass die Ordnung mit der Addition und Multiplikation in
einem gewissen Sinn vertraglich ist. Fiir Details zur Konstruktion der reellen Zahlen als
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Dedekind-Schnitte siehe [EHH83, Kapitel 2, §2, p. 30].In der Sekundarschule haben
Sie die reellen Zahlen als Dezimalbriiche definiert. Wir konnen diese Definition mit
der Definition als Dedekind-Schnitt identifizieren. (Siehe Bemerkung 2.9(iii) unten.)
Dezimalbriiche sind b-adische Briiche (mit b = 10), welche wie folgt definiert sind. Sei
b € N so, dass b > 2. Wir nennen b die Basis unseres Stellenwertsystems.

Definition 2.8 (b-adischer Bruch). Ein b-adischer Bruch ist Abbildung a : Z —
{0,...,b — 1}, oder das Negative einer solchen Abbildung, mit den folgenden FEigen-
schaften:

(a) Es gibt eine Zahl k € Z so, dass fir jedes i > k gilt a; :== a(i) = 0.

(b) Es gibt keine Zahl { € Z so, dass fir jedes i < { gilt a; = b — 1.
Wir definieren

Ry := {b—adischer Bruch}.

Bemerkungen 2.9. [b-adischer Bruch, Beispiele: Binér-, Dezimalbruch]

(i) Eine Abbildung a : Z — {0,...,b— 1} ist dasselbe wie eine zweiseitig unendliche
Folge in {0,...,b— 1}. Wir schreiben eine solche Folge als

a=...0a2a100.0_1A_9...p = ...020100.Ad_1Q_2 ...,

wobei a; := a(i), fur jedes i € Z. Der Punkt markiert dabei die Stelle zwischen
ao und a_;. Er heisst Radizpunkt.*:> Mit dem tiefgestellten b geben wir die Basis
unseres Stellenwertsystems an, falls diese nicht aus dem Kontext klar ist.

(ii) Es ist iiblich, die fiihrenden Nullen® und nachgestellte Nullen 7 wegzulassen. Wir
schreiben also zum Beispiel

...001.100... =1.1, ...00.0100...=0.01

(iii) Wie Sie in der Sekundarschule gelernt haben (zumindest fiir b = 10), beschreibt
ein b-adischer Bruch eine reelle Zahl im Stellenwertsystem zur Basis b. Diesen
Zusammenhang werden wir mittels der Abbildung (2.22) prézisieren. Die Zahlen
0,...,b— 1 spielen dabei die Rolle der Ziffern des Stellenwertsystems.

4Im englischsprachigen Raum wird hierfiir ein Punkt verwendet. Ich halte mich an diese Konven-
tion. In der Schweiz werden sowohl Punkt als auch Komma gebraucht.

5Tm Fall b = 10 heisst der Punkt auch Dezimalpunkt.

5Das sind die “iiberfliissigen” linken Nullen.

"Das sind “iiberfliissige” rechte Nullen.
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(iv) Ein 10-adischer Bruch heisst auch Dezimalbruch. Das Stellenwertsystem zur Ba-
sis 10 heisst Dezimalsystem. Zum Beispiel sind 0.5 und 0.3 = 0.333 ... 8 Dezi-
malbriiche, die den rationalen Zahlen % und % entsprechen.

(v) Ein 2-adischer Bruch heisst auch Bindrbruch (oder dyadischer Bruch). Das Stel-
lenwertsystem zur Basis 2 heisst Bindrsystem (oder Dualsystem). Zum Beispiel
sind 1.1 und 1.01 = 1.0101 . .. Bin#rbriiche. (Welchen rationalen Zahlen® entspre-
chen diese Binérbriiche?)

(vi) Die Bedingung (b) in Definition 2.8 sorgt dafiir, dass jede reelle Zahl nur durch
einen b-adischen Bruch dargestellt wird. Im Dezimalsystem schliesst sie zum
Beispiel die Folge 0.9 = 0.999. .. aus. Diese Folge entspriiche der reellen Zahl 1,
die auch schon durch 1.0 dargestellt wird.

Bemerkung. [rationale Zahlen in den b-adischen Briichen enthalten] Wie Sie im Gym-
nasium gelernt haben (zumindest im Fall b = 10), bestimmt jedes r € Q einen b-
adischen Bruch

rp € Ry (2.21)

Im Fall b = 10 und r = % haben wir zum Beispiel (%)10 = 0.3 = 0.333.... Die
Abbildung

QETHT’bE[Rb

ist injektiv. Wir konnen Q daher mit seinem Bild unter dieser Abbildung identifizieren.
Dadurch kénnen wir Q als eine Teilmenge von R, auffassen.

Definition 2.10 (Ordnung von b-adischen Briichen). Wir definieren <, als die strikte
lexikographische Ordnung auf Ry, d. h. fir a,a’ € R, definieren wir

a<yd = IneZ(Vi>n:a =ad)Aa, <ad,

Wir definieren
a<pd a=dVa<pd.

Bemerkung. [Ordnung von b-adischen Briichen] Das ist die iibliche Ordnung von
b-adischen Briichen, die Sie aus dem Gymnasium kennen.

Beispiel. Es gilt
12.34 <44 12.61

8Der Uberstrich - gibt an, dass die iiberstrichene Ziffernfolge periodisch wiederholt wird. Ein
weiteres Beispiel fiir diese Schreibweise ist 1.23 = 1.232323... .
Yausgedriickt als Briiche und im Dezimalsystem
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Bemerkungen. [Addition und Multiplikation von b-adischen Briichen] Wir definieren
die Addition zweier b-adischer Briiche wie aus dem Gymnasium gewohnt stellenwei-
se mit Ubertrag. Die Multiplikation zweier b-adischer Briiche definieren wir ebenfalls
wie aus dem Gymnasium gewohnt. Wir beniitzen die Symbole +, und -, fiir diese
Operationen. Zum Beispiel gilt fiir b = 10

Wir kénnen die b-adischen Briiche mit den Dedekind-Schnitten mittels folgender Ab-
bildung identifizieren:

op: Ry = {b—adischer Bruch} — R = {reelle Zahl} = {Dedekind-Schnitt}, (2.22)
wp(a) := {r €N { ry >p a}.

Hierbei ist r;, durch (2.21) und >}, durch Definition 2.10 gegeben. Die Abbildung ¢, ist
bijektiv. Sie tiberfiihrt > +4 -, in > + « . (Siehe Definition 2.5(i).) Zum Beispiel gilt
Va,a' € Ry : ppla+ a') = pp(a) + pp(a’),

also zum Beispiel
©p(1.0 45 1.0) = 3(1.0) + ©p(1.0) = 1+ 1 = 2.

Mittels dieser Abbildung kénnen wir daher die Menge der b-adischen Briiche mit der
Menge der reellen Zahlen identifizieren. Die Definition 2.2 einer reellen Zahl liefert da-
her bis auf diese Identifikation dasselbe wie die Definition, die Sie aus dem Gymnasium
kennen.

Bemerkungen. [Vorteile der Dedekind-Schnitte gegeniiber b-adischen Briichen]

e Die Menge R, der b-adischen Briiche hédngt von b ab. Demgegeniiber héngt
die Menge R der Dedekind-Schnitte von nichts ab. Diese Definition ist daher
natiirlicher.

e Mit Definition 2.2 lésst sich einfacher Analysis betreiben, als mit Definition 2.8.
Mit Definition 2.2 ist es zum Beispiel einfach zu zeigen, dass das Supremum einer
nicht leeren nach oben beschrankten Menge existiert. (Siehe Definition 2.17.)

e Mit Definition 2.2 ist es auch einfach, zum Beispiel die Zahl /2 hinzuschreiben,
namlich als

\/_:{TEQ|TZO,T2>2}.

(Siehe Beispiel 2.4.) Demgegeniiber kénnen wir v/2 in Stellenwertsystemen nicht
explizit genau hinschreiben. Im Dezimalsystem zum Beispiel sind die ersten paar
Ziffern von /2 gegeben durch 1.4142. . .. Diese Ziffernfolge ist nicht periodisch.
Wir konnen /2 daher im Dezimalsystem nicht explizit genau hinschreiben.
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e Selbst einfache Rechnungen kénnen im b-adischen System kompliziert werden.
Ein Beispiel dafiir im Dezimalsystem ist:

2-0.571428 — 0.142857 =?

Im System der Dedekind-Schnitte ist das

4 1
2.-—-=1
77

Bemerkungen. [Notation] Zur Vereinfachung beniitzen wir ab jetzt die normale Schriftstarke
fiir den zu einer rationalen Zahl r gehorigen Dedekind-Schnitt r, fiir die Ordnung <

auf den reellen Zahlen usw. Wir schreiben jetzt
r < + —

also als
T < + —

Wie iiblich lassen wir das Produktzeichen - manchmal weg.

In der Analysis spielen Abschiitzungen eine grosse Rolle.!’ Dabei schitzen wir oft den
Betrag einer reellen Zahl ab. Dieser ist wie folgt definiert.

Definition 2.11 (Betrag). Der (Absolut-)Betrag einer Zahl x € R ist die Zahl

x, fallsx >0,
|37’ = —x, sonst.

Bemerkungen. [Betrag] Fiir alle z,y € R gilt

|z| >0,
r < x|,
lzy| = |=||yl. (2.23)

Wir bezeichnen mit || - || die euklidische Norm. (Siehe Definition 1.8.)

Satz 2.12 (Dreiecksungleichung). Seien n € N und u,v € R". Es gilt

lu+ o] < {lull +lv]l.

Beweis: [Stra, Satz 2.4.2.ii), S. 22] O

10Fine Abschitzung fiir eine uns interessierende Grésse a ist eine Ungleichheit zum Beispiel der
Forma < ....



70 KAPITEL 2. ZAHLEN

Bemerkung. [Dreiecksungleichung] Im Fall n = 1 ist || - || durch den Betrag | - |
gegeben. Satz 2.12 besagt dann, dass
[z +yl <lz[+yl, Ve, eR

Satz 2.13 (Youngsche Ungleichung). Es seien x,y,c € R so, dass ¢ > 0. Dann gilt

2
2|zy| < cx? + . (2.24)
c
Beweis des Satzes 2.13: Fall zy > 0: Wir setzen a := y/c. Dann gilt
2
0< <ax — Q)
a
y .,y
= a*r® — 2ax% + = (zweite binomische Formel)
a a
y?
=cx® — 2ry + =, (2.25)
c
2|zy| = 2xy (da zy > 0)
2
<e?+ L (wegen (2.25)).
c

Das zeigt die Ungleichung (2.24).
Fall zy < 0: Es gilt

2ley = 2allyl  (gemiss (2.23))

<clz]* + . (geméss dem schon behandelten Fall mit x,y ersetzt durch |z|, |y|)

Das zeigt die Ungleichung (2.24).

Somit gilt diese Ungleichung in beiden Féllen. Das beweist den Satz 2.13. O

2.3 Supremum und Infimum, Vollstindigkeit der
reellen Zahlen

Dieser Abschnitt entspricht einem Teil von [Bla96a, 3.2] und [Stra, 2.3].

Definition 2.14 (Schranke, Beschrénktheit). Sei A C R.
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e FLine obere Schranke fiir A ist eine Zahl b € R so, dass fiir jedes a € A gilt a < b.
e A heisst nach oben beschrinkt g. d. w. es eine obere Schranke fiir A gibt.
e Die Begriffe untere Schranke und nach unten beschrankt sind analog definiert.
e A heisst beschriankt g. d. w. A nach oben und unten beschrinkt ist.

Beispiele. [Schranke, Beschréanktheit]
e Fiir das Intervall A :=] — oo, 1] ist jede reelle Zahl b > 1 eine obere Schranke. A

ist also nach oben beschriankt. A ist nicht nach unten beschrankt. (Warum?)

e Das Intervall A :=]0, 1] ist nach oben und nach unten beschréinkt. (Wodurch?)

Definition 2.15 (Maximum, Minimum einer Teilmenge von R). Sei A C R. Ein Ma-
ximum (oder grosstes Element) von A ist ein Element a € A so, dass a > b, fir jedes
b € A. Fin Minimum von A (oder kleinstes Element) von A ist ein Element a € A so,
dass a < b, fiir jedes b € A.

Bemerkungen. [Maximum, Minimum einer Teilmenge von R]

e Ein Maximum oder Minimum von A braucht nicht zu existieren.
e Das Maximum (Minimum) von A ist eindeutig, falls es existiert.
e Per definitionem liegt das Maximum (oder Minimum) von A in A.

Beispiele. [Maximum, Minimum einer Teilmenge von R]

e Das Intervall A :=] — 1, 1] besitzt ein Maximum, ndmlich
max| — 1,1] = 1 =sup] — 1, 1].
A besitzt kein Minimum. Es gilt
inf] — 1,1] = -1 ¢ — 1,1].

Satz 2.16 (Vollstandigkeit der reellen Zahlen). (i) Jede nicht leere, nach oben be-
schrinkte Teilmenge A C R besitzt eine kleinste obere Schranke. (Damit meinen
wir ein kleinstes Element der Menge S = {obere Schranke von A})

(ii) Jede nicht leere, nach unten beschrdinkte Teilmenge A C R besitzt eine grosste
untere Schranke.

Beweis: S. 73
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Bemerkungen. e Die Eigenschaften ((i),(ii)) der Menge R der reellen Zahlen heis-
sen (Dedekind-) Vollstandigkeit.

e Die zu ((i),(ii)) analogen Aussage fiir die Menge Q der rationalen Zahlen sind
falsch. Zum Beispiel ist die Menge

{reqQ|r <2}

beschrénkt, besitzt aber keine kleinste obere und keine grosste untere Schranke
in Q. (In R besitzt die Menge solche Schranken. Welche?)

Definition 2.17 (Supremum, Infimum). Sei A C R. Wir definieren das Supremum
von A als

kleinste obere Schranke fiir A, falls A # () und A nach oben beschrinkt ist,
sup A=< oo falls A nicht nach oben beschrinkt ist,
—00 falls A=10.

Wir definieren das Infimum von A als

grosste unter Schranke fiir A, falls A # () und A nach unten beschrdinkt ist,
infA:=¢ —o¢ falls A nicht nach unten beschrankt ist,

00 falls A =10.

Bemerkungen. [Supremum, Infimum]

e Wegen Satz 2.16 sind das Supremum und das Infimum von A wohldefiniert,
d. h. sinnvoll.

e Wir nehmen an, dass A ein Maximum (Minimum) besitzt. Dann gilt

supA=maxAec A (inf A = min A).

e 00 = 400 (“unendlich”) und —oo sind Hilfszeichen, die per definitionem die
Ungleichungen
VreR:—oco <z <00

erfiillen. Wir kénnen die Grundrechenarten teilweise auf die Menge RU{—o00, 0o}
erweitern. Zum Beispiel definieren wir

Ve € R:oo4x:=z+00:=00, Vz€]0,00]:=|0,00[U{oc}:00-z:=1x00:=00
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Gewisse Ausdriicke, in denen 4+oco vorkommen, kénnen jedoch nicht auf eine
sinnvolle Weise definiert werden, zum Beispiel

oo — oo M
Wir miissen also beim Rechnen mit den Symbolen +oo aufpassen. Die Zeichen
400 sind keine Zahlen. Sie haben keine tiefe mathematische oder philosophische
Bedeutung.

e s ist praktisch, das Supremum von A auch fiir ein nicht nach oben beschréinktes
(leeres) A zu definieren, da wir die Voraussetzung, dass A nach oben beschrankt
(nicht leer) ist, dann in vielen Sétzen weglassen kénnen. Zum Beispiel gilt mit
unserer Definition folgender Satz: Fiir alle A, B C R gilt, dass

sup AU B = Maximum von sup A und sup B.

Das gilt also zum Beispiel auch, falls A oder B nach oben unbeschrankt oder
leer ist. (Uberzeugen Sie sich davon!) Wir brauchen also nicht vorauszusetzen,
dass A und B nicht leer und nach oben beschrinkt sind. In manchen Sétzen und
Beweisen brauchen wir mit unserer Definition keine Fille zu unterscheiden. Das
vereinfacht die Theorie.

Beispiele. [Supremum, Infimum|Es gilt:

sup|0,1[ =1
inf]0,1[ =0
sup N = oo
1
inf {— n e D\l} =0
n

Beweis des Satzes 2.16: (ii): Wir definieren'?

b:= U a := Vereinigung aller a € A = {7“ €Q ! JaeA:re a}. (2.26)

acA

(ii) folgt aus den folgenden zwei Behauptungen.

1Es ist nicht moglich, oo — 0o = 0o+ (—00) so als eine reelle Zahl zu definieren, dass Assoziativitit
fiir die Addition gilt, da dann gelten miisste, dass

00 + (—00) = (1 4 00) + (=00) = 1+ (00 + (~00)).

12Hjerbei verwenden wir die Definition 2.2 der reellen Zahlen als Dedekind-Schnitte.
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Behauptung 1. b € R

Beweis der Behauptung 1: Wir iiberpriifen die Bedingungen der Definition 2.2 fiir
x =0

(a) (b # 0): Wegen unserer Voraussetzung A # () gibt es ein ap € A C R. Gemiss
(2.26) gilt b O ag. Wegen der Dedekind-Bedingung (a) fiir x := ag gilt ag # 0. Also gilt
b#0,d. h.z:=Dberfillt (a).

(b) (b # Q): Wegen unserer Voraussetzung, dass A nach unten beschrinkt ist, gibt es
ein ag € R so, dass fiir jedes a € A gilt a > ag, d. h. a C ag. Geméss (2.26) gilt daher
b C ag. Wegen Bedingung (b) fiir ag gilt ap # Q. Also gilt b # Q, d. h. x := b erfiillt

(b).

(c) (VrebVseQ:s>r=se€b):Seircx:=bunds € Q so, dass s > r. Geméss
(2.26) gibt es ein ag € A C R so, dass r € ag. Wegen Bedingung (c) fiir 2 := a¢ und
unserer Annahme s > 7 gilt s € ao. Geméss (2.26) gilt ag C b, also s € b. Also erfiillt
x := b die Bedingung (c).

(d) (Vr € bdsg € b: 59 < r): Sei r € x := b. Geméss (2.26) gibt es ein qp € A C R
so, dass r € ag. Wegen Bedingung (d) fiir x := ag gibt es ein sy € ag so, dass sy < 7.
Gemiiss (2.26) gilt ag C b, also sg € b. Also erfiillt 2 := b die Bedingung (d).

Das beweist Behauptung 1. O

Behauptung 2. (1) b ist eine untere Schranke fir A.

(2) Jede untere Schranke c fir A erfillt ¢ <b.
Beweis der Behauptung 2: (1): Geméss (2.26) gilt fiir jedes a € A, dass a C b,
d. h. @ > b. Daher ist b untere Schranke fiir A. Also ist (1) erfiillt.

(2): Sei ¢ eine untere Schranke fiir A. Fiir jedes a € A gilt ¢ < a, d. h. ¢ D a. Gemiiss
(2.26) folgt, dass ¢ D b, d. h. ¢ < b. Also ist (2) erfillt.

Das beweist Behauptung 2 und somit (ii).
(i): Wir definieren die Menge
—A::{—a‘aeA}.

Gemaiss (ii) besitzt —A eine grosste untere Schranke ¢. (Uberpriif?n Sie die Bedingun-
gen!) Die Zahl ¢ := —¢ ist eine kleinste obere Schranke fiir A. (Uberpriifen Sie das!)
Das beweist (i) und schliesst den Beweis des Satzes 2.16 ab. O
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Bemerkung. [Dedekind-Schnitt und Infimum] Sei = € R, d. h. ein Dedekind-Schnitt.
Es gilt

x:inf{r},TEx},

d. h. z ist das Infimum aller reellen Zahlen, die den rationalen Zahlen entsprechen,
woraus x besteht.

Im Beweis der Proposition 2.6 (\/§2 = 2) haben wir die folgende Eigenschaft von R
verwendet.

Proposition 2.18 (Archimedisches Prinzip). Fiir jedes © € R gibt es ein ng € Ny so,
dass x < ng.

Beweis der Proposition 2.18: Fall z > 0: Geméss Bedingung (a) in Definition 2.2
ist 2 nicht leer. Also gibt es ein r € x. Wir wihlen ng € Z und k € N so, dass r = 52.
Es gilt

r<r<kr=ng,

wie gewiinscht.
Im Fall z < 0 hat ng := 0 die gewiinschte Eigenschaft.

Das beweist Proposition 2.18. O

Abschliessend bemerken wir noch Folgendes zu den Mengen der natiirlichen, ganzen,
rationalen und reellen Zahlen:

Bemerkungen 2.19. [Gleichméchtigkeit von No, Z, Q, Ungleichméchtigkeit von Ny
und R]

(i) Wir nennen zwei Mengen X und Y gleichmdchtig g. d. w. es Bijektion, d. h. ei-
ne bijektive Abbildung, von X nach Y gibt. Falls X und Y endlich sind, dann
bedeutet das, dass X und Y die gleiche Anzahl Elemente besitzen. Intuitiv in-
terpretieren wir Gleichmiichtigkeit auch im Fall unendlicher Mengen'® auf diese

Weise.

(ii) Die Mengen Ny und Z sind gleichméchtig. Die folgende Abbildung ist ndmlich
eine Bijektion:

, _J k, falls n =2k mit £ € Ny,
fibo= 2, f<n)'_{—k, falls n = 2k — 1 mit k € N

13Das sind Mengen mit unendlich vielen Elementen.
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(iii) Die Mengen Ng und Q sind gleichméchtig. Das folgt aus dem ersten Cantorschen
Diagonalverfahren. (Siehe [Stra, S. 19] und [Strb, Satz 2.4.1., S. 29].)

(iv) Die Mengen Ny und R sind nicht gleichméchtig. Es gibt ndmlich keine Surjektion,
d. h. surjektive Abbildung, von Ny nach R. Das folgt aus dem zweiten Cantorschen
Diagonalverfahren. (Siehe [Stra, S. 19] und [Strb, Satz 2.4.2., S. 30].)

Es gibt auch keine Injektion, d. h. injektive Abbildung, von R nach Ny. Nicht alle
unendlichen Mengen besitzen also gleich viele Elemente.

(v) Wir nennen eine Menge X abzdhlbar g. d. w. es eine injektive Abbildung von X
nach Ny gibt. Andernfalls nennen wir X dberabzdhlbar. Jede endliche Menge ist
abzéhlbar. Die Menge Ny ist abzdhlbar. (Warum?) Geméss (ii) und (iii) sind Z
und Q abzdhlbar. Gemaéss (iv) ist R berabzihlbar.

2.4 Komplexe Zahl: Real- und Imaginirteil,
cis-Funktion, Kosinus, Sinus, Polarform,
Kreiszahl 7, Fundamentalsatz der Algebra

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.7] und [Stra, 2.5]. Wie wir gesehen haben, gibt
es in den rationalen Zahlen keine Losung der Gleichung

22 =2

Unter anderem darum haben wir die reellen Zahlen eingefiihrt. In diesen Zahlen gibt
es eine Losung dieser Gleichung. Die reellen Zahlen reichen aber nicht aus, um die
Gleichung

r? =1

zu 16sen. Dazu fithren wir in diesem Abschnitt die komplexen Zahlen ein. In diesen
Zahlen hat die Gleichung 22 = —1 die Losungen =i, wobei i die imaginiire Einheit ist.

Komplexe Zahlen spielen eine zentrale Rolle in der Mathematik und in Anwendungen
in der Physik und der Elektrotechnik. Zum Beispiel kann der elektrische Schwingkreis
mittels einer linearen gewthnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
beschrieben werden. (Siehe spéter.) Die Losungen einer solchen Gleichung kénnen am
einfachsten mittels komplexwertiger Exponentialfunktionen beschrieben werden.

Sei v € R* und i € {1,...,n} Wir schreiben
v; .= i-te Komponente von v = i-te Standard-Koordinate von v.

Das bedeutet, dass v durch das Tupel seiner Komponenten gegeben ist, d. h.

v = (Ul,...,vn).
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Wir definieren die Vektoraddition in R™ als die Abbildung
V1 + Wy
+ = +rn : R" x R" = R, v+ w = +(v,w) =

Up + Wy

Definition (komplexe Multiplikation). Wir definieren die komplexe Multiplikation als
die Abbildung

o () () ) (572)
C.IR x R —>|R7 (y) C(y/ — °C y ) y/ . xy/_i_yx/ .

Wir definieren den Korper der komplexen Zahlen als das Tripel
C = ([RZ, +[R27 'C)-

Wir nennen jeden Punkt in der Ebene R* eine komplexe Zahl. Wir definieren die
imagindre Einheit als den Punkt
1= ((1)> .

Bemerkungen. [Kérper der komplexen Zahlen]

e C ist ein Korper, d. h. C besitzt die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D) in [Stra,
2.2 Die reellen Zahlen] mit R ersetzt durch R?. (Das sind die Rechenregeln, die
Sie fiir R aus dem Gymnasium kennen.)

e Es gibt keine Ordnung < auf R? so, dass das Quadrupel ([R2,+[R2,-@,§ ) die
Eigenschaften O.i)-iv), K.i),ii) in [Stra, 2.2 Die reellen Zahlen] mit R ersetzt
durch R? besitzt. Das bedeutet, dass wir aus C keinen (total) geordneten Kérper
machen konnen.

Die Abbildung

R>x— (g) € R? (2.27)

ist injektiv und tberfithrt Addition und Multiplikation in R in Addition und Multipli-

kation in C, d. h. fiir alle z, 2" € R gilt
(0= @) =) (5) =) (0)
o/ \o/ "™ \o/) 0o/ \o/ “\o/"
(Uberpriifen Sie das!) Wir kénnen R daher mit seinem Bild unter der Abbildung (2.27)

identifizieren. Somit kénnen wir R als eine Teilmenge von C auffassen. Zur Vereinfa-
chung der Notation schreiben wir ab jetzt

+R2 *C als +
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Wie iiblich lassen wir das Produktzeichen - manchmal weg. Des Weiteren schreiben wir
einen Punkt z = (z,y) € R? als
z =1+ 1y. (2.28)

(Hierbei verwenden wir die Identifikation mittels (2.27), um z als ein Element von
R? = C aufzufassen.)

Bemerkungen. [imaginire Einheit, Quadratwurzeln aus —1, komplexe Multiplikati-
on]

— = () ()= (T) =

Im Korper C gibt es also eine Zahl, deren Quadrat gleich —1 ist. Das unterscheidet
C von R, da fiir jedes # € R gilt, dass 2 > 0, also 2? # —1. Das ist ein
entscheidender Vorteil von C gegeniiber R und der Grund dafiir, dass C eine
zentrale Rolle in der Mathematik und insbesondere in der Analysis spielt.

e Es gibt in C zwei Quadratwurzeln aus —1, ndmlich ¢ und —i.

e Allgemein gilt fiir zwei komplexe Zahlen z = x + iy und 2’ = 2’ + iy’), dass

/

. . x x xx' — yy .
win)-e i) = (V) e (5) = (00 20) = ' = o/ ity + 90,

Das stimmt mit der Formel fiir die komplexe Multiplikation iiberein, die Sie
aus dem Gymnasium kennen. Die Definition 2.4 der komplexen Multiplikation
préazisiert diese Formel. Wir haben jetzt ndmlich definiert, was eine komplexe
Zahl ist (némlich ein Punkt in R?). Es ist jetzt darum sinnvoll zu definieren, was
das Produkt zweier komplexer Zahl ist.

Definition (Real- und Imaginérteil, komplex Konjugierte). Wir definieren den Real-
teil von z = x + iy als
Re(z) ==z €R

und den Imaginérteil von z als
Im(z) ==y € R
Wir definieren die zu z komplex konjugierte Zahl (oder schlicht Konjugierte) als

Zi=x—1y.
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Wir definieren die euklidische Norm wie in (1.8). Fiir 2 € C = R? nennen wir seine
Norm
ro= 2] =il

auch den (Absolut-) Betrag (oder Radius) von z.
Bemerkungen. [komplex Konjugierte, Inverses]
e Fiir jedes z = x + iy € C gilt

2z = (2 +iy)(x — iy) = vz + 2(—iy) +iyz +iy(—iy) = 2° +y* = |z|>. (2.29)

e Fiir alle z, 2’ € C gilt:

+ 2/, (2.30)
= (2.31)

I
N

z+ 2

Z/

I
Syl

Beweis: (2.30): selber rechnen

(2.31): Wir schreiben z = = + iy, 2/ = 2’ +iy’. Es gilt

27 = (z +iy) (2’ + i)
= zx' —yy' +i(zy +ya')
zz' —yy' —i(zy + ya')

e Aus 2.29 folgt, dass jede Zahl z € C\ {0} beziiglich der komplexen Multiplikation
invertierbar ist mit Inversem (= Kehrwert) gegeben durch

N
NE

Beispiel. [Kehrwert einer komplexen Zahl]

11—
Col4d |12

1
2

i
1+i)~" -
(1+1) 5

Um die Winkelfunktionen Kosinus und Sinus zu definieren, benotigen wir folgendes
Lemma.
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Lemma 2.20. Es gibt eine eindeutige differenzierbare Abbildung v = (71,72) : R — R?
so, dass

vl =1, (2.32)
V=1, (2.33)

0= (}) (2.34)
A(0) = (?) . (2.35)

Beweis: Existenz von 7: S. 204
Eindeutigkeit folgt aus Korollar 5.16(i) (Mittelwertsatz).

Bemerkungen. e Eine Abbildung von R nach R™ heisst auch Weg in R". ~ ist
also ein Weg in R?.

Die Bedingung (2.32) bedeutet, dass v Werte im Einheitskreis
Sti=51(0) = {(z,y) e R*|2* +y* =1}
annimmt.

e Differenzierbarkeit von v bedeutet, dass v; und =y, (iiberall) differenzierbar sind.
(Siehe Definition 5.1.)

e v = (71,7) : R — R? ist die Ableitung von . (Siehe Definition 5.1.) Wir
interpretieren y(¢) als den Ort eines Teilchens zum Zeitpunkt ¢t = ¢ € R. 7/(¢)
ist dann die (Momentan-)Geschwindigkeit des Teilchens zum Zeitpunkt ¢.

e Die Bedingung (2.33) bedeutet, dass der Betrag der Geschwindigkeit von - kon-
stant gleich 1 ist.

e Bedingung (2.34) bedeutet, dass sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Punkt
(1,0) befindet. Bedingung (2.35) bedeutet, dass es sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit
Geschwindigkeit 1 in (positiver) y-Richtung bewegt. Das Teilchen bewegt sich
darum im Gegenuhrzeigersinn um den Ursprung (0, 0).

e v ist eine Parametrisierung von S* nach der Bogenlinge.

Definition 2.21 (cis-Funktion, Kosinus, Sinus). Wir definieren cis = (cisy,cisa) :
R — R? als die eindeutige Abbildung v wie in Lemma 2.20. Wir definieren Kosinus
und Sinus als die Funktionen

COos := Cisy, sin :=cisy : R = R.
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Bemerkungen. [Kosinus, Sinus, cis]

e Diese Funktionen stimmen mit den Funktionen cos und sin iiberein, die Sie im
Gymnasium kennengelernt haben. Dabei ist cos ¢ der Kosinus des Winkels ¢, der
im Bogenmass gemessen wird.

e Es gilt m = 180°, also zum Beispiel cos ™ = cos 180°.
e Kosinus und Sinus sind Winkelfunktionen (oder trigonometrische Funktionen).
e Es gilt
cis = <C98> = cos +1 sin, (2.36)
sin
wobei wir die Notation (2.28) verwendet haben.
e ‘“cis” steht fiir Cosinus + 7 Sinus. Gemiéss (2.36) ist das eine sinnvolle Abkiirzung.

e Die berithmte eulersche Formel besagt, dass
cis p = cosp +ising = e, Yo € R.

(Siehe Korollar 3.50.) In dieser Formel kommt die komplexe Ezponentialfunktion
exp : C — C, exp(z) = €7, vor. Diese werden wir spéter mittels der Ezponential-
reihe definieren.(Siehe Definition 3.25.)

e Es gilt
cis(ip + ) = cis(p) is(6), Vo, p € R

Das folgt aus den Additionstheoremen fiir Kosinus und Sinus,

cos(p +9) = cos(p) cos(¢) — sin(y) sin(v),
sin(p + 1) = sin(ip) cos(v)) + cos(ip) sin(v)).

Definition 2.22 (Kreiszahl 7). Wir definieren
T = 2,
wobei gy €]0, 00] die kleinste positive Nullstelle von cos ist.

Bemerkungen. e Eine Nullstelle einer Funktion f : R — R ist eine Zahl ¢ € R
so, dass f(p) = 0.

o 7 ist gleich der halben Linge des Einheitskreises S, also gleich dem halben
Umfang der Einheitskreisscheibe.
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e 7 ist irrational. Seine Dezimaldarstellung lautet
T=3.14...

Diese Darstellung ist nicht periodisch.

o Es gilt
k
cis <§7r> =i*  VkeZ (2.37)
(Uberpriifen Sie das!)
Sei z € C\ {0}. Wir schreiben
ro=|zl.

Bemerkung 2.23. Es gibt eine eindeutige Zahl ¢ €] — 7, 7| so, dass
z = rcis(p).
Definition 2.24 (Polarwinkel). Wir definieren den Polarwinkel (oder das Argument)
von z als das eindeutige ¢ wie in Bemerkung 2.25.
Es gilt ‘
z =rcis(p) = re'.
Wir nennen das die Polarform der komplexen Zahl z.'4

Beispiele. [Polarform] Gemiss (2.37) haben wir die folgenden Polarformen:
1=1-cis(0), i=1-cis (g) . —1=1-cis(n)
Weitere Polarformen:
1+i:\/§cis<%>, \/§+i:2-cis<%>, 1+\/§i:2-cis<g)

(Uberpriifen Sie das!)

Bemerkungen. [Polarform eines Produkts]

e Scien z,2' € C\ {0} mit Polarformen
z = rcis(p), 2 =r'cis(y).
Dann ist die Polarform von zz’' gegeben durch

22" =rr'cis(p + ¢'). (2.38)

14Wie gesagt, werden wir die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C, exp(z) = €* spiiter
definieren.
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e Sei z = rcis(p) eine komplexe Zahl in Polarform. Dann gilt Z = cos ¢ —isinp =
rcis(—¢) und daher geméiss (2.38)

2z = rrcis(p — ) = r2cis(0) = |=I2

Das stimmt mit (2.29) iiberein.

Mit Hilfe dieser Bemerkung konnen wir Produkte und Potenzen komplexer Zahlen
berechnen.

Beispiele. [Produkte und Potenzen von komplexen Zahlen]

e Frage: Was ist (1 + ¢)%? Antwort: In Polarform haben wir 1 +i = v/2cis (%)
Gemaéss (2.38) gilt daher

(1+14)® = 25 cis <8-%> — 16.

° (\/§+z‘)3 =7 Antwort: In Polarform haben wir v/3 +i = 2 - cis (%) Gemass
(2.38) gilt daher

(\/§+z’)3:23~cis(3~%> 8.

Wir kénnen beliebige Wurzeln aus komplexen Zahlen ziehen: Sei z € C und k£ € N.

Definition 2.25. Eine k-te Wurzel von z ist eine Zahl w € C so, dass

w =Zz.

Im Fall z = 0 ist w := 0 die einzige k-te Wurzel von z.

Fall z # 0: Wir schreiben z = rcis ¢ in Polarform. Dann sind genau die Zahlen
9
w; = Wcis(%), j=0,...,k—1,

die k-ten Wurzeln von z. (Die Wurzel /7 ist als die eindeutige Zahl a € [0, oo[ definiert
so, dass a® = r. Siehe Definition 4.47.) Fiir z = 1 erhalten wir die k-ten Einheitswurzeln

. (27
=1 =6 ¢ Ge=as(X)

Bemerkungen. [Potenzen mit nicht ganzzahligem Exponenten)]
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e Fiir komplexe Zahlen z # 0 und w ist die Potenz “2"” ist im Allgemeinen nicht
eindeutig definiert. Es ist jedoch moglich, ihr einen mehrdeutigen Wert zu ge-
ben. Das bedeutet, dass wir 2" als eine Menge von komplexen Zahlen definieren
konnen. Im Fall w = % mit k£ € N ist das die Menge

1 1 2 ]
ZFk = {Mcis(#) ‘j:(),...,k—l}.

Zum Beispiel gilt

NI

V—1=(=1)2 = {—i,i}.

In C kénnen wir nicht nur die Gleichung 2? = —1 16sen, sondern jede polynomiale Glei-
chung ausser die Gleichung konstantes Polynom = 0. Das ist der Inhalt des folgenden
Satzes:

Satz 2.26 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe Polynom
besitzt eine'® kompleze Nullstelle.

Beweis: [Stra, Satz 5.5.4., S. 101]

Bemerkungen. [Fundamentalsatz der Algebra]

e Ein komplexes Polynom ist eine Funktion der Form

p:C—C, p(z):Zajzj:anz"+...+a1z+ao,
5=0

wobei aq, . ..,a, € C.

e Die Aussage dieses Satzes bedeutet, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Im Ge-
gensatz dazu ist R nicht algebraisch abgeschlossen, da die polynomiale Gleichung
2241 =0 in R keine Losung x besitzt. Algebraische Abgeschlossenheit ist also
ein Vorteil der komplexen Zahlen gegeniiber den reellen Zahlen.

15Das bedeutet mindestens eine.



Kapitel 3

Folge und Reihe

Dieses Kapitel entspricht [Bla96a, 1.1, 2.4, 2.5] und [Stra, Kapitel 3, Folgen und Rei-
hen|. Eine (Zahlen-)Folge ist eine unendliche geordnete Liste von Zahlen der Form
ag, ai, as, . . ., die wir als (a,)nen, schreiben. Eine Folge konvergiert gegen eine Zahl A
g. d. w. die Terme der Folge sich A immer mehr nidhern. Die zu einer Folge (a,)nen,
gehérige Reihe ist die Folge der Partialsummen (377_ k), ey, -

Grob gesagt ist eine Potenzreihe eine Reihe der Form (ZZZO aka:k)n Ny wobei x ei-
ne Variable ist. Der Grenzwert einer Potenzreihe ist eine Funktion von z, die auf
der Menge aller x definiert ist, fiir welche die Potenzreihe konvergiert. Mit Hilfe von
Potenzreihen kénnen wir daher viele neue Funktionen konstruieren, zum Beispiel die

Exponentialfunktion.

Die Taylorreihe einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f ist eine Potenzreihe, die
wir mittels Ableitungen von f in einem festen Punkt bilden. Fiir viele Funktionen f
konvergiert die Taylorreihe von f in vielen Punkten gegen f. Wir kénnen die Funktion
also mit Hilfe ihrer Taylorreihe darstellen.

Die Begriffe Konvergenz und Grenzwert spielen eine zentrale Rolle in der Analysis.

Zum Beispiel ist die Ableitung einer Funktion an einer Stelle der Grenzwert des Diffe-
renzenquotienten.

3.1 Zenons Paradoxon von Achilles und der
Schildkroéte, Folge, Konvergenz, Grenzwert

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 2.4] und [Stra, 3.1, 3.2].

85
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Abbildung 3.1: Zenon von Elea, ca. 490
v. Chr. - ca. 430 v. Chr., griechischer
Philosoph

Abbildung 3.2: Achilles, ein Held der
griechischen Mythologie

Zenons Paradoxon von Achilles und der Schildkrote

Wie erwéhnt, spielen Potenzreihen eine wichtige Rolle in der Analysis. Eine elemen-
tarere Motivation fiir Folgen und Reihen ist dadurch gegeben, dass damit Hilfe der
geometrischen Rethe das zweite Paradoxon von Zenon von Elea gelost werden kann.
(Siehe Abbildung 3.1.) Bei diesem Paradoxon handelt es sich um Folgendes:

Zenons Paradoxon von Achilles und der Schildkréte: In diesem Paradoxon
geht es um einen Wettlauf zwischen Achilles (Abbildung 3.2) und einer Schildkrote.
In diesem Wettlauf startet die Schildkréte mit einem Vorsprung. Geméss Zenon kann
Achilles die Schildkrote aus dem folgenden Grund nicht einholen:

Die Schildkréte startet in einem Punkt py. Sobald Achilles py erreicht, ist die Schild-
krote schon bei einem anderen Punkt p; angelangt. Sobald Achilles p; erreicht, ist die
Schildkrote schon bei einem anderen Punkt p, angelangt. Dieser Prozess geht unendlich
lang weiter. Also bleibt die Schildkrote immer vor Achilles.

Folgen

Informell ist eine Folge eine unendliche Liste von mathematischen Objekten ag, ay, as, . . ..
Oft sind die Objekte Zahlen. Die folgende Definition prézisiert diese Idee.

Definition 3.1 (Folge). Fine komplexe Zahlenfolge (oder kurz Folge) ist eine Funktion
a:NN::{nGD\IO‘nZN}ﬁC,

wobet N € Ng. Wir schreiben
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Wir nennen n den Folgenindex und a,, das n-te Folgenglied.

Beispiele. [Folge]

o (an)neny = (N)neny, also ag =0, a1 =1, a3 =2,...
e Wir definieren die harmonische Folge als (an = %)HEN:M. Der Folgenindex n
beginnt hier bei N = 1. (“ag := §” ist keine wohldefinierte Zahl.)

e Sei z € C. Die geometrische Folge mit dem Quotienten z ist gegeben durch

(aTL)nGINQ - (Zn)neﬂ\lo .

Fiir z = % ist diese Folge zum Beispiel gegeben durch

(an) ( 1 ) | 1 1 1 1 1 1
an n = —_— s also an = — = s ar = — = -, Ao = — = R
o2/ T EEETEEC R 4

e Sei z € C mit |z| < 1. Die geometrische Reihe mit gemeinsamem Verhdltnis z ist
die Folge

(an = Z zk> , also die Folge
k=0 neNp

ap:=2"=1, a1 =24+z2'=14+2 ay=2"+21+22=1+2+ 22
(Wir werden spéter allgemeine Reihen behandeln.)

Bemerkung. [Folge| Der Einfachheit halber formulieren wir im Folgenden Definitio-
nen und Sétze fiir Folgen, deren Folgenindex bei n = N = 0 beginnt. Die Definitionen
sind auch fiir andere N sinnvoll, und die Sétze gelten auch fiir andere V.

Informell sagen wir, dass eine Folge gegen eine reelle oder komplexe Zahl A konvergiert,
falls ihre Glieder sich A immer mehr néhern, wenn n grosser wird. In diesem Fall nennen
wir A den Grenzwert (oder Limes) der Folge. Die folgende Definition prézisiert diese
Begriffe.

Definition 3.2 (Konvergenz, Grenzwert einer Folge in R oder C). (i) Sei A € C und
(an)nen, €ine komplexe Zahlenfolge.! Wir sagen, dass (ay,)nen, gegen A konver-
giert g. d. w. gilt

Ve €]0,00[dng € Nog¥Vn € Ng : n > ng = |a, — A <e. (3.1)

'Das schliesst den Fall mit ein, dass A € R und (a,,)nen, eine reelle Zahlenfolge ist.
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Wir verwenden dafiir die Notationen
(an)nelNo — A, a, — A (n — OO) (32)

und sagen auch.:
“a,, konvergiert gegen A fiir n gegen unendlich.”
Falls (an)nen, — A, dann nennen wir A den Grenzwert (oder Limes) der Folge

(@n)nen, und schreiben dafiir

lim a, :=lim(a,)nen, = A. (3.3)
n—oo
(i1) Wir sagen, dass eine Folge konvergiert g. d. w. es eine komplexe Zahl gibt, wo-
gegen die Folge konvergiert. Andernfalls sagen wir, dass die Folge divergiert.

Bemerkungen. e Die Bedingung (3.1) besagt:
Fiir jede reelle Zahl € > 0
gibt es eine natiirliche Zahl ng € Ny so,

dass fiir jede natiirliche Zahl n > nq gilt, dass

la, — A| <e.

e ¢ spielt hierbei die Rolle einer oberen Schranke fiir den “Fehler”, d. h. die Ab-
weichung des Folgengliedes a,, vom Grenzwert A. (Der griechische Buchstabe &
steht fiir error = Fehler.) Konvergenz bedeutet, dass dieser Fehler kleiner gleich
ein beliebiges vorgegebenes £ > 0 wird, sobald der Folgenindex n geniigend gross
wird, d. h. grosser gleich ein bestimmtes ngy. Dieses ng darf von € abhéngen.

e Das Zeichen “c0”, das im Ausdruck “a, — A (n — o0)” auftritt, hat keine
selbststdndige Bedeutung. Es bedeutet nur etwas im Zusammenhang mit dem
ganzen Ausdruck. Wir beniitzen hier das Zeichen “00”, da es bei der Konvergenz
darum geht, wie sich a,, verhélt, wenn n immer grésser wird, also intuitiv “sich
oo anndhert”.

Achtung! Wir konnen den Index n nicht gleich oo setzen, d. h., “a.” ist nicht
definiert, da oo keine natiirliche Zahl ist.

e Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig (falls er existiert). Darum ist die
Definition (3.3) sinnvoll.

e Definition 3.2 erklért die in Beispiel 1.1(iii) erwéhnte Struktur Konvergenz.

e In der Definition der Konvergenz diirfen wir die Bedingung “n > ny” durch
“n > ngy” ersetzen. Wir diirfen auch die Bedingung “< &” durch “< €” ersetzen.
Dadurch ergeben sich dquivalente Definitionen.
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Abbildung 3.3: Bernard Bolzano, 1781
- 1848, bohmischer Priester und Ma-
thematiker.

Abbildung 3.4: Karl Weierstraf3, 1815 -
1897, deutscher Mathematiker.

e Die Begriffe Konvergenz und Grenzwert wurden durch Bernard Bolzano und Karl
Weierstral definiert. (Siche Abbildungen 3.3 und 4.1.)

Beispiel 3.3. [konstante Folge konvergiert] Sei z € C. Die konstante Folge (a,, := 2),,¢
konvergiert gegen A := z. (Uberpriifen Sie das!)

Beispiel 3.4. [harmonische Folge konvergiert] Behauptung: Die harmonische Folge
(an = %)nGIN konvergiert gegen A := 0.

Beweis: Sei ¢ > 0. Geméss dem Archimedischen Prinzip (Proposition 2.18) gibt es
eine natiirliche Zahl )
ng 2> — (3.4)

Wir wihlen ein solches ng. Sei n € Ny so, dass n > ng. Es gilt

1
la, — Al = |— — O'

n

1

n
1

< — (da n > ng)
No

<e (wegen (3.4)).

Daraus folgt, dass die Folge (%)n o egen A := 0 konvergiert. Das beweist die Behaup-
tung.

Beispiel 3.5. [geometrische Folge mit |z| < 1 konvergiert] Sei z € C so, dass |z| < 1.

Behauptung: Die geometrische Folge (an = z”)n €N konvergiert gegen 0.
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Beweis: Im Fall z = 0 haben wir 2" = 0, fiir jedes n € N. Daher konvergiert die
geometrische Folge dann gegen 0.

Fall z # 0: Wir definieren z := |z| und a :== 2 — 1. Da z < 1, gilt @ > 0. Sei n € Ny.
Es gilt
1
~ 1 n
p (1+a)
>1+na gemdss der bernoullischen Ungleichung, Lemma 2.7)

> na.

Daraus folgt, dass

1
L 3.5
. T na ( )

Sei jetzt € > 0. Wir wahlen eine natiirliche Zahl
1
ny = —. (3.6)

Sei n > ng. Es gilt

2" = 0] = |2
1
— = d (3.5
< (wegen |z| = z und (3.5))
1
< — (weil n > ng)
noa

<e (wegen (3.6)).

Daraus folgt, dass die Folge (2"),en, gegen 0 konvergiert.

Beispiel. [divergente Folge]

e Behauptung: Die Folge (a, := n), ., divergiert.
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Beweis: Gemiiss Definition 3.2 divergiert eine Folge (ay,)nen, g d. w.

- (3A € CVe €]0,00[Fng € NoVn € Ng : n > ng = |a, — 4| < ¢)
=—3AVeIngVn ... (Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen hier 34 € C zu 3A ab, usw. )
SYA-Vedng...2

(gemiss Bemerkung 1.21, (1.13))
& dedngVn ...

(geméass Bemerkung 1.21, (1.12))

&L Yngvn. ..
(gemaéss (1.13))
& codn=(n>ng = a, — Al <¢)
(gemiss (1.12))
& .dn(n>ng Ala, — Al > )
=VA € Ce €]0,00[Vng € Ngan € Ng : n > ng A |a, — Al > ¢ (3.7)

Wir zeigen, dass die letzte Bedingung erfiillt ist: Sei A € C.

Wir definieren ¢ := 1. Sei ng € Ny. Geméss dem Archimedischen Prinzip
(Proposition 2.18) gibt es eine natiirliche Zahl

n > max {ng, |A| + 1}. (3.8)
Es gilt n > ng und

In—A| >n—|A] (wegen Satz 2.12, Dreiecksungleichung, |z| + |y| > |z + y| with x :=n — A, 4
> 1 (wegen (3.8)).

Somit ist die Bedingung (3.7) erfiillt, d. h., die Folge (a,, := n), ., divergiert. Das
beweist die Behauptung.
e Die Folge ((—1)")

nen, divergiert. Siehe Ubungsserie 5.

Fiir weitere Beispiele konvergenter und divergenter Folgen siehe die Ubungsserie 5 und
[Stra, Beispiele 3.2.1. iii), 3.2.2. iii,iv)].

2Wir haben hier eine Kette von Aquivalenzen A; < --- < As. Damit meinen wir, dass A; < As,
..y, Ay & Aj gilt. Daraus folgt, dass A; < Aj gilt. (Warum?)
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3.2 Konvergenzkriterien: Monotoniekriterium,
Konvergenz erhalten unter Summe, Produkt

und Quotient, Ordnung im Limes erhalten;
Eulersche Zahl

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 1.1, 2.4] und [Stra, 3.3]. Wenn wir zeigen wollen,
dass eine Folge konvergiert, wird es schnell schwierig, zu gegebenem € > 0 ein geeignetes
no zu finden. Es gibt jedoch allgemeine Kriterien fiir Konvergenz, die das Problem
vereinfachen, Konvergenz zu zeigen. Wir behandeln einige dieser Kriterien in diesem
Abschnitt. Sei (ay)nen, eine Folge reeller Zahlen.

Definition (obere und untere Beschrianktheit, monotones Wachstum). o Wir nen-
nen (a,)nen, nach oben (unten) beschriankt g. d. w. die Menge {an ‘ n e D\lo}
nach oben (unten) beschrinkt ist.

e Wir nennen (a,)nen, monoton wachsend (fallend) g. d. w. gilt

ap < ay < ag < --- (ag > a3 > as > -+ )

Sei I eine Menge und a : I — R eine Abbildung. Wir schreiben a; := a(7). Wir erinnern
uns an die Definition 1.29 des Bildes von a,

im(a) = a(l) = {a

Jiel}.

Des Weiteren erinnern wir uns an die Definition 2.17 des Supremums und Infimums
einer Teilmenge von R. Wir schreiben

sup a; := sup a(l).
iel

Bemerkung. Wir betrachten [ als eine “Indexmenge”. Das ist nur eine Sichtweise.
Das Wort “Indexmenge” hat keine mathematische Bedeutung.

Satz 3.6 (Monotoniekriterium). (i) Jede nach oben beschrinkte und monoton wach-
sende reelle Zahlenfolge (an)nen, konvergiert gegen sup,,cy, n-

(i1) Jede nach unten beschrinkte und monoton fallende reelle Zahlenfolge (an)nen,
konvergiert gegen inf, cy, a, := inf {an | n e NO}.

Bemerkung. Fiir jede Folge wie in (i) gilt also

lim(an)nen, = lim a, = sup a,.
n—oo neNg



3.2. KONVERGENZKRITERIEN: MONOTONIE, SUMME, PRODUKT,
QUOTIENT, ORDNUNG; EULERSCHE ZAHL 93

Beispiel 3.7. [Monotoniekriterium, geometrische Reihe] Behauptung: Fiir jedes = €

[0, 1] konvergiert die geometrische Reihe (an = Z x’)
=0 n€ENg

Beweis: Fiir jedes i € Ny gilt 2° > 0. Mittels Induktion folgt daraus, dass die geome-
trische Reihe monoton wachsend ist. (Warum?) Fiir jedes n € Ny gilt

l-—2)a,=1—-2)1+(1—2)r+(1—-2)2* +- + (1 —2)2"
=l-os+r—2+22 -2+ .. +a2"— "
=1-—2"" (3.9)
und daher

1 — ZETL—H 1
an =

(3.10)

1—x 1—x
Daher ist die geometrische Reihe nach oben beschrankt. Geméss Satz 3.6(i) (Monoto-
niekriterium) konvergiert die geometrische Reihe daher.

Bemerkungen. [geometrische Reihe, Paradoxon von Zenon]

e In Beispiel 3.9(iii) werden wir sehen, dass der Grenzwert der geometrischen Reihe
gegeben ist durch
O 1
L

e Dass die geometrische Reihe konvergiert, 16st das Paradoxon von Zenon: Wir
nehmen an, dass die Schildkrote einen Vorsprung von 1 erhélt und den Weg
x < 1 zuriicklegt, wenn Achilles den Weg 1 zuriicklegt. Dann holt Achilles die
Schildkrote an folgender Stelle ein:

2 T i
1+x+ 22+ ._JL%O%x. (3.11)
Gemiiss Beispiel 3.7 existiert dieser Grenzwert (und ist endlich).

Folgender Satz ist sehr niitzlich, um zu zeigen, dass eine Folge konvergiert und um
ihren Grenzwert zu berechnen.

Satz 3.8 (Konvergenz erhalten unter Summe, Produkt und Quotient, Ordnung im
Limes erhalten). Seien A, B € C, (ay)nen, €ine Folge, die gegen A konvergiert, und
(bn)nen, eine Folge, die gegen B konvergiert. Dann gilt Folgendes:

(i) (Summe) Die Folge (a, + by,) konvergiert gegen A+ B.

neNg
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(ii) (Produkt) Die Folge (ay, - by,) konvergiert gegen A - B.

nENg

(111) (Quotient) Falls B # 0 und b, # 0, fiir jedes n € Ny, dann konvergiert (g—”) o
n /n o

A
gegen .

(iv) (Ordnung im Limes erhalten) Wir nehmen an, dass (an)nen, und (bn)nen, reelle
Folgen sind und dass a,, < b,, fir jedes n € Nog. Dann gilt A < B.

Beweis: [Stra, Satz 3.3.2, p. 31]

Bemerkung. [Ordnung im Limes erhalten] Die zu (iv) analoge Aussage mit < statt
< ist im Allgemeinen falsch. Ein Beispiel dafiir sind die konstante Folge (a, := 0),,o

und die harmonische Folge (bn = %)nEIN’ da 0 < %, fiir jedes n € N, aber

1
(0),ep — A =0, (-) —~B:=0=A.

N7 e
(Siehe Beispiel 3.4.)

Beispiele 3.9. [Konvergenz erhalten unter Summe und Produkt, geometrische Reihe,
Zenons Paradoxon]

(i) Sei z € C. Gemiss Beispielen 3.3 und 3.4 konvergieren die Folgen (a, := 2),,o
und (bn = %)%N gegen A := z und B := 0. Gemaiss Satz 3.8(i) konvergiert die

Folge (z + %)%N darum gegen z + 0 = z. Es gilt also

' ( 1 >
lim (z+ —) = 2.
n—oo n
(ii) Wegen Beispiel 3.4 und Satz 3.8(ii) konvergiert die Folge (25 = & - 1)n6[N gegen

0-0=0, also o
) 1
i () =0

(iii) Seiz € Cso, dass |z| < 1. Wir betrachten die geometrische Reihe (an = zk> :
k=0 nEIN()
Gemiss (3.10) gilt
1 — 2t
n=——. 3.12
“ 1—=2 ( )
Gemiiss Beispiel 3.5 gilt
(2") pen = 0
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Darum folgt mit Hilfe von Beispiel 3.3 und Satz 3.8(ii), dass

—z . —z B
(1—z'z) —>1—z 0=0.

neNg

Mit Hilfe von Beispiel 3.3, Satz 3.8(i) und (3.12) folgt daher, dass

( 1 L2 n> . 1 40 1
ap = z = .
L=z 1=z /J,en, 1—2z 1—2z

Der Grenzwert der geometrischen Reihe ist also

u 1
lim § b — . 3.13
n1—>oo 0 o 11—z ( )

Im Paradoxon von Zenon ist z = = € [0, 1[ der anfingliche Vorsprung der Schild-
krote. Die linke Seite von (3.13) ist geméss der “unendlichen Zenonrechnung”
die Stelle, bei welcher Achilles die Schildkréte einholt. (Siehe (3.11).) Die rech-
te Seite von (3.13) ist die Einholstelle geméss einer elementaren Rechnung. Die
“unendliche Zenonrechnung” und die elementare Rechnung ergeben also dasselbe
Resultat.

Ein wichtiger Grenzwert ist die FEulersche Zahl e. Sie ist die Basis fiir die natiirliche
Exponentialfunktion exp : R — R, exp(z) = €®. Um e zu definieren, betrachten wir die

Folge ((1-+ l)”)nen\l. Je grosser die Zahl n ist, desto kleiner wird 1 + = auf der einen

n
Seite, aber desto grosser wird die Potenz n auf der anderen Seite.

Frage. Wenn n immer grésser wird, welcher der folgenden beiden Effekte tiberwiegt
dann?

o 1+ % wird immer kleiner.

e Die Potenz n wird immer grosser.
Antwort: Keiner der beiden Effekte iiberwiegt, sondern die beiden Effekte halten sich

die Waage. Das bedeutet, dass die Folge ((1 + %)n)nefr\l konvergiert. Wir nennen ihren
Grenzwert die Fulersche Zahl.

Proposition 3.10 (Eulersche Zahl). Die Folge ((1 + %)n)netN konvergiert.

Beweis: S. 96
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Abbildung 3.5: Leonhard Euler, Schweizer Mathematiker, 1707-1783

Definition 3.11. Wir definieren die Fulersche Zahl als den Grenzwert

) 1\" ) 1\"
e := lim ((1+—) ) = lim (1+—> )
n—oo n n—oo n

neN

Diese Zahl ist nach Leonhard Euler benannt. (Siehe Abbildung 3.5.)

Bemerkungen. [Eulersche Zahl]

e Gemiss Proposition 3.10 ist die Eulersche Zahl wohldefiniert.

e ¢ ist irrational. Seine Dezimaldarstellung lautet
e=271...

Diese Darstellung ist nicht periodisch.

Beweis der Proposition 3.10: Wir schreiben

1 n
Qy, = (1+—) .
n

Behauptung 1. Die Folge (a,)nen st monoton wachsend.
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Beweis der Behauptung 1: Sein € N, sodss n > 2. Es gilt

an 1+, n(1+ ! )
an1 \ 14— n—1

(1" ) n
- n?/ n-—1

(Bernoullische Ungleichung, Lemma 2.7)
= 1.

Daraus folgt, dass a,, > a,_1. Daher ist die Folge (a,),en monoton wachsend. O

Behauptung 2. Die Folge (ay,)nen ist nach oben beschrinkt.

Beweis: Siehe [Stra, Beispiel 3.3.1., S. 32]. O
Wegen Behauptungen 1 und 2 und Satz 3.6(i) (Monotoniekriterium) konvergiert die
Folge (an)nen- Das beweist die Proposition 3.10. O

Bemerkungen. [eulersche Zahl, falsche “Regel” fiir Grenzwerte] Geméss Behauptung

1 im Beweis von Proposition 3.10 gilt fiir jedes n € N, dass a,, := (1 + %)n > a; =

(1+ %)1 = 2. Mittels Satz 3.8(iv) (Ordnung im Limes erhalten) folgt daraus, dass
e= lim a, > 2. (3.14)

n—oo
Moglicherweise denken Sie, dass (a,),en stattdessen gegen 1 konvergieren sollte, da
1+ % — 1 fir n — oo und 1" — 1 fiir n — oo. Implizit verwenden Sie dann die
(LRegel77

lim a,,“=" lim lim a,,, (3.15)
n—oo M—500 N—00 ’

mit a, , = (1 + %)m, also

1\" 1\
lim <1+—> “=7 lim <lim (1+—) = (1+0)m) (3.16)
n—oo n m—0o0 \n—o0 n

=1.
Wegen (3.14) ist (3.16) falsch. Daher ist die “Regel” (3.15) falsch.
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3.3 Limes superior und inferior, Folgen in R,
Komponenten- und Cauchy-Kriterium fiir
Konvergenz

Dieser Abschnitt wird in [Stra, 3.4, 3.5, 3.6] behandelt. Der Limes superior einer reellen
Zahlenfolge ist der Grenzwert fiir n — oo des Supremums aller Folgenglieder mit Index
grosser gleich n. Er tritt in Formeln fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe auf.
(Siehe spiter.)

Eine Folge in R? konvergiert genau dann, wenn sie die Bedingung fiir Konvergenz
einer reellwertigen Folge mit dem Absolutbetrag ersetzt durch die euklidische Norm
erfiillt. Wir werden Konvergenz von Folgen in R™ verwenden, um Abgeschlossenheit
einer Teilmenge von R™ zu charakterisieren.

Das Cauchy-Kriterium besagt, dass eine Folge in R? genau dann konvergiert, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist. (Siehe unten.) In der Definition einer Cauchy-Folge kommt
kein Grenzwert vor. Das Cauchy-Kriterium ist daher niitzlich, falls wir noch keine
Vermutung haben, gegen welchen Wert die Folge konvergiert.

Um den Limes superior und inferior einer allgemeinen reellen Zahlenfolge definieren zu
kénnen, brauchen wir folgende Definitionen.

Definition (erweiterte reelle Zahlengerade). Wir definieren die erweiterte reelle Zah-
lengerade als die Menge
[—00,00] ;= RU {—00,00}.

Definition (uneigentliche Konvergenz, uneigentlicher Grenzwert). (i) Sei (2, )nen,
eine Folge in [—o00, 0o]. Wir nennen (2, )nen, bestimmt divergent gegen oo g. d. w.

VC' € Rdng € NoVn € Ny : n > ng = x, > C.

In diesem Fall nennen wir oo den uneigentlichen Grenzwert von (z,)nen, und
schreiben
lim(x,,)nen, = 0.

(i) Wir definieren bestimmte Divergenz gegen —oo und den uneigentlichen Grenz-
wert —oo analog. (Wie?)
Sei (an)nen, eine Folge in R.

Definition 3.12 (Limes superior und inferior). (i) Wir definieren den Limes supe-
rior von (ap)nen, @ls

lim sup a,, := limsup(a,)nen, := lim sup a; € [—00, 0]
n—00 N—=0 jcNg:i>n
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(i1) Wir definieren den Limes inferior von (a,)nen, als

liminf a,, := liminf(a,)nen, := lim inf a; € [—00, o0.
n— 00 n—o00 1ENg:i>n

Bemerkungen. [Limes superior und inferior]

e Wir schreiben

b, == sup a; € [—00,00.
ieNg:i>n

Behauptung: Die Folge (b,)nen, konvergiert in [—oo, o0], d. h., sie konvergiert
gegen eine reelle Zahl oder divergiert bestimmt gegen 4-oo.

Wegen dieser Behauptung ist Teil (i) der Definition 3.12 sinnvoll.

Beweis der Behauptung: Sei n € Ny. Die Menge {ai , 1 € Ng 72 > n}
schliesst die Menge {ai }, 1ENy:2>n+ 1} ein.® Hieraus folgt, dass b, > bp1.
Das bedeutet, dass die Folge (b,,)nen, monoton fallend ist.

Fall: Es gilt:

— Es gibt ein ny € Ny so, dass b, # 0o.

— (bp)nen, ist nach unten beschrinkt.
In diesem Fall konvergiert (b,)nen, geméss Satz 3.6 (Monotoniekriterium) gegen
eine reelle Zahl.
Fall: Vn € Nob,, = oo: Dann divergiert (b,)nen, bestimmt gegen oo.

Fall: (b,,)nen, ist nicht nach unten beschrénkt. Dann divergiert (b;,),en, bestimmt
gegen —oo.

Also konvergiert (by,)nen, in jedem Fall in [—o00, 00].
e Falls (a,)nen, In [—00, 00| konvergiert, dann gilt

lim(a, )nen, = limsup(a,)nen, = liminf(a,)men, -

3Mit einschliessen meinen wir als Teilmenge enthalten.
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Beispiele. [Limes superior und inferior]

limsup (a, == (=1)"),ep, = 1

liminf (a, 1= (=1)"),cp, = —1

1
lim sup (an = (—1)" + —> =1
n neNg
. 1
lim inf <an = (=" - —> =-1
7 nen
limsup (a, = (=1)"n),cp, = 0
liminf (a, := (=1)"n),¢y, = —00

Sei (an)nen, eine Folge in R 4 und A € R?. Wir schreiben®

a', := i-te Komponente von a,, A? := i-te Komponente von A,
d. h. an:(a}l,...,aﬁ), A:(Al,...,Ad).
Wir definieren die euklidische Norm || - || wie in (1.8).

Definition 3.13 (Konvergenz, Grenzwert einer Folge in R?). Wir sagen, dass die Folge
(@n)nen, gegen A konvergiert g. d. w.

Ve €]0,00[Fng € NoVn € No : n > ng = |ja, — 4| < e.
In diesem Fall nennen wir A den Grenzwert (oder Limes) der Folge (an)nen, -

Bemerkungen. [Konvergenz, Grenzwert einer Folge in R

e In den Fillen d = 1,2 stimmt Definition 3.13 mit Definition 3.2 iiberein. Wir
verwenden auch fiir Folgen in R? die Notationen (3.2,3.3).

e In [Stra, Definition 3.6.1, S. 39] wird die Konvergenz einer Folge in R? ein bisschen
anders definiert. Diese Definition ist dquivalent zur Definition 3.13.

Beispiele 3.14. [Konvergenz einer Folge in RY]

(i) Beispiele 3.3, 3.5, 3.9((i),(iii)) sind Beispiele konvergenter Folgen in C = R

4Das bedeutet, dass a,, € R?, fiir jedes n € No.

SWir verwenden hier in a’, einen oberen Index i fiir die i-te Komponente von a,,, da die untere
Stelle schon durch den Index n besetzt ist. Dieser obere Index stimmt mit der Konvention der Physik
iiberein, einen oberen Index fiir die Komponenten eines Vektors zu verwenden. Der obere Index sollte
nicht mit einer Potenz verwechselt werden.
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(i) Wir betrachten die Folge (a,)nen in R® gegeben durch
(

, falls n = 3k + 1 fiir ein k € Ny,

, falls n = 3k + 2 fiir ein k € Ny,

, falls n = 3k fiir ein kK € N.

S
N
I

SO O O30 O O3I=

\

Diese Folge konvergiert gegen A := 0 := (0,0,0),

(an)new — A=0.

Das folgt aus der Tatsache |a, — A|| = =, fiir jedes n € N, und Beispiel 3.4.
Bemerkung. [Konvergenz von Folgen in R? erhalten unter Summe, Produkt und Quo-
tient] Die Aussagen des Satzes 3.8 gelten auch fiir Folgen in R?, soweit sie sinnvoll sind.
Préziser gesagt, gilt Folgendes:

e Aussage (i) gilt fiir Folgen (a,)nen und (b, )nen in RY.
e (ii) gilt fiir eine Folge (a,)nen in R? und eine Folge (b, )nen in R.
e (iii) gilt fiir eine Folge (a,)nen in R? und eine Folge (b, )nen in R.
Folgender Satz liefert ein weiteres Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge in R?. Sei

d € N, (ap)nen eine Folge in R und A € R%

Satz 3.15 (Komponenten-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in RY). Es sind dquivalent:

(1) (an)nen konvergiert gegen A.

(ii) Fiir jeden Index i € {1,...,d} konvergiert die i-te Komponentenfolge (a!)nen
gegen A

Beweis: [Stra, Satz 3.6.1, S. 39|

Beispiel. [Komponenten-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R Wir betrachten
die Folge (ay)nen aus Beispiel 3.14(ii) und A := 0 € R3. Wir zeigen noch einmal,
dass (an)nen — A. Dazu iiberpriifen wir die Bedingung (ii) des Satzes 3.15. Sei
ie{l,2,d=3}.
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Fall : = 3: Sei ¢ > 0. Wir wahlen eine natiirliche Zahl ny > % Sei n € Ny so, dass

n > ng. Falls 3|n ¢, dann haben wir a® = X, also
_ ; 1
‘az—B o Az‘ P
n
1
< — (da n > nyg)
o

1
<e  (dang>-),
3

wie gewiinscht. Falls 3 n, dann haben wir a3 = 0 und daher
|a;, — A'| =0 <e.

Fiir 4 = 3 ist (ii) daher erfiillt. Analoge Argumente zeigen, dass diese Bedingung auch
fir i = 1,2 erfillt ist. Also ist (ii) erfiillt. Geméss Satz 3.15 ist daher (i) erfiillt,

Bemerkung. Das Argument in diesem Beispiel ist analog zu jenem in Beispiel 3.4
(harmonische Folge konvergiert).

Der néchste Satz liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge,
falls wir noch keine Vermutung haben, gegen welchen Punkt die Folge konvergiert. Wir
bendtigen dazu folgende Definition.

Definition 3.16 (Cauchy-Folge). Eine Folge (an)nen, in R? heisst Cauchy-Folge g. d. w.

Ve €]0,00[dng € NoVm,n € No : m,n > ng = ||a, — a,|| < e. (3.17)

Cauchy-Folgen sind nach Augustin-Louis Cauchy benannt. (Siehe Abbildung 3.6.)
Bemerkungen. [Cauchy-Folge]
e Die Bedingung (3.17) bedeutet:
Fiir jede reelle Zahl € > 0

gibt es eine natiirliche Zahl ng € Ny so,

dass fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen m,n > nq gilt, dass

|t — a,| <e.

e In dieser Bedingung kommt kein Grenzwert vor.

6Das bedeutet, dass 3 die Zahl n teilt.
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Abbildung 3.6: Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, franzosischer Mathematiker.

e In der Definition einer Cauchy-Folge diirfen wir die Bedingung “m,n > ng”
durch “m,n > ny” ersetzen. Wir diirfen auch die Bedingung “< &” durch “< &”
ersetzen. Dadurch ergeben sich dquivalente Definitionen.

Sei d € N, (a,)nen eine Folge in RY.

Satz 3.17 (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R?). Es sind dquivalent:

(i) (an)nen konvergiert.

(71) (an)nen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis: [Stra, Satz 3.6.2, S. 39]

Bemerkung. [Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R¢] In Definition 3.16
(Cauchy-Folge) kommt kein Grenzwert vor. Falls wir noch keine Vermutung haben,
gegen welchen Punkt eine gegebene Folge konvergiert, ist die Implikation (ii)=-(i) daher
ein niitzliches hinreichendes Kriterium fiir Konvergenz.

Beispiele 3.18. [Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in R

(i) Wir definieren die Folge (zy)gen, durch

27k falls 3k, 1 1
Ty = { _9* sonst. , d. h. ro=1, xT1=—=, T9= 7 T3 =

Wir definieren die Folge

0| =
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Behauptung: Diese Folge konvergiert.

Beweis: Wir zeigen, dass Bedingung (ii) des Satzes 3.17 erfiillt ist, d. h. Bedin-
gung (3.17) in Definition 3.16: Sei € > 0. Geméss dem Archimedischen Prinzip
(Proposition 2.18) gibt es ein ng € Ny so, dass

1
Un 2 —.
£
Gemiss der Bernoullischen Ungleichung gilt 2™ = (14 1) > 1+ ng > ng, also
1
27 < —<e. (3.18)
No

Seien m,n € Ny so, dass
n>m > ng.

Es gilt a, — ap, = >, _,, .1 Tr- Mittels der Dreiecksungleichung (Satz 2.12) folgt
daraus, dass

= (Das folgt aus einer zu (3.9) analogen Rechnung.)

—9—m _9-n
< 27mo (da m > ng)
<e (gemiiss (3.18)).

Daher ist Bedingung (3.17), d. h. Bedingung (ii) des Satzes 3.17, erfiillt. Geméss

diesem Satz ist daher auch Bedingung (i) erfiillt, d. h. die Folge (ay,)nen, konver-
giert. Das beweist die Behauptung.

(ii) Wir definieren die harmonische Reihe als die Folge

"1 1
<an ::Z%> N, d. h. al:? ag =
ne

k=1

+1 1+
— Aq = —
27

— =
N | —

+_7

Behauptung: Diese Folge divergiert.
Beweis: Fiir jedes n € N gilt

2n 1 1
P > —
2n = n Zk—” m 2
k=n-+1
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Daher ist Bedingung (ii) des Satzes 3.17 nicht erfiillt. (Warum?) Geméss der
Kontraposition der Implikation (i)=-(ii) ist daher (i) nicht erfiillt. Das bedeutet,
dass die Folge (a,)nen, divergiert.

3.4 Reihe: Cauchy-, Quotienten-, Wurzel- und
Leibniz-Kriterium fiir Konvergenz,
Potenzreihe: Konvergenzradius und -bereich

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 2.4] und [Stra, 3.7 Reihen].

Definition einer Reihe, Konvergenz davon, Beispiele
Sei (ax)ren, eine Folge in RY.

Definition 3.19 (Reihe). Fiir jedes n € Ny definieren wir die n-te Partialsumme der
Folge (ax)ren, als die Summe

n
k=0

Wir definieren die zu (ay)ken, gehorige Reihe (oder Folge der Partialsummen) als die
Folge

(S”)nelNo :

Falls diese Folge konvergiert, dann definieren wir

ao—i—al—i—...::Zak (3.19)
k=0
= lm(s,)nen,
= Jm > o
k=0
Bemerkungen. [Reihe]

9

e Das Zeichen “c0”, das im Ausdruck “Y . a;” auftritt, hat keine selbststandige
Bedeutung. Es bedeutet nur etwas im Zusammenhang mit dem ganzen Ausdruck.
Wir beniitzen hier das Zeichen “oc0”, da wir intuitiv unendlich lange addieren.

Achtung! Der Index k£ nimmt den Wert oo nicht an, d. h. “a.,” ist nicht definiert,
da oo keine natiirliche Zahl ist.
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e In [Stra, Definition 3.7.1, S. 40] und in gewissen Biichern wird das Wort Reihe
nicht prézise definiert. Es wird dort fiir den intuitiven Begriff einer unendlichen
Summe gebraucht. Eine solche “Reihe” wird dort als ).~ a geschrieben. De-
finition 3.19 prézisiert den Begriff “Reihe”. “Konvergenz” im Sinne von [Stra,
Definition 3.7.1, S. 40] bedeutet, dass die zu (a)ren, gehorige Folge der Partial-
summen (s, = >y ax), o, konvergiert.

Beispiele. [geometrische und harmonische Reihe, Konvergenz|

e Sei z € C mit |z| < 1. Wir betrachten die geometrische Folge mit gemeinsamem
Verhéltnis z, d. h. die Folge

(ak = Zk)kelNo ’

Die n-te Partialsumme dieser Folge ist

Die zu (ax)ken, gehdrige Reihe ist daher die geometrische Reihe (3, Zk)kelNo'

1
1—27

k ko1 k _
(g z) —>1_Z, also g Z_nlggog 2—1_2.
keNo k=0 k=0

k=0

Geméiss Beispiel 3.9(iii) konvergiert die geometrischen Reihe gegen

e Wir betrachten die harmonische Folge

(0-3)
Qp = — .
k keN

Die zu (ax)rew, gehorige Reihe ist die harmonische Reihe (3 _, %)ken\]. Gemadss
Beispiel 3.18(ii) divergiert diese Reihe.
Konvergenzkriterien fiir Reihen

Sei (ay)ren, eine Folge in R und (s, )nen, die zugehdrige Reihe, also Folge der Parti-
alsummen.

Proposition 3.20 (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Reihe in R?). Aquivalent
sind:

(i) Die Reihe (sp)nen, konvergiert.
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(i)

sup
n>m

agl| =0 (m — o0)

k=m

Beweis: Das folgt aus der Tatsache s, — ;-1 = > _,_, a und Satz 3.17 (Cauchy-
Kriterium fiir Konvergenz einer Folge in RY).

Bemerkungen 3.21. [Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Reihe in le]

(i) Aus Proposition 3.20 folgt: Falls die Reihe (sn = Z ak> konvergiert, dann
k=0 NEINO
konvergiert die Folge (ax)ren, gegen 0. (Betrachten Sie dazu n = m!)

(ii) Die Umkehrung dieser Implikation ist folgende Aussage:

“Falls die Folge (a)xren, gegen 0 konvergiert, dann konvergiert die Reihe (sn = Z ak) J
k=0 n€ENg

Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel ist die harmonische Folge (ak = %) N

Gemiiss Beispiel 3.4 konvergiert diese Folge namlich gegen 0. Thre Reihe, die har-

n

1
monische Reihe (Z E) divergiert jedoch geméss Beispiel 3.18(ii).
neN

k=1

Folgender Satz liefert ein Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe in C. Sei (ag)ken,
eine Folge in C.

Satz 3.22 (Quotientenkriterium fiir die Konvergenz einer Reihe). Wir nehmen an,
dass a # 0, fiir jedes k € Ng.

n

(i) Die Reihe (Z ak> konvergiert, falls
neNg

k=0

A+1
Qg

< 1.

lim sup
k—o00

n

(i1) Die Reihe (Z ak> divergiert, falls
neNg

k=0

Qr+1

lim inf > 1.

k—oo

ag
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Beweis: [Stra, Satz 3.7.2., S. 41]

Die komplexe Exponentialfunktion spielt eine zentrale Rolle in der Analysis. Um sie zu
definieren, benétigen wir Folgendes. Sei z € C.

Definition 3.23. [Ezponentialreihe] Wir definieren die Exponentialreihe zu z als die

zur Folge (ak = Zk—f) gehorige Reihe, also als die Folge (ZZ:o Zk—f)
! o [

keN n€Ng’
Bemerkung. In dieser Definition tritt k£ Fakultat, d. h. k! := Hlez' =1-2-----k
auf. Im Fall £ = 0 ist das das leere Produkt, welches wir 1 definieren, also
ol =1.

Beispiel 3.24. [Quotientenkriterium, Exponentialreihe] Behauptung: Die Exponen-
tialreihe zu z konvergiert.

Beweis: Falls z = 0, dann stimmt die Aussage. Wir nehmen jetzt an, dass z # 0.
Dann gilt a; = 2—? # 0, fiir jedes £ € Ny und
e
k+1
=0 (k— o) (geméss Beispiel 3.4, harmonische Folge).

Ak+1
Qg

Gemiss Satz 3.22(i) konvergiert die Exponentialreihe zu z, (Zzzo 'Z—If) o daher.
U) neno

Definition 3.25 (komplexe Exponentialfunktion). Wir definieren die (komplexe) Ex-
ponentialfunktion als die Funktion

[e'e) k n L
Exp :=exp:C — C, exp(z) = Z % = nhjgoz %
k=0 =0

Bemerkung. Gemiss Beispiel 3.24 existiert dieser Grenzwert, d. h. exp(z) ist wohl-
definiert.

Fiir ein weiteres Beispiel, in dem Satz 3.22 angewandt wird, siehe [Stra, Beispiel
3.7.2. ii)].

Das Quotientenkriterium sagt nichts aus, falls unendlich viele a;, gleich 0 sind oder die
Folge der Quotienten ““+L stark oszilliert. Folgendes Kriterium behandelt auch solche

ag

Félle. Sei (ag)ren eine Folge in C.

Satz 3.26 (Wurzelkriterium fiir die Konvergenz einer Reihe). (i) Die Reihe (Z ak>
neNg

k=0
lim sup {/|ax| < 1.

k—o0

konvergiert, falls
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n

(i1) Die Reihe (Z ak> divergiert, falls
n€Ng

k=1
lim sup {/|ax| > 1.

k—o0

Beweis: [Stra, Satz 3.7.3., S. 43]

Potenzreihe, Konvergenzbereich und -radius

Als Anwendung des Wurzelkriteriums erhalten wir folgendes Korollar. Um es zu for-
mulieren, bendtigen wir folgende Definitionen. Sei ¢ = (¢ )ken, eine Folge in C.

Definition 3.27 (Potenzreihe, Konvergenzbereich, -Radius, -Kreisscheibe). (i) Wir
definieren die zu (cg)ren, gehorige (komplexe) Potenzreihe als die Abbildung

Cozm (Z ckzk> € { Folge in C}. (3.20)
nENg

k=0
Wir nennen ¢ den k-ten Koeffizienten der Potenzreihe (3.20).

(i) Wir definieren:

n
Konvergenzbereich der Potenzreihe z ( E ckzk)
k=0 neNg

= zur Koeffizientenfolge (cx)ren, gehoriger Konvergenzbereich

= {z eC ’ (Z ckzk> konvergz’ert} ,
k=0 neNg

n
Konvergenzradius der Potenzreihe z — < g ckzk>
k=0 nENg

= zur Koeffizientenfolge ¢ = (cp)ren, gehoriger Konvergenzradius
=p

= Pe
1

= TN € [0, 00] := [0, co[U{o0}, (3.21)
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n
Konvergenzkreisscheibe der Potenzreithe z — ( E ckzk>
k=0 ne[NO

= zur Koeffizientenfolge (cx)ren, gehorige Konvergenzkreisscheibe

2
= B,(0) (3.22)
Bemerkungen. e In (3.21) verwenden wir die Konventionen
1
- = — = 0.
0> 00

e In (3.22) bezeichnet B3(0) die offene Kreisscheibe mit Radius p um 0. Siehe
Definition 1.18.

Beispiele 3.28. [Konvergenzradius, -kreisscheibe, -bereich)|

(i) (geometrische Reihe) Wir betrachten die Folge (cj := l)keNO. Es gilt /|| =1,

fiir jedes k € Ny, und daher limsup,_,., {/|ck| = 1. Der zur Koeffizientenfolge
(1)gen, gehorige Konvergenzradius, d. h. der Konvergenzradius der geometrischen

Reihe Z P , ist daher gegeben durch
k=0 neNg

1

T msupn Vel

1.

Es gilt daher:

Konvergenzkreisscheibe der geometrischen Reihe = B (0) = offene Einheitskreisscheibe

Wir bestimmen den Konvergenzbereich der geometrischen Reihe. Sei z € C. Im
Fall |z| < 1 konvergiert die geometrische Reihe fiir z geméss Beispiel 3.9(iii).

Fall |z| > 1: Dann konvergiert (2"),en, nicht gegen 0. (Uberpriifen Sie das!)
Geméss dem Kontraponierten der Bemerkung 3.21(i) konvergiert die geometri-
sche Reihe fiir z daher nicht.

Geméss Definition 3.27(ii) gilt daher:

Konvergenzbereich der geometrischen Reihe = B(0)

(ii) Wir betrachten die Folge (cx)ren, gegeben durch

o { 1,  falls k gerade ist,
7L 27k, falls k ungerade ist.
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Abbildung 3.7: Jacques Hadamard, 1865-1963, franzosischer Mathematiker.

Fiir jedes gerade k gilt {/c, = 1, fiir jedes ungerade k gilt /¢, = % Hieraus folgt,
dass limsup,_, ., v/|ck| = 1. Daher ist geméss (3.21) der zur Koeffizientenfolge
(ck)ken, gehorige Konvergenzradius gegeben durch

1
’ 7 limsup el

Korollar 3.29 (Satz von Cauchy-Hadamard, Konvergenzbereich einer Potenzreihe, Konvergenzradius).

1.

n

Die Reihe (Z ckzk> konvergiert fir jedes z € C so, dass |z| < p.
k=0 neNg

k=0

(i1) Die Reihe (Z ckzk> divergiert fir jedes z € C so, dass |z| > p.
neNg

Dieses Korollar ist nach Augustin-Louis Cauchy benannt und Jacques Hadamard be-
nannt, siche Abbildungen 3.6 und 3.7.

Beweis des Korollars 3.29: Das folgt aus Satz 3.26 (Wurzelkriterium) mit ay :=

cp?*, da
Narl = || - v/ ekl VE € No.

(Uberpriifen Sie das!)0

Bemerkung. [Korollar] Korollar bedeutet Folgerung. Ein Korollar ist also ein Satz,
der auf einfache Weise aus einem anderen Satz folgt. Korollar 3.29 folgt zum Beispiel
auf einfache Weise aus Satz 3.26. Mathematisch gesehen bezeichnen Korollar und Satz
dasselbe. Siehe auch Bemerkung 1.7(ii).
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Bemerkungen 3.30. [Konvergenzbereich einer Potenzreihe, Konvergenzkreisscheibe]

(i) Gemaéss Korollar 3.29 enthilt der Konvergenzbereich der Potenzreihe z — (Z 2 )
k=0 nENg
die Konvergenzkreisscheibe B3(0) (als Teilmenge) und ist dieser Konvergenzbe-
reich in der abgeschlossenen Kreisscheibe FE(O) enthalten. Die Konvergenzkreis-
scheibe ist daher die grosste offene Kreisscheibe, auf der die Potenzreihe konver-
giert.

(i) Die Frage, welche Punkte auf dem Kreis S}(0) " im Konvergenzbereich der Po-
tenzreihe liegen, ist im Allgemeinen schwierig zu beantworten. Das Korollar sagt
hieriiber nichts. Es gibt viele Moglichkeiten fiir die Menge dieser Punkte.

Zum Beispiel ist fiir die geometrische Reihe geméss Beispiel 3.283.28 p = 1 und
der Konvergenzbereich gegeben durch die offene Einheitskreisscheibe Bf(0). Die
geometrische Reihe konvergiert daher fiir keinen Punkt auf dem Kreis S)_,(0).

Wir betrachten jetzt die Koeflizientenfolge (ci)ren, definiert durch

o {O, falls k = 0,
k p—
L falls k 0.

Es gilt p = 1. (Uberpriifen Sie das! Hinweis: Verwenden Sie eine Aufgabe aus Se-
rie 5 (Konvergenz und bestimmte Divergenz einer Folge in RY, Folge ({/n)nen)-)
Die zu (cx)ren, gehorige Reihe (ZZ:O a2 =510, Z_];)nell\l
den Punkt auf dem Kreis S)_,(0). Fir z € S1(0) \ {1} folgt das mit Hilfe
des Kriterium von Abel (fir die Konvergenz einer Potenzreihe).® Fiir z = 1
ist (Yo =20, k%)nENO die Zeta-Reihe fiir s = 2. (Siehe Beispiel 3.37
unten.) Gemdéss [Stra, Beispiel 3.7.4, S. 44] konvergiert diese Reihe. Die Reihe
(> Ckzk)nenxlo konvergiert also fiir jeden Punkt auf dem Kreis S}_,(0).

konvergiert fiir je-
0

Es gibt auch Beispiele von Potenzreihen, die fiir einige, aber nicht alle Punkte
auf dem Kreis S} (0) konvergieren, zum Beispiel (ZZ:1 %)HEN Diese Potenzreihe

konvergiert fiir z € S}_, \ {1} wegen des Kriteriums von Abel. Sie divergiert fiir
z = 1. (Warum?)

Beispiel. [Konvergenzbereich einer Potenzreihe, Konvergenzradius| Wir betrachten
die Folge (ck)ren, gegeben durch

L { 1,  falls k gerade ist,
= 27k falls k ungerade ist.

"Siehe Definition 1.18, (1.11). Ein Kreis ist ein eindimensionales Objekt. Er ist der Rand der
Kreisscheibe.
8In dieser Vorlesung behandeln wir dieses Kriterium nicht.
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Gemiiss Beispiel 3.28 gilt p = 1. Gemiiss Korollar 3.29 konvergiert die Folge (Z ckzk>
k=0 nElNo
daher fiir jedes z € C so, dass |z| < 1, und sie divergiert fiir jedes z € C so, dass |z| > 1.

Bemerkung. Das Quotientenkriterium (Satz 3.22) sagt in diesem Beispiel nichts, da
hier fiir aj, := cx2" mit z # 0 gilt, dass

Ap41
ag

Qp+1
Qg

= 00, lim inf = 0.

lim sup
k—o0

k—o0

(Uberpriifen Sie das!)

Definition 3.31 (Exponentialreihe). Wir definieren die (komplexe) Exponentialreihe
als die zur Folge (c;C = %) gehorige Potenzreihe, also als die Abbildung

n zk.
Z (Z F) . (3.23)
k=0 neNg

Bemerkung. Die rechte Seite ist die Exponentialreihe zu z. (Siche Definition 3.23.)

keNg

Beispiel. [Konvergenzradius und -bereich der Exponentialreihe] Der zur Koeffizienten-
folge (cx)ren, gehorige Konvergenzradius ist gegeben durch p = co. (Siehe Ubungsserie
6, Konvergenzradius einer Potenzreihe.) Geméss Korollar 3.29 konvergiert die Expo-
nentialreihe (3.23) daher fiir jedes z € C so, dass |z| < p = oo, d. h. fiir jedes z € C.
Das haben wir schon in Beispiel 3.24 mittels des Quotientenkriteriums gesehen.

Der zu (cx)ken, gehorige Konvergenzbereich ist also gleich C.

Konvergenzkriterium von Leibniz fiir alternierende Reihen

Das néchste Konvergenzkriterium ist im Fall alternierender Reihen niitzlich. Sei (a)ren,
eine Folge in R.

Definition 3.32 (alternierende Folge, alternierende Reihe). Wir nennen (ag)ren, al-
ternierend ¢. d. w.

Vk € Ny : (—=1)*ar >0 oder Vk € Ny : (—1)*a;, < 0.

Wir nennen die zu (ax)ren, gehorige Reihe alternierend g. d. w. (ay)ren, alternierend
15t.
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Beispiel 3.33. [alternierende harmonische Reihe] Wir definieren die alternierende har-

monische Folge als die Folge
-1 k—1
(ak = ( ) ) .
k kEN

Diese Folge ist alternierend. Wir definieren die alternierende harmonische Reihe als
die zur Folge (ay)ren gehorige Reihe, also als die Folge

— (—1)*! 1
<sn:—z< ]3 > , d. h. 51:? Sy =
k=1 neN

Diese Reihe ist alternierend.

W =

— | =
|
N | —

1
—_ Saq =
27 3

[l

Satz 3.34 (Konvergenzkriterium von Leibniz fiir alternierende Reihen). Sei (ax)gen,
eine monoton fallende Folge in R, die gegen 0 konvergiert.® Dann konvergiert die zu

((—1)kak)keNO gehorige Reihe, also die Folge (sn = Z(—l)kak
k=0 neNg

Bemerkung. Diese Reihe ist alternierend.

Dieser Satz ist nach Gottfried Wilhelm Leibniz benannt. (Siehe Abbildung 0.2.)

Beweis des Satzes 3.34: Sei k € No. Da (a;);en, monoton fallend ist, haben wir
0 > —Qgk—1 + Aok und daher

Sok—2 = Sok—2 — Q2k—1 + Aok = Soj.

Daher ist die Folge (sax)gen, monoton fallend. Ein dhnliches Argument zeigt, dass
Sok—1 < Sopi1, fiur jedes & € N, d. h. die Folge (sgx_1)ken ist monoton wachsend.
Mittels Induktion folgt daraus, dass

Sok+1 = S1, VEk € Ng. (324)

Sei k € No. Es gilt sop > Sor — a1 = Sopy1 und daher wegen (3.24), dass so; > 1. Die
Folge (sox)ren, ist deshalb nach unten beschrankt. Da sie auch monoton fallend ist,
konvergiert sie daher geméss Satz 3.6 (Monotoniekriterium). Ein analoges Argument
zeigt, dass die Folge (sax41)ken, konvergiert. Die Folge (—aak11),¢)y, konvergiert gegen
0, da (an)nen, geméss Voraussetzung gegen 0 konvergiert. Geméss Satz 3.8(i) gilt daher

($2k+1 = Sor — a2k+1)k€N0 — A -+ 0, A= 1lim (82k)kelNo .

Daraus folgt, dass die Folge (s, )nen, gegen A konvergiert. (Warum?) Das beweist Satz
3.34. O

9Daraus folgt, dass ay > 0, fiir jedes k.
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Beispiel 3.35. |alternierende harmonische Reihe konvergiert] Gemiss Satz 3.34 kon-

n -1 k—1
vergiert die alternierende harmonische Reihe | s, := Z ( k> ) )
k=1 neN

Bemerkung. Das steht im Kontrast zur Tatsache, dass die harmonische Reihe diver-
giert. (Siche Beispiel 3.18(ii).)

Frage 3.36. Was ist der Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe?

Wir werden diese Frage spéter mittels einer Potenzreihe beantworten. (Siehe Beispiel
6.66.)

Zeta-Reihe, Zeta-Funktion

Das néchste Beispiel liefert eine wichtige Funktion, die mittels einer Reihe definiert
wird.

Beispiel 3.37. [Zeta-Reihe, Zeta-Funktion] Sei s € R. Wir nennen die zur Folge
(ak = k_ls)kehxl gehorige Reihe, also die Folge (Zzzl k_ls)neﬂ\l’ die Zeta-Reihe zu s. Falls

s > 1, dann konvergiert diese Reihe. (Siche [Stra, Beispiel 3.7.4, S. 44].) Wir definieren
die Riemannsche Zeta-Funktion (oder (-Funktion) als

CJl,00[—= R, ((s):= Zi = lim » —.
=1

Falls s < 1, dann divergiert die Reihe (3", %)new (Siehe [Stra, Beispiel 3.7.4, S. 44].)
Fiir s = 1 ist das die harmonische Reihe, deren Divergenz wir in Beispiel 3.18(ii) gezeigt
haben.

Bemerkungen. e Bei dieser Reihe versagen das Quotienten- und Wurzelkriteri-
um. (Siehe [Stra, Beispiel 3.7.4, S. 44].)

e Das Basler Problem ist das Problem, den Wert

~1 1 1 1
C(2):Zﬁzi+§+§+...,

also die Summe der reziproken Quadratzahlen'® zu berechnen. Dieses Problem
wurde von Leonhard Euler gelost. Es gilt

71.2

>~ 1
(2)=) 5=—.
k26

06hne 0
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e Zu ((3) ist einiges unbekannt. Erst 1979 wurde bewiesen, dass ((3) irrational ist.
Man kann ((3) jedoch auf beliebig viele Dezimalstellen berechnen, zum Beispiel
mittels der Definition als Grenzwert einer Reihe.

e Die (-Funktion kann zu einer holomorphen Funktion C\ {1} — C fortgesetzt
werden. (Holomorphe, d. h. komplex differenzierbare Funktionen werden in der
Vorlesung Mathematische Methoden fiir ITET und RW im 2. Semester behan-
delt.) Die (fortgesetzte) (-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie,
einem Teilgebiet der Mathematik, in dem ganzzahlige Losungen von Gleichungen
und Primzahlen studiert werden. Die beriihmte Riemannsche Vermutung besagt,
dass die nichttrivialen!* Nullstellen der (-Funktion alle Realteil gleich % haben.

3.5 Absolute Summierbarkeit einer Folge,
absolute Konvergenz einer Reihe, Umordnung
einer Reihe, Cauchy-Produkt zweier Reihen,
Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 2.4] und [Stra, 3.8]. Sei (ay)ren, eine Folge in RY.

Definition 3.38 (absolut summierbar, absolut konvergent). Wir nennen (ax)gen, ab-
solut summierbar g. d. w. die zu (||a|) ey, gehorige Reihe, also die Folge (375 _ |lax|)
konvergiert.

neNg

In diesem Fall nennen wir die zu (ay)ken, gehirige Reihe, also die Folge (3, _, ax)
absolut konvergent.

neENp’

Beispiel 3.39. [absolute Konvergenz einer Potenzreihe auf ihrer Konvergenzkreisschei-
be| Sei (¢ )ren, eine Folge in C. Fiir jeden Punkt in der zugehorigen Konvergenzkreis-

scheibe konvergiert die zugehorige Potenzreihe absolut. Das bedeutet, dass fiir jedes

z € Cmit |z| < p die Reihe (Z || konvergiert. Das folgt aus Korollar 3.29.

k=0 neNg

(Uberpriifen Sie das!)

Wenn eine Folge absolut summierbar ist, dann konvergiert die zugehorige Reihe. Wir
kénnen dann die Folgenglieder sogar in einer beliebigen Reihenfolge addieren. Das ist
der Inhalt des folgenden Satzes.

UDie trivialen Nullstellen sind die Zahlen —2, —4, —6, ... .
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Satz 3.40 (absolute Summierbarkeit und Umordnung). Falls die Folge (ay)ken, absolut
summierbar ist, dann konvergiert fir jede bijektive Abbildung ¢ : Ny — Ng die zur Folge
(ap(j))jen, gehorige Reihe, und es gilt

Z Qo (j) = Z Q-
=0 k=0

Beweis: [Stra, Satz 3.8.1., S. 46]

Bemerkungen. o (ay())jen, ist die mittels ¢ umgeordnete Folge. Die zugehorige
Reihe ist die mittels ¢ umgeordnete Reihe. Satz 3.40 besagt also, dass fiir eine
absolut summierbare Folge die umgeordnete Reihe fiir jede Umordnung konver-
giert.

e Inshesondere gilt das also fiir die Identitdt ¢ = id : Ny — Ng. Daher gilt also:
Wenn eine Folge absolut summierbar ist, dann konvergiert die zugehorige Reihe.
Anders gesagt, gilt: Wenn eine Reihe absolut konvergiert, dann konvergiert sie.

e Die Umkehrung dieser Aussage lautet:
“Wenn eine Reihe konvergiert, dann konvergiert sie absolut.”

Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel dazu ist die alternierende harmonische
Reihe. Geméss Beispiel 3.35 konvergiert diese Reihe ndamlich, aber nicht absolut.

n —1)k1 1
Die Folge <Z ( ( ]3 = E)) ist ndmlich die harmonische Reihe, welche
k=1 neN

geméss Beispiel 3.18(ii) divergiert.

Beispiele. [absolute Summierbarkeit, Konvergenz und Umordnung]

e Sei z € Cso, dass |z| < 1. Wir betrachten die geometrische Folge (2*)gecn, und die

zugehorige Reihe, die geometrische Reihe (sn = Z 2" . Da |z| < 1, kon-
k=0 nENg
vergiert geméss Beispiel 3.7 die zu (}zk‘ = |Z|k)ken\10 gehorige Reihe (Z |z|k) :
n€Ng

k=0
Daher ist die Folge (2%)gen, absolut summierbar, d. h., die geometrische Reihe

(Z zk> konvergiert absolut. Geméss Satz 3.40 mit ¢ = id konvergiert
k=0 neNg

daher die geometrische Reihe <Z zk> .
neNg

k=0



118 KAPITEL 3. FOLGE UND REIHE

Bemerkung: Das zeigten wir schon in Beispiel 3.9(iii), wo wir auch den Grenz-

wert ﬁ berechneten.

e Mittels des gleichen Arguments folgt, dass fiir jedes z € C mit |z| < 1 und
jede bijektive Abbildung ¢ : Ny — Ny die umgeordnete geometrische Reihe

(Z 290 konvergiert. Betrachten wir zum Beispiel die Abbildung
3=0 neNg
i Jof1]2]3]4|5]6][7]8 |9]10]11]...
o) |01 ]2]4[3]5|6[8[10[7|9 [11]...
(1 gerade Zahl, 1 ungerade Zahl, 2 gerade Zahlen, 2 ungerade Zahlen, 3 gerade

Zahlen, 3 ungerade Zahlen, ...) Der Grenzwert der umgeordneten Reihe ist dann
gegeben durch

A+ + 24+ + B2+ P+ 8+ A+

= Z A= (gemiss Satz 3.40)
k=0
1

1—2

e Wir definieren die Folge (zx)ken, durch

B { 2k falls 3|k,
Th = —27% sonst.

und (S,)nen, als die zu (zg)ren, gehorige Reihe. Gemiéss Beispiel 3.7 konvergiert

die zu (|zx| = 2%)1@@\10 gehorige Reihe (37, 2%)”@\]0. Dabher ist die Folge (x1)ken,

absolut summierbar, d. h., die zugehorige Reihe | s, = Z xk> konvergiert
k=0 nENg

absolut. Der Grenzwert

1 1 1 1 1
270 27l 9724998 9™ 9% 4. =14 =
* 2 173 16

existiert also. Das zeigten wir auch schon in Beispiel 3.18(i).

+ ...

Bemerkungen. [Umordnung einer nicht absolut konvergenten Reihe]

(i) Fiir jedes S € [—o0, 00| kann eine konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe so umgeordnet werden, dass sie gegen S konvergiert. (Im Fall S = 400
bedeutet das, dass die Reihe bestimmt nach +oo divergiert.) Das ist die Aus-
sage des Riemannschen Umordnungssatzes. (Siche [Wal97, 5.17 Riemannscher
Umordnungssatz, S. 105].)
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In [Stra, Beispiel 3.8.1, S. 45] wird zum Beispiel gezeigt, wie wir die alternie-
rende harmonische Reihe so umordnen koénnen, dass sie divergiert.Wir kénnen
diese Reihe auch so umordnen, dass die umgeordnete Reihe gegen die Héilfte
des Grenzwertes der alternierenden harmonischen Reihe konvergiert. Durch Um-
ordnung der alternierenden harmonischen Folge (ak = U )keN erhalten wir

k
namlich die Folge 1,1 -1 1 1 1/l L- L~ Die zugehorige Reihe

2' 7 423" 6’ 8’57 100 127
1 1
(1 1+1 1+1 1:t )
2 3 4 5 6 7

konvergiert mit Grenzwert gegeben durch
- Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe.

—
|
I

1 =

( 1) 1 (1 1) 1 (1 1) 1
2) 17376 85T T2t
1 1

6 8710 12

N — N~ DN —

(ii) Bemerkung (i) steht nicht im Widerspruch zur Kommutativitét der Addition, da
diese im Allgemeinen nur fiir endliche Summen gilt.

Seien (ag)ren, := @ und (by)sen, := b zwei Folgen in C.

Definition 3.41 (Faltung, Cauchy-Produkt). (i) Wir definieren die Faltung (oder
das Faltungsprodukt) von a und b als die Folge

axb:Ny— C, (D) = (axb)(m):= Z apby = Zakbm,k.
k=0

k,0€Ng:k+=m

(i) Wir definieren das Cauchy-Produkt der zu a und b gehérigen Reihen als die zur
gefalteten Folge a x b gehorige Rethe, also

K L M m
Cauchy-Produkt von (Z ak> und (Z bg) = (Z(a % 0)p = Z akbmk>
KeNg £=0 LeNg k=0

k=0 m=0

Beispiele. [Faltung]

e Die Faltung von a = 1 mit sich selbst ist gegeben durch

(a*a)m221-1:m+1.

MeNg
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e Seien z,w € C. Die Faltung der Folgen

2F w?
a,b: Ny — C, ay, = R by := o (3.25)
ist gegeben durch
m Shym—k
b)m = _
(axb) " H(m — k)
1 — 1
= 2 (TZ) ZF ™% (Binomialkoeffizient: (Z?) = m)
1
= — (2 + w)™ (geméss dem binomischen Lehrsatz). (3.26)
m!

Satz 3.42 (Cauchy-Produkt zweier Reihen). Seien a = (ag)ren, und b = (be)een,
absolut summierbare Folgen in C. Dann ist die Faltung a x b absolut summierbar, und
es gilt

f:oa*b nli_)rgoi)a*b kZ:ak sz (3.27)
m= m= 0

Beweis: [Bla03, (5.18), S. 189] oder [Stra, Satz 3.8.2., S. 47]

Bemerkungen. [Produkt zweier Reihen]

e Dieser Satz besagt:

— Das Cauchy-Produkt zweier absolut konvergenter Reihen konvergiert abso-
lut.

— Der Grenzwert des Cauchy-Produktes solcher Reihen ist gleich dem Produkt
der Grenzwerte der Reihen.

e Wir betrachten den Fall, dass aj # 0 fiir nur endliche viele £ und b, # 0 fiir nur
endlich viele ¢. Das bedeutet, dass es Zahlen K, L € Ny gibt so, dass a, = 0 fiir
k > K und b, = 0 fiir £ > L. Dann folgt die Aussage von Satz 3.42 aus dem
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Distributivgesetz. Genauer gesagt gilt

fe'e) K+L
Z a*b)m Z (a*b)y,
m=0 m=0
K+L
= Z Z aiby (geméss Definition 3.41)

m=0 k=0,...,K, £=0,...,L: k-+-f=m

= Z akbg

k=0,...,K, ¢=0,...,L

K L
= <Z ak> Z by (geméiss dem Distributivgesetz).
k=0 =0

e Der interessante Aspekt von Satz 3.42 ist, dass die Identitét (3.27) auch gilt, falls

ay, # 0 fiir unendlich viele k£ oder b, # 0 fiir unendlich viele £.

Ohne die Voraussetzung, dass a und b absolut summierbar sind, ist die Aussage
des Satzes 3.42 im Allgemeinen falsch, selbst wenn die zu a und b gehorigen
Reihen konvergieren. Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch

a:Nyg—C, a; :=

Die zu a gehorige Reihe konvergiert geméss Satz 3.34 (Konvergenzkriterium von
Leibniz fiir alternierende Reihen). Die zum Cauchy-Produkt a * a gehorige Reihe
konvergiert jedoch nicht, und daher ist die Aussage des Satzes 3.42 fiir dieses
a = b falsch. Sei niamlich m € Ny. Gemiss Satz 2.13 (Youngsche Ungleichung)

mit z:=vk+1,y:=vm—k+1und c:=1 gilt

VE+1vVm—k+1< = ((k+1) (m—k+1)):mT+2. (3.28)

Es gilt

(a*a)m, E Qg * Qppy—ks

DF(=1)m*
_Z\/k+1\/m k+1
N 1
) ,;x/kﬂx/m—kﬂ'
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Mittels (3.28) folgt daraus, dass

T2 2 1
k:0m+ m +

Mittels Proposition 3.20 (Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz einer Reihe in R?)
folgt daraus, dass die zu a * a gehorige Reihe nicht konvergiert. (Warum?)

Bemerkung: Die Folge a ist nicht absolut summierbar. (Warum?) Es ergibt sich
daher kein Widerspruch zu Satz 3.42.

Korollar 3.43 (Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion). Fir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

Beweis des Korollars 3.43: Seien z,w € C. Wir definieren a und b wie in (3.25).
Gemaiss Definition 3.25 gilt

. " (24 w)™
exp(z + ) = Jim 37 T
m=0 )
= nh—>ngo Z_O(a * b)), (wegen (3.26))

= Z a Z be (gemiiss Satz 3.42)
0

k=0 (=
= exp(z) exp(w).

Das beweist Korollar 3.43. O

3.6 Die Exponentialfunktion, die
trigonometrischen Funktionen Kosinus und
Sinus, Eulersche Formel

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 2.5] und [Stra, 3.9, 5.3]. An rationalen Stellen ist
die Exponentialfunktion durch Potenzieren von e gegeben. Die Exponentialfunktion
héngt iiber die Eulersche Formel mit den trigonometrischen Funktionen Kosinus und
Sinus zusammen.

Wir definieren e wie in Definition 3.11 (e := lim, (1 + %)n) Wir erinnern uns an
folgende Definition aus dem Gymnasium. Fiir Zahlen b €]0, 00 und r € Q definieren
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wir die r-te Potenz von b als
b= V™, (3.29)

wobei m € Z und n € N so gewihlt sind, dass 7 = .

Bemerkungen. e Fiir jedes y € [0, 00] ist die Wurzel {/y als die eindeutige Zahl
x € [0, 00| definiert so, dass ¥ = y. Siehe Definition 4.47.

e b ist wohldefiniert, d. h. es gibt tatséchlich ein solches Paar (m, n) und die rechte
Seite von (3.29) héngt nicht von der Wahl von (m,n) (so, dass r = ™) ab.

Satz 3.44 (Exponentialfunktion, Eulersche Zahl). Fiir jede rationale Zahl r gilt

e" = exp(r).
Beweis: [Stra, Satz 3.9.2, S. 49]
Bemerkung. Insbesondere gilt
=1 1 1 1 1 11
e:exp(1):ZH:a+ﬂ+5+§+-~:1+1+§+6+-~

(Siehe Ubungsserie 6, Eulersche Zahl und Exponentialfunktion.)

Sei z € C.

Definition 3.45 (komplexe Potenz von e). Wir definieren

e 1= exp(z).

Bemerkung. Fiir ein rationales z = r haben wir e¢” schon mittels (3.29) definiert.
Wegen Satz 3.44 fallen fiir ein solches z die Definitionen (3.29) und 3.45 zusammen.
Daher ist die Definition 3.45 sinnvoll.

Um den Zusammenhang der Exponentialfunktion mit der Kosinus- und der Sinusfunk-
tion zu erkldren, benétigen wir folgende Definition.

Definition 3.46 (Kosinus- und Sinusreihe). Wir definieren die Kosinusreihe zu z als

die zur Folge (%) o gehorige Reihe, also als die Folge (Z?:o —(7(12)]']')'?2].) ey
©/jeNg oo mETo

Wir definieren die Sinusreihe zu z als die zur Folge (

also als die Folge <Z;.”:O %>men\10'

(—1)d 22541 . .
Sy )jen\lo gehdrige Reihe,



124 KAPITEL 3. FOLGE UND REIHE

Bemerkung 3.47. Die Kosinus- und die Sir_l}lsreihe konvergiert (fiir jedes z € C). Das
folgt aus Satz 3.22 (Quotientenkriterium). (Uberpriifen Sie das!)

Definition 3.48 (Cos, Sin). Wir definieren die Funktionen

m

Cos,Sin : C — C, Cos(z) := lim Z

M Sin(z) := lim i (-1

Um den néchsten Satz zu formulieren, bendtigen wir folgende Definitionen. Seien Xy, Yj
Mengen, X C Xy und f : Xo — Yy. Wir definieren die Einschrinkung (oder Restrikti-
on) von f auf Xy als die Abbildung

flx == f1x (X, Yo, {(z, f(z)) |z € X}).

(] stellt eine Harpune dar.) f : X — Y ist also die gleiche Funktion wie f, ist aber
nur auf X definiert. Wir erinnern uns an Definition 2.21 (cos, sin).

Satz 3.49 (Kosinus, Sinus). Die Einschrinkung von Cos auf R ist durch cos gegeben
und die Finschrinkung von Sin auf R durch sin, d. h.

Cos |r = cos, Sin |g = sin.

Beweis: Das folgt aus dem Beweis der Existenzaussage von Lemma 2.20 (S. 204). Siche
Bemerkung 5.29.

Korollar 3.50 (Eulersche Formel). Fiir jedes ¢ € R gilt

€'Y = cisp = cosp + isin .

Beweis: Es gilt

e = exp(ip) (geméss Definition 3.45)

=0 7=0
(D s (H )R
= lim +1 lim
A2 T 2
= Cosp +iSingp (geméss Definition 3.48) (3.30)

=cosp +ising (gemiss Satz 3.49). (3.31)
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Das beweist Korollar 3.50. O
Als eine Anwendung der Eulerschen Formel und des Additionstheorems erhalten wir
folgendes Korollar.

Korollar 3.51 (Periodizitéit der komplexen Exponentialfunktion). Fs gilt

Exp(z + 27mi) = Exp(z), vz e C.

Beweis: Fiir jedes z € C gilt

Exp(z + 2mi) = Exp(z) Exp(271) (gemiss Korollar 3.43)
= Exp(z) -1 (wegen Korollar 3.50 und cos(27) = 1, sin(27) = 0).

Das beweist Korollar 3.51. O






Kapitel 4

Stetigkeit, Topologie

Dieses Kapitel entspricht [Bla96a, 2.2, 2.3] und [Stra, Kapitel 4]. Ein zentraler Begriff
dieses Kapitels ist die Stetigkeit einer Funktion mehrerer Verénderlicher. Anschaulich
gesprochen, ist eine Funktion stetig, falls wir ihren Graphen zeichnen kénnen, ohne den
Bleistift vom Papier zu heben. Das bedeutet, dass sich ihre Werte nur wenig &ndern,
wenn das Argument sich wenig dndert. Stetigkeit ist eine Voraussetzung vieler Sétze.
Zum Beispiel ist jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und beschriankten
Intervall Riemann-integrierbar. (Siehe [Stra, Satz 6.2.2].)

Wir werden Stetigkeit mit Hilfe von Topologie charakterisieren. Die Topologie ist ein
Teilgebiet der Mathematik, das sich mit offenen Mengen befasst. Eine Teilmenge von
R™ heisst offen, falls sie die Vereinigung von offenen Béllen (= offene Vollkugeln) ist.
(Im eindimensionalen Fall ist ein offener Ball dasselbe wie ein offenes Intervall.) Eine
auf einer offenen Menge definierte Funktion f ist genau dann stetig, wenn das Urbild
unter f jeder offenen Menge wieder offen ist. Das charakterisiert Stetigkeit mittels
Topologie.

4.1 Stetigkeit, Stetigkeit erhalten unter
Rechenoperationen und Verkniipfung, durch
Potenzreihe definierte Funktion ist stetig

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 2.2] und [Stra, 4.2]. Seien n,n’ € N, S C R",
S’ C R und f:S — S eine Funktion.

Definition 4.1 (Stetigkeit). (i) Seixg € S. f heisst an der Stelle z, ! stetig ¢. d. w.

Ve €]0,00[30 €]0,00Vz € S+ |z — zo|| <6 = ||f(z) — flzo)|| <e. (4.1)

Loder im Punkt z¢ oder schlichtweg in xg

127
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Abbildung 4.1: Karl Weierstraf}, 18151897, deutscher Mathematiker, Vater der Epsi-
lontik (= Wissenschaft des ¢).

(Hierbei bezeichnet || - || die euklidische Norm. Siehe (1.8).)

(i1) f heisst stetig g. d. w. f an jeder Stelle seines Definitionsbereiches stetig ist.

Bemerkungen 4.2. [Stetigkeit]

(i)

(i)

(iii)

Ausgesprochen lautet die Stetigkeitsbedingung (4.1):

Fiir jedes £ €]0,00] gibt es ein § €]0, 00| so, dass fiir jedes x € S gilt: Falls
der (euklidische) Abstand zwischen x und xy kleiner gleich ¢ ist, dann ist der
Abstand zwischen f(z) und f(xg) kleiner gleich . Das bedeutet, dass sich der
Wert von f nur wenig éndert, wenn sich ihr Argument zy dndert.

Die Bedingung (4.1) heisst das Weierstrafische e-0-Kriterium. Sie ist nach Karl
Weierstrafl benannt. (Siehe Abbildung 4.1.)

In (4.1) diirfen wir die Bedingung “... < §” durch “... < §” ersetzen. Wir diirfen
auch die Bedingung “... < €” durch “... < €” ersetzen. Dadurch ergeben sich
aquivalente Definitionen.

In [Stra, Definition 4.1.3.; S. 52] wird Stetigkeit an einer Stelle anders definiert.
Diese Definition und Definition 4.1 sind dquivalent.
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(v) Die Funktion f ist an der Stelle xo unstetig, d. h. nicht stetig g. d. w. gilt
— (Ve €]0,00[36 €]0,00[Va € S : ||lz — a0 <6 = || f(2) — fzo)|| <)
=—Ve36Vz ... (Der Ubersichtlichkeit halber kiirzen hier Ve €]0, oo zu Ve ab, usw. )
Sde—30 ... (geméss Bemerkung 1.21, (1.12))
&L VoV ... (geméss Bemerkung 1.21, (1.13))
& T ([lo — x| 0= || f(x) = flxo)|| <o)
& (e =l S S A f(x) — f(mo)| £ €)
&3e €]0,00[V0 €]0,00[Fz € S+ |la — mol| < S A [ f(z) — f(zo)|| > e (4.2)

Beispiele 4.3. [Stetigkeit]

(i) Jede konstante Funktion ist stetig. (Uberpriifen Sie das!)

(ii) Fiir jede Teilmenge S C R™ ist die Identitétsabbildung id :=idg : S — S stetig.
Seien némlich xy € S und € €]0, 00[. Wir definieren § := . Sei x € S so, dass
|x — z0|] < 0. Dann gilt

|id(z) — id(zo)|| = |l — x| < 6 =e.
Dabher ist id fiir jedes xg € S an der Stelle z( stetig. Also ist id = idg stetig.
(iii) Sei n € Nund i € {1,...,n}. Wir definieren die (kanonische) i-te Projektion
(oder Projektion auf die i-te Koordinatenachse) als die Funktion
pr; : R" = R, pr;(x) = z;. (4.3)
Diese Abbildung ist stetig. (Siehe Ubungsserie 6.)

(iv) Fiir jede Teilmenge A von R" definieren wir die Indikatorfunktion (oder charak-
teristische Funktion) der Menge A als

1, fallsz e A

xa:R" =R, xal(x):= { 0 <onst. (4.4)

Die Funktion

f = X{o} - R—R
ist an der Stelle ¢y = 0 unstetig. Um das zu sehen, iiberpriifen wir die Bedingung
(4.2). Wir definieren ¢ := 3. Sei § €]0,00[. Wir wiihlen ein z € R so, dass
r # xo=0und |z|] < J (zum Beispiel x := §). Es gilt

lz — 0] <9, X0} (@) = x(03(0)| =10—1| =1> - =¢.

1
2
Daher ist die Bedingung (4.2) erfiillt. Geméss Bemerkung 4.2(v) ist x1o; daher
an der Stelle g = 0 unstetig.
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(v) Wir definieren die Dirichletsche Sprungfunktion als xq : R — R, die charakteristi-
sche Funktion der rationalen Zahlen. Diese Funktion ist in jedem Punkt unstetig.
Siehe [Stra, Beispiel 4.1.3. v), S. 53]. Die Funktion ist nach Peter Gustav Lejeune
Dirichlet? benannt.

Satz 4.4 (Stetigkeit, Rechenoperationen, Komponenten). (i) Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division komplexer Zahlen sind stetige Funktionen.

(i) Seienmn € N, S CR", f,g: S — C, a € Cundxy €S so, dass f und g in xg
stetig sind. Dann sind die Funktionen

f+g7 a'f7 fg

in xq stetig. Falls g(zo) # 0, dann ist die Funktion g in xq stetig. (Diese Funktion

ist auf der Menge aller x € S definiert, wofir g(x) # 0.)

(iii) Seienn,n’ € N, S CR*, &' C R, f = (fi,....,fw): S = 5 und zo € S. Die
Funktion f ist in xq stetig g. d. w. fir jedesi € {1,...,n'} die Funktion f; in x
stetig ist.

Beweis: [Bla03, (3.6,3.7,3.5)]

Bemerkungen. [Stetigkeit, Rechenoperationen)]

e (i): Addition komplexer Zahlen ist die Abbildung
+:CxC—C, +(z,w) =z + w.

Subtraktion und Multiplikation sind analoge Abbildungen. Division ist die Ab-

bildung
SiCx (C\{0}) > C,  (zw) = —.
w
e Seien f : S — S’ eine Funktion, A C S und zy € A. Falls f in xq stetig ist,
dann ist die eingeschriankte Funktion f|4 in xo stetig. Aus Teil (i) des Satzes
4.4 folgt daher, dass Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division reeller

Zahlen stetige Funktionen sind.

e (iii): Die Funktionen fi,..., fr : S — R sind die (Standard-) Komponenten der
Funktion f:S — S’. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

f:R* = R? f(z) = (ml +$2> :

T1T2

21805-1859, deutscher Mathematiker
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(21, 29 sind die Komponenten von z, d. h. z = (21, 22).) Die Komponenten von
f sind gegeben durch

fl; f2 : |R2 — |R, fl(ﬂi') = X1 + Za, fQ(I) = T1Z2.

Beispiele 4.5. [Stetigkeit der Rechenoperationen und eines Polynoms]

(i) Seien ag,a; € R. Behauptung: Die Abbildung
fR—=R, f(x) == a1z + ay,

ist stetig.

Beweis: Fiir jede Menge X und jede Zahl ¢ € R schreiben wir die Funktion auf
X, die konstant gleich c ist, als

cx : X = R, cx(x) ==¢, Vo € X.

Die Funktion z — a2, also a, id ist geméss Beispiel 4.3(ii) und Satz 4.4(ii) stetig.
Die Funktion (ag)gr ist geméss Beispiel 4.3(i) stetig. Da f = ayid +(ag)g, folgt
daher aus Satz 4.4(ii), dass f stetig ist. Das zeigt die Behauptung.

(ii) Jedes reelle Polynom p : R — R ist stetig. Das folgt aus Beispiel 4.3((i),(ii)), Satz
4.4(ii) und Induktion iiber den Grad des Polynoms. (Uberlegen Sie sich das!)

(iii) Jedes komplexe Polynom p : C — C ist stetig. Das folgt analog zum Beispiel (ii).

Definition 4.6 (Polynom in mehreren Verédnderlichen). Eine Funktion f : R* — R
heisst Polynom (auf R") g. d. w. sie eine (endliche) Linearkombination von Funktionen
der Form

(e79)

a1
T ayw,

ist, wobei a, ..., a, € No. (x; bezeichnet die i-te Komponente von x € R™.) Der Grad
des Polynoms f ist die grosste Zahl ay + - - - 4+ «, so, dass der Term x{* ---x& in f
(mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten) auftritt.

Beispiel. [Polynom in mehreren Variablen] Ein Beispiel fiir ein Polynom auf R? ist die
Funktion

1
f:R* =R, f(x) == —2] + 31125 — §x§x3

Der Grad dieses Polynoms ist 4, da fiir a; = 0,2 = 3, a3 = 1 der Term z{"25%x5® in

f auftritt und kein Term hoherer Ordnung auftritt.
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Beispiel 4.7. [Stetigkeit eines Polynoms in mehreren Variablen, Rechenoperationen,
Komponenten| Behauptung: Jedes Polynom auf R™ ist stetig.

Beweis: Seien ay,...,a, € Ny und ¢ € {1,...,n}. Geméss Beispiel 4.3(iii) ist die
Projektion pr; : R* — R stetig. Mittels Satz 4.4(ii) folgt hieraus, dass pr;" stetig ist
und daher pr{" ---pro~ stetig ist. Indem wir Satz 4.4(ii) nochmals anwenden, folgt
daraus, dass jede Linearkombination von Funktionen der Form pr{* - - - pro stetig ist.
Eine solche Linearkombination ist dasselbe wie ein Polynom auf R". (Das folgt aus der
Tatsache, dass (pry! - -pror) (z) = a7* - - - x8.) Das beweist die Behauptung.

Die Verkniipfung zweier stetiger Funktionen ist stetig. Das ist der Inhalt des folgenden
Satzes.

Satz 4.8 (Verkniipfung stetiger Funktionen). Seien n,n/,n” € N, S C R", S’ C R",
S"CRY, f:8 =5, g:5 — 8" Funktionen und xo € S ein Punkt so, dass f in x
stetig ist und g in f(xq) stetig ist. Dann ist die verknipfte Funktion go f : S — S” in
o Stetig.

Beweis: [Bla03, (3.2), S. 108]

Bemerkung 4.9. [Wurzelfunktionen stetig] Fiir jedes n € N ist die n-te Wurzelfunk-
tion g/ : [0, 00[— [0, oo[ stetig. Siehe Beispiel 4.53(i).

Beispiel. [Verkniipfung stetiger Funktionen] Behauptung: Die Funktion
h:[—1,00[— R, h(z) = Vz +1,
ist stetig. Beweis: Sei xy € [—1, co[. Wir definieren die Funktionen
f =1, 00[— [0,00], f(z) =z +1, g:=/:0,00[= [0, 00].
Es gilt

h=gof.

Gemiss Beispiel 4.5(i) ist die Funktion f im Punkt zy stetig. Geméss Bemerkung 4.9
ist die Funktion g im Punkt f(x() stetig. Aus Satz 4.8 folgt daher, dass die Funktion
h im Punkt z( stetig ist.

Sei (cg)gen, eine Folge in C. Wir schreiben p fiir den zugehérigen Konvergenzradius.
(Siehe Definition 3.27.) Wir definieren die Funktion

o0 n

f: Bz(O) — C, f(z):= chzk = JLIEOchzk
k=0

k=0
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Satz 4.10 (Durch Potenzreihe definierte Funktion ist stetig.). Die Funktion f ist stetig.

Beweis: Siehe Korollar 4.62.

Bemerkung. Gemiss Definition 3.27(ii) ist die zu (¢ )ren, gehorige Konvergenzkreis-
scheibe durch B2(0) gegeben. Gemiss Bemerkung 3.30(i) ist das die grosste offene
Kreisscheibe, auf der die Potenzreihe konvergiert. Satz 4.10 besagt, dass die durch die
Potenzreihe definierte Funktion auf der Konvergenzkreisscheibe stetig ist.

Beispiele 4.11. [Exponentialfunktion, Kosinus, Sinus stetig] Die Funktionen® exp, Cos, Sin :
C — C sind stetig. Das folgt aus Satz 4.10 und der Tatsache, dass die Konvergenzra-
dien der Potenzreihen, die exp, Cos, Sin definieren, gleich oo sind. (Siehe Beispiel 3.24
und Bemerkung 3.47.)

Beispiel. [komplizierte stetige Funktion] Wir betrachten die Funktion

F=(f.f) R >R, @) = (\/exp(xlxg) —l—a:%) ‘

2 2
T + 75

Behauptung: Diese Funktion ist stetig.
Beweis: Wir definieren die Funktionen
p,q:R* =R, p(z) = z129, q(z) = xé.

Es gilt
fi=yo (expop—l—q). (4.5)

(Uberpriifen Sie das!) Die Funktion p ist ein Polynom (in zwei Variablen). Gemiss
Beispiel 4.7 ist p daher stetig. Geméss Beispiel 4.11 ist exp stetig. Geméss Satz 4.8 ist
daher exp op stetig.

Die Funktion ¢ ist ein Polynom (in zwei Variablen). Geméss Beispiel 4.7 ist ¢ daher
stetig. Geméss Satz 4.4(i) folgt hieraus, dass exp op + ¢ stetig ist. Geméiss Bemerkung
4.9 ist die Quadratwurzelfunktion |/ stetig. Geméss Satz 4.8 folgt hieraus, dass VO
(exp op + q) stetig ist. Geméss (4.5) stimmt diese Funktion mit f; iiberein. Daher ist
f1 stetig.

Die Komponente f5 ist ein Polynom. Geméss Beispiel 4.7 ist fo daher stetig. Da f;
und fo stetig sind, ist geméss Satz 4.4(iii) die Funktion f stetig. Das beweist die
Behauptung.

Bemerkung. In diesem Beispiel haben wir das Problem, Stetigkeit von f zu beweisen,
in Teilprobleme aufgeteilt: Zeige, dass p, exp, exp op,expop + ¢, f1 und fs stetig sind.
Wir haben also die Methode Divide et impera! (Teile und herrsche!) verwendet.

3Siehe Definitionen 3.25 und 3.48.
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4.2 Topologie: Offen- und Abgeschlossenheit einer
Menge, Inneres, Abschluss, Rand, Konvergenz
einer Funktion, Kompaktheit, stetige
Funktion auf kompakter Menge

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 2.3] und [Stra, 4.1, 4.3]. Topologie befasst sich mit
offenen und abgeschlossenen Mengen. Eine Teilmenge von R™ heisst offen g. d. w. sie
die Vereinigung von offenen Béllen (= offene Vollkugeln) ist. Sie heisst abgeschlossen
g. d. w. ihr Komplement offen ist. Mit Hilfe von Topologie kénnen wir Stetigkeit
einer Funktion charakterisieren. Eine auf einer offenen Teilmenge von R™ definierte
Funktion ist ndmlich genau dann stetig, falls das Urbild jeder offenen Teilmenge unter
der Funktion offen ist.

Eine Funktion konvergiert an einer Stelle xy gegen einen Wert 1, falls ihre Werte sich
immer mehr yy ndhern, wenn sich ihr Argument der Stelle 2y néhert.

Ein zentraler Begriff der Topologie ist Kompaktheit. Dieser Begriff ist zum Beispiel
darum wichtig, weil jede auf einer kompakten nicht leeren Menge definierte stetige
Funktion ihr Supremum annimmt.

Sei S C R™. Wir bezeichnen mit BJ'(x) den offenen Ball um zy mit Radius . (Siche
Definition 1.18.)

Definition 4.12 (innerer Punkt, Inneres, Offenheit). (i) Ein Punkt x € S heisst
innerer Punkt von S ¢. d. w. es ein r €]0, 00][ gibt so, dass

BMz) C 8.

Wir definieren Int S, das Innere von S (oder den offenen Kern von S), als die
Menge aller threr inneren Punkte,

Int S := Int(S) := S = {innerer Punkt von S}.

(ii) S heisst offen (in R™) g. d. w. jeder Punkt von S ein innerer Punkt ist.
Bemerkungen. o “Int” steht fiir interior.

e Das Innere von S ist in S enthalten,

IntS C S.

e Eine Menge ist offen g. d. w. sie gleich ihrem Inneren ist.
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Definition 4.12(ii) erklart die in Beispiel 1.1(iv) erwahnte Struktur Standard-
Topologie auf R™.

Beispiele 4.13. [innerer Punkt, Inneres, Offenheit]

(i)

(v)

Sei g € R" und R € [0, 00| = [0, co[U{o0}.

Behauptung: Jeder Punkt des offenen Balles S := B} (zy) ist ein innerer Punkt.
Das Innere des offenen Balles ist daher der offene Ball, und der offene Ball ist
offen. Das rechtfertigt den Namen “offener Ball”. Insbesondere ist R" = BZ (0)
offen.

Beweis der Behauptung: Sei x € S = B}(xo). Wir setzen 7 := R — ||z — 20|

Seiy € B'(x). Day—x¢ = (y—x)+ (x —1x0), gilt geméss der Dreiecksungleichung
(Satz 2.12)*

ly = zoll < lly = [l + [lz = zol| <7+ [l — x| = R.

Daher liegt y in S = B}(xo). Also ist Bl(x) in S enthalten und daher z ein
innerer Punkt von S, wie behauptet.

Jedes offene Intervall I ist offen, da es um jeden Punkt in [ einen offenen Ball
gibt, der in I enthalten ist. (Warum?)

Das Innere des abgeschlossenen Balles ist der offene Ball, genauer
Int (B (x0)) = Bja(wo).
(Siehe Ubungsserie 7 (Inneres).)

Seien a < b reelle Zahlen. Wir betrachten das halb-offene Intervall S := [a, b].
Gemdss (ii) ist jeder Punkt im offenen Intervall |a, b] ein innerer Punkt von ]a, b
und daher ein innerer Punkt von S = [a, b[. Andererseits ist xy := a kein innerer
Punkt von S. (Warum?) Das halb-offene Intervall [a, b] ist daher nicht offen. Wir
haben gezeigt, dass das Innere des halb-offenen Intervalls S = [a,b] das offene
Intervall |a, b[ ist,

Int[a, b|=]a, b[.

Jedes nicht leere beschriankte abgeschlossene Intervall ist nicht offen, da keiner
der Randpunkte ein innerer Punkt ist. Insbesondere ist fiir jedes xqg € R die
Einpunktmenge {z(} nicht offen.

4Die Aussagen gelten auch im Fall R = oo.
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Im Folgenden bendtigen wir die Vereinigungsmenge einer beliebigen Kollektion (=
Menge) von Mengen. Diese Menge ist wie folgt definiert. Sei S eine Kollektion von
Mengen.

Definition (Vereinigung, Durchschnitt). (i) Wir definieren |JS, die Vereinigung
von S (oder Vereinigungsmenge von S oder Vereinigung aller Elemente von S)
als die Menge aller Objekte, die Element (mindestens) eines Elementes von S

sind, d. h.
Us=JS:={z|35e8:z €5}

Ses

(ii) Wir nehmen jetzt an, dass S nicht leer ist. Wir definieren (S, den (Durch-
)Schnitt von S (oder die Schnittmenge von S oder den Schnitt aller Elemente
von S) als die Menge aller Objekte, die Element aller Elemente von S sind, d. h.

NS=[)S:={z|vSeS:zes}
SeS

Bemerkungen. [Vereinigung, Durchschnitt]

e Wenn S aus zwei Mengen A und B besteht, d. h. S = {A, B}, dann ist

(J{A,B}=AuB, (){A,B}=AnB.

e Sei jetzt I eine Menge (die “Indexmenge”) und S eine Abbildung, die jedem i € I
eine Menge S; := S(7) zuordnet. Wir schreiben (.S;);c; := S und nennen dies eine
indizierte Familie von Menge. Wir setzen

S = {Si}iel}.

Es gilt

Us=Us. Ns=)s-

i€l i€l

Bemerkung. Eine Teilmenge von R" ist offen g. d. w. sie die Vereinigung offener
Bille ist, d. h. die Vereinigung einer beliebigen Kollektion (= Menge) offener Bille.
(Die Kollektion darf unendlich viele Elemente besitzen.) Die Implikation “offen <=
Vereinigung ...” folgt aus Beispiel 4.13(i). (Uberpriifen Sie das!)

Folgender Satz fasst wichtige Eigenschaften von offenen Mengen zusammen.

Satz 4.14 (Eigenschaften offener Mengen). FEs gilt:
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(i) O, R" sind offen in R™.
(ii) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen.

(111) Jede Vereinigung offener Mengen ist offen.

Beweis: [Stra, Satz 4.3.1, S. 59]

Beispiele. e Wir definieren den “offenen Halbmond” S als den Durchschnitt des
offenen Einheitsballes in R? und der offenen rechten Halbebene, also

S := B{(0) N (J0, 0o[xR).
(Zeichnen Sie diese Menge!) Gemiéss Satz 4.14(ii) ist der “offene Halbmond” offen.

e Gemdss Satz 4.14(iii) und Beispiel 4.13(ii) sind die Mengen

10, 1[U]2, 4], U{]z’,i—l—l[‘iel}:U]i,i—i—l[, U ]21%

i€z 1€No

offen. (Zeichnen Sie diese Mengen!)

Bemerkung. Die Aussage (ii) des Satzes 4.14 ohne das Wort endlich ist falsch. D. h.,
der Durchschnitt unendlich vieler offener Teilmengen ist im Allgemeinen nicht offen.
Zum Beispiel gilt

N B (0) = {0}.

keN

Diese Menge ist gemiss Beispiel 4.13(v) nicht offen.

Als Néchstes behandeln wir den topologischen Begriff einer abgeschlossenen Menge.
Dieser Begriff ist zum Beispiel darum wichtig, da eine Teilmenge von R" genau dann
kompakt ist, falls sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Definition 4.15 (Abgeschlossenheit). Eine Teilmenge A C R™ heisst abgeschlossen
(in R™) g. d. w. ihr Komplement A° = R"\ A offen ist.

Bemerkung. Dieser Begriff wurde von Georg Cantor eingefiihrt, in [Can84], wo er auf
S. 388 eine abgeschlossene Menge ensemble fermé nennt.

Beispiele 4.16. [(Nicht-)Abgeschlossenheit]
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(i) Jedes abgeschlossene Intervall ist abgeschlossen. Sei I zum Beispiel ein nicht
leeres beschrianktes abgeschlossenes Intervall, d. h., I = [a,b] mit a < b. Das
Komplement von I ist ¢ =] — oo, a[U]b, oo, also die Vereinigung zweier offener
Intervalle. Geméss Satz 4.14(iii) ist diese Vereinigung offen. Also ist I abge-
schlossen. Fiir unbeschrianktes abgeschlossenes Intervall folgt Abgeschlossenheit
aus einem dhnlichen Argument.

(i) Jeder abgeschlossene Ball® ist abgeschlossen. Das folgt aus der Dreiecksunglei-
chung fiir die euklidische Norm. (Siehe Ubungsserie 7.)

(iii) Seien a,b € R mit a < b. Das offene Intervall ]a, b[ und die halb-offenen Intervalle
[a,b[ und ]a, b] sind nicht abgeschlossen. (Warum?)

Aus Satz 4.14 folgt das néchste Korollar, das Analoges fiir abgeschlossene Mengen
aussagt.

Korollar 4.17 (Eigenschaften abgeschlossener Mengen). Es gilt:

(i) 0, R" sind abgeschlossen in R™.
(ii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iii) Jeder Durchschnitt abgeschlossener Mengen® ist abgeschlossen.

Bemerkung. Aussage (ii) ohne das Wort endlich ist falsch. D. h., die Vereinigung
unendlich vieler abgeschlossener Teilmengen ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen.
Es ist sogar so, dass jede Teilmenge S C R" eine Vereinigung von abgeschlossenen
Teilmengen ist, da

S = U{a:}

z€eS

(Die Einpunktmenge {x} ist abgeschlossen.)

Bemerkungen. [Unterschied zwischen Teilmengen und Tiiren]

e Gemiss Satz 4.14(i) und Korollar 4.17(i) sind die leere Menge und der ganze
Raum R™ sowohl offen als auch abgeschlossen. Andererseits gibt es Teilmengen

von R", die weder offen noch abgeschlossen sind, zum Beispiel halboffene Inter-
valle. (Siehe Beispiele 4.13(iv) und 4.16(iii).

5Siehe Definition 1.18.
5Damit meinen wir den Durchschnitt einer beliebigen nicht leeren Kollektion von abgeschlossenen
Mengen. Diese Kollektion kann unendlich viele Elemente besitzen.
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Teilmengen von R” sind also keine Tiiren. Ein Tiir ist ndmlich entweder offen
oder geschlossen’. Eine Teilmenge dagegen kann offen, abgeschlossen, beides oder
keines von beiden sein.

e Die Mengen () und R” sind die einzigen Teilmengen von R™, die sowohl offen als
auch abgeschlossen sind. Siehe [Stra, Korollar 4.6.1., S. 72].

Beweis des Korollars 4.17: Fiir n = i, ii, iii folgt Aussage (n) aus Satz 4.14(n),
indem wir das Komplement betrachten und die de Morganschen Gesetze anwenden.®
Details des Beweises von ((i),(iii)): Siehe Ubungsserie 7.

Details des Beweises von (ii): Seien k € Nund Ay, ..., Ay C R" abgeschlossene Mengen.
Gemiiss Definition sind dann die Mengen Af,..., A§ offen. Geméss Satz 4.14(ii) ist
daher der Durchschnitt ASN---N A§ offen. Geméss einem de Morganschen Gesetz? gilt

(AjU---UAL) = A{N---N AL

Da diese Menge offen ist, ist A; U --- U A, abgeschlossen. Das beweist (ii). O

Folgender Satz charakterisiert Abgeschlossenheit.

Satz 4.18 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Fiir jede Teilmenge S C R™ sind
dquivalent:

(a) S ist abgeschlossen.

(b) (Folgenabgeschlossenheit) Der Grenzwert jeder konvergenten Folge in S liegt wie-
derum in S, d. h.

Vo € R"V(x)ken, Folge in S((a:k)k@NO —r =€ S). (4.6)

Beweis: [Stra, Satz 4.3.5, S. 62]

Bemerkung. [Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit|Die Bedingung (4.6) ist logisch
dquivalent zur Bedingung

Vr e R" ((El(xk)keNO Folge in S : (xk)ren, — x) =€ S) . (4.7)

"Wir setzen hier abgeschlossen mit geschlossen gleich.

8Die de Morganschen Gesetze gelten fiir beliebige (auch unendliche) Vereinigungen und Durch-
schnitte. Siehe Ubungsserie 6.

9Giehe Ubungsserie 2 (Mengenoperationen).
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Das folgt daraus, dass fiir jede Aussagenform A(y) und jede Aussage B gilt:
¥y(Aly) = B) = (FnA(w)) = B.
(Wir verwenden das mit

A(y) := “y ist Folge in S und y — z”, B:=‘“xes”.

Die Bedingung (4.6) wird in [Stra, Satz 4.3.5, S. 62] verwendet. Die Formulierung (4.7)
scheint mir natiirlicher, da sie die Form Vz € R"(P(z) = Q(z)) besitzt, wobei

P(z) := “I(x)ken, Folge in S : (k)ken, — 27, Qz) = “zes.

Beispiel. Das halb-offene Intervall S :=]0, 1] ist nicht abgeschlossen.

Beweis: Das Kontraponierte der Implikation (a)=-(b) ist =(b)= —(a). Gemiss Satz
4.18 gilt diese Aussage. Die Folge z := ¢ (k € N) liegt in S =]0, 1], aber ihr Grenzwert
x = limg_, xx = 0 liegt nicht in S. Daher ist die Bedingung (b) nicht erfiillt. Da
—(b)= —(a), folgt, dass (a) nicht erfiillt ist, also, dass S =]0, 1] nicht abgeschlossen ist,
wie behauptet.

Der Grenzwert einer Funktion ist in Punkten im Abschluss des Definitionsgebiets der
Funktion definiert. Der Abschluss einer Menge S ist die kleinste abgeschlossene Menge,
die S enthélt. Sei S C R”.

Definition 4.19 (Abschluss). Wir definieren den Abschluss von S als den Durchschnitt
aller abgeschlossenen Obermengen von S 1°,

S = clos(S) = m Al (4.8)

ACR™ abgeschlossen: SCA

Bemerkungen 4.20. [Abschluss]

(i) Der Abschluss von S enthélt S (als Teilmenge),

SDS.

(ii) Der Abschluss einer Menge S ist ein Durchschnitt abgeschlossener Mengen. Geméss
Korollar 4.17(iii) ist der Abschluss von S daher abgeschlossen. Daraus folgt, dass
der Abschluss von S die kleinste abgeschlossene Menge ist, die S enthélt.

10Fine Obermenge von S ist eine Menge, die S als Teilmenge enthilt.
"Die Notation clos steht fiir closure.
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(iii) Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn sie mit ihrem Abschluss iibereinstimmt.

(iv) In [Stra, Definition 4.1.1., S.51] wird der Abschluss auf eine andere Weise, mittels
Folgen, definiert. Diese Definition ist dquivalent zu Definition 4.19. Siehe [Stra,
Satz 4.3.3, S. 61].

Beispiel. [Abschluss] Behauptung: Fiir S :=]0, 1] haben wir S = [0, 1].
Beweis: A := [0, 1] ist eine abgeschlossene Obermenge von S. Gemiss (4.8) gilt daher
S C[0,1] (4.9)

Jeder offene Ball um zy := 0 schneidet die Menge S. Jede offene Menge, die 0 enthélt,
schneidet daher die Menge S. Sei jetzt A eine abgeschlossene Obermenge von S. Dann
ist AL = R\ A offen. Da AL die Menge S nicht schneidet, folgt, dass 0 ¢ AL, d. h. 0 € A.
Da ]0,1] = S C A, folgt daraus, dass [0,1] C A. Es gilt daher

[0,1] € N A=3.

ACR™ abgeschlossen: SCA

Mit Hilfe von (4.9) folgt daraus, dass S = [0, 1].

Wir erinnern uns an Definition 1.18 (offener und abgeschlossener Ball, Sphére).

Beispiel 4.21. [Abschluss| Sei zy € R" und r € [0, 0o] = [0, co[U{oc}. Der Abschluss
des offenen Balles ist der abgeschlossene Ball, d. h.

By (o) = By (x0).

Siehe [Stra, Beispiel 4.1.2 iii), S. 52].

Folgender Satz beschreibt das Innere einer Menge mittels offener Mengen und den
Abschluss mittels Folgen.

Satz 4.22 (Charakterisierung des Inneren und des Abschlusses). Fir jede Teilmenge
S CR" gilt:

(i) Das Innere von S ist die Vereinigung aller offenen Teilmengen von S,

mtS =9 = Uy v

UCR"™ offen: UCS

(1i) Der Abschluss von S ist gegeben durch

S = {x eR” { xk)ken, © Folge in S : (Tk)ken, — x}
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Beweis von Satz 4.22: (i) folgt aus Definition 4.12 (innerer Punkt, Offenheit).
(ii): [Stra, Satz 4.3.3, S. 61] O

Bemerkungen. e Gemiss Satz 4.22(i) ist das Innere einer Menge S eine Verei-
nigung offener Mengen. Geméss Satz 4.14(iii) ist das Innere von S daher offen.
Wegen Satz 4.22(i) ist das Innere von S die grdsste offene Menge U, die in S
enthalten ist.

e Eine Menge ist genau dann offen, wenn sie mit ihrem Innern {ibereinstimmt.
Im Integralsatz von GauB}, den wir in Analysis 2 behandeln werden, kommt ein Inte-

gral iiber den Rand eines Gebietes vor. Anschaulich ist der Rand die Begrenzung des
Gebietes. Die nichste Definition macht diesen Begriff prézise. Sei S C R™.

Definition 4.23 ((topologischer) Rand). Wir definieren S, den (topologischen) Rand
von S als das Komplement des Inneren von S im Abschluss von S,

0S8 := S\ Int S.

Bemerkungen. Das Zeichen 0 ist ein geschwungenes d. Es wird “del” ausgespro-
chen, in Anlehnung an den griechischen Buchstaben ¢ (delta). Es steht fiir den letzten
Buchstaben im Wort Rand.

Sei 7y € R und r €]0, 00[. Wir definieren S""!(x¢), die Sphiire mit Mittelpunkt x
und Radius 7, als die Menge aller Punkte in R”, die Abstand r zu xq haben,
SP N (wo) = {z € R"| |z — mo|| = r}. (4.10)

Beispiel. [Rand] Der Rand des offenen Balles ist die Sphére, genauer

OBy (x0) = B, (20) \ B} (z0) = 57" (o).
Das folgt aus Definition 4.23 und den Beispielen 4.21 und 4.13(i).
Der Rand des abgeschlossenen Balles ist ebenfalls die Sphére, genauer

OB, (x0) = B, (z0) \ B} (z0) = 57" (o). (4.11)

Aus der Definition 4.19 (Abschluss) und Beispiel 4.16(ii) folgt némlich, dass B, ()
sein eigener Abschluss ist. Mittels Beispiel 4.13(iii) folgt daraus (4.11).

Bemerkung. Der Rand einer Menge S' ist abgeschlossen, da
0S =8\ IntS=5nN(R"\ IntS)

und gemiss Korollar 4.17(iii) die rechte Seite abgeschlossen ist.
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Folgender Satz charakterisiert den Rand einer Menge.

Satz 4.24 (Charakterisierung des Randes). Der Rand einer Teilmenge S C R" ist die
Menge aller Punkte x, fir die jeder Ball um x sowohl S als auch das Komplement von
S schneidet, also

95 ={z € R"|Vr €)0,00[: Bl () NS #0+# B'(x)\ S}

Beweis: [Stra, Satz 4.3.4, S. 62].

Eine Funktion konvergiert an einer Stelle xy gegen einen Wert 1, falls ihre Werte
sich immer mehr yo ndhern, wenn sich ihr Argument der Stelle zy néhert. Um das zu
préazisieren, betrachten wir n,p € N, X CR", Y C R, 2o € X, f: X — Y und
Yo € RP.

Definition 4.25 (Konvergenz und Grenzwert einer Funktion). Wir sagen, dass die
Funktion f an der Stelle z 2 gegen y, konvergiert ¢. d. w.

Ve €]0,00[30 €]0, 00V € X : ||z — xo| <6 = || f(2) — o < e (4.12)
In diesem Fall schreiben wir
f—=wy inxo  oder  f(x) >y (2 — x0),
nennen wir yo den Grenzwert von f an der Stelle xq und definieren wir

lim f(x):= I;mf = 1Yo.

T—T0
Bemerkungen 4.26. [Konvergenz und Grenzwert einer Funktion]
(i) Der Grenzwert von f an der Stelle z( ist wohldefiniert, d. h., eindeutig (falls
er existiert). Wir verwenden hier, dass zy im Abschluss des Definitionsbereichs
X von f liegt. Falls das nicht der Fall ist, ist die Bedingung (4.12) fiir jedes ¥,

erfiillt, d. h. f “konvergiert in xy gegen jeden Punkt y,”. (In diesem Fall haben
wir Konvergenz in x allerdings gar nicht definiert.)

(ii) Falls 2o € X und f an der Stelle xy konvergiert, dann gilt

lim f(z) = f(xo).

Tr—x0

(iii) Falls xy € X, dann konvergiert f an der Stelle zg g. d. w. f in xq stetig ist.

20der im Punkt x¢ oder schlichtweg in
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Die Bedingungen (4.12) und (4.1) sind &hnlich. Der Unterschied liegt darin, dass
in (4.12) yo dort steht, wo in (4.1) f(x) steht. f braucht im Punkt xy nicht
definiert zu sein, um iiber Konvergenz von f in z sprechen zu kénnen. Im Ge-
gensatz dazu muss f in xg definiert sein, um iiber Stetigkeit von f in zy sprechen
zu koénnen.

Definition 4.25 (Konvergenz einer Funktion an einer Stelle) und Definition 3.13
(Konvergenz einer Folge) sind dhnlich. 6 und x spielen dabei die Rollen von ny
und n.

In [Stra, Definition 4.1.2., S. 52] wird der Grenzwert einer Funktion an einer
Stelle anders definiert. Diese Definition und der Begriff eines Grenzwertes wie in
Definition 4.25 sind dquivalent.

In gewissen Biichern wird in der Definition der Konvergenz, also in (4.12), an-
genommen, dass r # xg. Diese Definition ist nicht dquivalent mit Definition
4.25. Ein Vorteil der Definition 4.25 ist, dass damit die Substitutionsregel fiir
Grenzwerte gilt. (Siche [DK04a, Theorem 1.4.2, p. 17])

Beispiele 4.27. [Konvergenz und Grenzwert einer Funktion]

(i)

Seien n,p € N, )?Q R™ X Qi, Y C RP, f: X — Y und X € XNX. Wir
definieren f := f|x : X — Y. Falls f im Punkt z, stetig ist, dann konvergiert f
an der Stelle zy gegen yo := f(xo).

Beispiel: X := R, X :=R \ {0}, Y :=R, f :=idg, 2o := 0. In diesem Fall ist f
gegeben durch

f = idg ’[R\{O} 'R \ {0} — [R, f(ft) =x.
Die Funktion idg ist stetig, da sie ein Polynom ist. Daher konvergiert f an der
Stelle z¢ := 0 gegen 1, := idg(0) = 0.
Bemerkung: Die Funktion f ist an der Stelle g = 0 nicht definiert. Daher ist
es nicht sinnvoll, iiber Stetigkeit von f an dieser Stelle zu sprechen.

Wir betrachten

1
,—},neh\l
n+1n

f£:0,1] = R, f(z) = %, falls x € }

Diese Funktion konvergiert im Punkt z := 0 gegen gy := 0. (Uberpriifen Sie
das!)
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(iii) Wir betrachten
F=R\{0} >R  fa):= "1

x
Diese Funktion konvergiert an der Stelle zy := 0 gegen yo := 1, d. h.

r—0 x

Das folgt aus Beispiel 5.3(iii) und der Tatsache €° = exp(0) = 1.

(iv) Wir betrachten die Funktion
1
f:R\{0} = R, f(x) =

Diese Funktion konvergiert an der Stelle zy := 0 nicht.
Bemerkung 4.28. [Divergenz einer Funktion in einem Punkt] Seien n,p € N, X C R™,

Y CRP, g € X und f : X — Y. Die Funktion divergiert im Punkt xy, d. h. sie
konvergiert im Punkt xq nicht, g. d. w.

Vyo € Y3e €]0,00[Vd €]0,00[Fz € X : ||lo — xo]| < OA || f(x) — yol| > e (4.13)

(Siche Ubungsserie 7, Konvergenz und Grenzwert einer Funktion an einer Stelle.)

Ein zentraler Begriff der Topologie ist Kompaktheit. Dieser Begriff ist zum Beispiel
darum wichtig, weil jede auf einer kompakten nicht leeren Menge definierte stetige
Funktion ein Maximum besitzt. Um den Begriff definieren zu kénnen, bendtigen wir
Folgendes.

Definition 4.29 (Beschréanktheit). Eine Teilmenge von R"™ heisst beschrénkt g. d. w. sie
wn etnem abgeschlossenen Ball enthalten ist, der nicht ganz R™ ist.

Definition 4.30 (Kompaktheit). Eine Teilmenge von R™ heisst kompakt g. d. w. sie
abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Bemerkung. [Kompaktheit] In [Stra, Definition 4.2.2.; S. 57| wird Kompaktheit an-
ders definiert. Geméss [Stra, Satz 4.3.6., S. 63] sind diese Definition und Definition
4.30 dquivalent.

Beispiele. [(Nicht-)Kompaktheit]
e Sei zy € R” und 7 €0, 00[. Der abgeschlossene Ball B, () ist gemiss Beispiel

4.16(ii) abgeschlossen. Da er auch beschriankt ist, ist er kompakt. Insbesondere
ist jedes abgeschlossene und beschriinkte Intervall '* kompakt.

13Das ist eine Teilmenge von R der Form I = [a,b] mit a,b € R und a < b.
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e Scien a,b € R mit a < b. Das offene Intervall ]a,b] und die halb-offenen Inter-
valle [a,b] und ]a,b] sind nicht kompakt, da sie geméss Beispiel 4.16(iii) nicht
abgeschlossen sind.

e Die Menge R" ist nicht kompakt, da sie nicht beschrankt ist.

Fiir weitere (Nicht-)Beispiele siehe [Stra, Beispiel 4.2.2. i)].

Jede auf einer kompakten nicht leeren Menge definierte stetige Funktion besitzt ein
Maximum. Das folgt aus dem néchsten Satz.

Satz 4.31 (Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung). Das Bild
einer kompakten Menge K C R"™ unter einer stetigen Abbildung f : K — RP ist
kompakt.

Beweis: [Stra, Satz 4.2.3, S. 58].

Sei X eine Menge und f : X — R eine Funktion. Ein Punkt x, € X heisst Maximal-
stelle von f g. d. w.
flzy) > f(x), Ve e X. (4.14)

Falls f eine Maximalstelle x, besitzt, dann definieren wir das Mazimum von f als

max [ := m)?xf = max f(z) = f(zy).

In diesem Fall sagen wir auch, dass f ein Maximum besitzt.

Bemerkung. Das Maximum ist wohldefiniert, d. h., es héngt nicht von der Maximal-
stelle ab.

Analog definieren wir den Begriff einer Minimalstelle und die Sprechweise ein Minimum
besitzen.

Beispiel 4.32. [Maximalstelle, Maximum einer Funktion] Wir betrachten die Funktion

1, fallsx =0,
T, sonst.

Fi0 R @)=
Die Punkte 0 und 1 sind Maximalstellen von f. Es gilt

max f = f(0) = f(1) = L

Die Funktion f besitzt kein Minimum.
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Bemerkungen. e Die Funktion f kann mehrere Maximalstellen besitzen. Das ist
im Beispiel 4.32 der Fall. f besitzt jedoch hochstens ein Maximum. Im Beispiel
4.32 ist dieses Maximum gleich 1.

e Es gilt
max f = maxim(f).

e Anstelle von “f besitzt ein Maximum” sagen wir auch “f nimmt ihr Maximum
an” (und zwar im Punkt z, wie oben). Bei dieser Sprechweise sind wir uns
allerdings bewusst, dass dieses Maximum nur existiert, wenn es angenommen
wird.

e Das Supremum sup A einer Teilmenge A von R ist die kleinste obere Schranke von
A. (Siehe Definition 2.17.) Das Supremum existiert immer.'* Sei X eine Menge
und f : X — R. Wir definieren das Supremum von f als das Supremum des

Bildes von f, d. h.

sup f :=sup f(z) := supim(f). (4.15)
zeX

Die Funktion f besitzt genau dann ein Maximum, wenn sie ihr Supremum an-
nimmt, d. h., wenn es einen Punkt z, € X gibt so, dass f(z;) = sup f. In diesem
Fall ist das Supremum von f gleich dem Maximum von f,

sup f = max f.

e Analoge Bemerkungen gelten fiir das Infimum einer Teilmenge von R und einer
Funktion.

Korollar 4.33 (stetige Funktion auf kompakter Menge, Maximum, Minimum). Sei
K C R™ kompakt und nicht leer. Jede stetige reellwertige Funktion f auf K besitzt ein
Maximum und ein Minimum.

Um dieses Korollar zu beweisen, bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma 4.34. Fir jede nicht leere kompakte Teilmenge Q) von R gilt:

sup @, inf Q € Q.

Beweis: S. 148.

14Falls A leer ist, dann verwenden wir die Konvention sup A = —oo. Falls 4 nach oben unbeschrankt
ist, dann verwenden wir die Konvention sup A = oc.



148 KAPITEL 4. STETIGKEIT, TOPOLOGIE

Beweis des Korollars 4.33: Da K nicht leer ist, ist @ := im(f) = f(K) nicht leer.
Gemiiss Satz 4.31 ist () kompakt. Geméss Lemma 4.34 gilt daher

sup @ € Q = im(f),

d. h., es gibt ein z, € K so, dass

sup Q = f(-).

Da sup () eine obere Schranke fiir ) ist, gilt fiir jedes y € @, dass y < sup@Q. Das
bedeutet, dass

Vo€ K: f(z) <supQ = flay).

Daher ist z, eine Maximalstelle von f. Die Funktion f besitzt also ein Maximum.

Ein analoges Argument zeigt, dass f ein Minimum besitzt. Das beweist Korollar 4.33.
O
Im Beweis des Lemmas 4.34 werden wir folgende Bemerkung verwenden.

Bemerkung 4.35. [obere Schranke fiir eine abgeschlossene Menge|Sei A C R abge-
schlossen und b € A® = R\ A eine obere Schranke fiir A. Dann gibt es eine obere
Schranke fiir A, die (strikt) kleiner als b ist. (Warum?)

Beweis des Lemmas 4.34: Da () kompakt ist, ist es beschrinkt, also nach oben
beschrankt. Da @ nicht leer ist, liegt sup ) daher in R. Da ) kompakt ist, ist es abge-
schlossen. Da sup ) die kleinste obere Schranke fiir () ist, folgt daher aus Bemerkung
4.35 mit A :=Q und b :=sup @, dass supQ € Q.

Ein analoges Argument zeigt, dass inf ) € (). Das schliesst den Beweis des Lemmas
4.34 ab. O

Beispiel 4.36. [Maximum einer stetigen Funktion auf einer kompakten Menge|Wir
betrachten die Menge
K:={zeR|a]+a5<1}
und die Funktion
f:K—R, f(z) :=||z||* = 2] + 3.

Die Menge K ist abgeschlossen. (Siehe Beispiel 4.39(iii) unten.) Sie ist beschrénkt, da

sie im Ball E?@(O) enthalten ist. (Uberpriifen Sie das!)Gemiss Definition 4.30 ist K
daher kompakt.

Die Menge K ist nicht leer, da z := 0 in K liegt. Geméss Beispiel 4.3(ii) ist f stetig.
Gemiss Satz 4.33 besitzt f daher ein Maximum und ein Minimum.
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Bemerkungen. [Voraussetzungen des Korollars]

e Ohne die Voraussetzung, dass K kompakt ist, ist die Aussage des Korollars 4.33
falsch. Ein Gegenbeispiel ist dann gegeben durch f : [0, 1[— R, f(z) := x. Diese
Funktion besitzt kein Maximum. Dieses Beispiel steht nicht im Widerspruch zu
Korollar 4.33, da der Definitionsbereich von f nicht kompakt ist. (Warum?)

e Ohne die Voraussetzung, dass f stetig ist, ist die Aussage des Korollars 4.33
falsch. Ein Gegenbeispiel ist dann gegeben durch

1, falls z =0,
x, sonst.

F =R f@)=

Diese Funktion besitzt kein Minimum. Dieses Beispiel steht nicht im Widerspruch
zu Korollar 4.33, da f nicht stetig ist.

4.3 Topologische Charakterisierungen der
Stetigkeit

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 2.2] und [Stra, 4.5]. In diesem Abschnitt cha-
rakterisieren wir Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe von offenen und abgeschlossenen
Mengen. Wir charakterisieren auch Stetigkeit an einer Stelle. Dazu brauchen wir den
Begriff einer Umgebung eines Punktes.

Seien n € N und X C R".

Definition 4.37 (relative Offen- und Abgeschlossenheit). (i) Eine Teilmenge U C
X heisst relativ offen in X (oder schlichtweg offen in X oder relativ offen)
g. d. w. es eine offene Teilmenge U von R™ gibt so, dass U =U N X.

(ii) Eine Teilmenge A C X heisst relativ abgeschlossen in X '° ¢g. d. w. es eine
abgeschlossene Teilmenge A von R™ gibt so, dass A= AN X.

Beispiele. e Sei X := [0,2[. Die Menge U := [0,1] ist (relativ) offen in X. (Wie
konnen wir U wéhlen?) Die Menge A := [1,2[ ist (relativ) abgeschlossen in X.
(Wie konnen wir A wihlen?)

Seienn,pe N, X CR" Y CRPund f: X — Y.

Satz 4.38 (Charakterisierung von Stetigkeit mittels (relativ) offener und abgeschlos-
sener Mengen). Folgende Bedingungen sind dquivalent:

15oder schlichtweg abgeschlossen in X oder relativ abgeschlossen
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(a) f ist stetig (in jedem Punkt xo € X ).

(b) Das Urbild U = f~1(V) jeder relativ offenen Menge V C'Y ist relativ offen (in

X).

(¢) Das Urbild A = f~Y(B) jeder relativ abgeschlossenen Menge B C'Y st relativ

abgeschlossen.

Beweis: [Stra, Satz 4.5.2, S. 67]

Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir, dass eine mittels einer strikten Ungleichung
definierte Menge offen ist, falls “die Bedingung stetig” ist:

Beispiele 4.39. [Anwendung von Satz 4.38]

(i)

(iii)

Behauptung: Die Menge
U:= {xeﬂ?‘x5+x<1}

ist offen (in R).
Beweis: Wir definieren X := R, Y := R, die Funktion f : X =Y, f(2) := 2°+x
und V' :=| — 00, 1[. Diese Funktion ist ein Polynom und daher geméss Beispiel
4.3(ii) stetig. Es gilt

U=f(V).
Gemiss Beispiel 4.13(ii) ist das Intervall V' =] — oo, 1] offen (in Y = R). Geméiss
Satz 4.38 ist die Menge U = f~1(V') daher offen (in X = R).

Behauptung: Die Menge

U:={zel0,00]|2°+z<1}
ist offen in [0, oo
Beweis: Die Aussage folgt analog zu (i) mit X := [0, ool.

Die Menge
A= {xe ﬂ?z!xi‘%—x%g 1}

ist abgeschlossen (in X := R?).
Beweis: Wir definieren
f: R =R, f(z) = 2t + 23, B =] — 00, 1].

Es gilt
A= f74(B).



4.3. TOPOLOGISCHE CHARAKTERISIERUNGEN DER STETIGKEIT 151

Die Funktion f ist polynomial und daher geméss Beispiel 4.3(ii) stetig. Das Kom-
plement von B ist das offene Intervall |1, oo, welches gemiéss Beispiel 4.13(ii) offen
ist (in R). Daher ist die Menge B abgeschlossen. Gemiss Satz 4.38(a)=-(c) ist
die Menge A = f~!(B) daher abgeschlossen.

Bemerkung: Wir haben dieses Beispiel in Beispiel 4.36 verwendet.

Wir charakterisieren jetzt Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt mittels Umgebun-
gen. Dafiir brauchen wir also den folgenden Begriff. Sei X C R™ und zy € X.

Definition 4.40 (Umgebung). Eine Teilmenge U C X heisst Umgebung von xq relativ
zu X (oder in X) g. d. w. es einen offenen Ball um xq gibt, dessen Durchschnitt mit
X in U enthalten ist, d. h. es gibt ein r €]0, 00| so, dass

Im Fall X = R™ nennen wir ein solches U auch schlichtweg eine Umgebung von xg.

Beispiele. e Scien X := Rund a < zg < b reelle Zahlen. Die Intervalle ]a, b[, [a, b],
Ja,b] und [a, b] sind Umgebungen von zy (in X = R).

e Scien X := [0,00[. Das Intervall [0,1] ist eine Umgebung von xy := 0 in X. Es
ist jedoch keine Umgebung von 0 in R.

Seienn,pe N, X CR" Y CRP, f: X — Y und xq € X. Wir definieren Stetigkeit an
einer Stelle wie in Definition 4.1.

Satz 4.41 (Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels und Umgebun-
gen). Folgende Bedingungen sind dquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle xy.

(b) (Umgebungskriterium) Das Urbild jeder Umgebung von f(xo) in Y unter f ist
eine Umgebung von xy in X.

Bemerkung. Die Bedingung (b) bedeutet: Fiir jede Umgebung V' von f(z¢) (in Y)
ist U := f~1(V) eine Umgebung von z; in X.

Beweis des Satzes 4.41: [Stra, Satz 4.5.1, S. 66].

Beispiele. [Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels Umgebungen]
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e Wir betrachten f : R — R, f(z) := 2° + z, 7o := 1, V := [0, 3]. Die Funktion f
ist stetig. Der Punkt f(z¢) = 2 ist in der offenen Menge |0, 3[ enthalten, die eine
Teilmenge von V ist. Die Menge V' ist daher eine Umgebung von f(xg). Aus Satz
4.41(a)—(b) folgt daher, dass f~(V) = {z € R|z®+x € [0,3]} eine Umgebung
von rg = 1 ist.

e Wir betrachten die charakteristische Funktion der Menge {0},
X{o} - R — R.

(Siehe Beispiel 4.3(iv).)
Behauptung: Diese Funktion ist an der Stelle zy := 0 unstetig.

Beweis: Das Urbild U der Umgebung V' :=]0, 00[ von x{01(0) = 1in Y := R ist
keine Umgebung von 0 in X = R. (Was ist U := f~1(V)?) Also gilt —(b). Das
Kontraponierte der Aussage (a)—(b) von Satz 4.41 ist =(b)— —(a) Mittels des
Modus Ponens folgt =(a), d. h. x{oy ist an der Stelle 2y = 0 unstetig. Das beweist
die Behauptung.

Bemerkung: Wir haben diese Behauptung schon in Beispiel 4.3(iv) bewiesen.

4.4 Zwischenwertsatz, Stetigkeit der
Umkehrfunktion, Logarithmus

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 2.2] und [Stra, 4.6]. Der Zwischenwertsatz besagt,
dass eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall jeden Wert annimmt, der
zwischen den Werten der Funktion an den Endpunkten des Intervalls liegt. Mit Hilfe
dieses Satzes konnen wir das Bild gewisser Funktionen bestimmen. Wir werden ihn ver-
wenden, um zu zeigen, dass fiir jedes k € N die k-te Potenzfunktion py, : [0, co[— [0, 00|,
pr(z) := ¥ surjektiv ist. Die Funktion py, : [0, 00[— [0, o0[ ist auch injektiv und daher
bijektiv.'® Damit kénnen wir die k-te Wurzelfunktion als die Umkehrfunktion der k-ten
Potenzfunktion definieren. Ebenso werden wir den Zwischenwertsatz verwenden, um zu
zeigen, dass die reelle Exponentialfunktion exp : R —]0, oo[ surjektiv ist. Diese Funk-
tion ist auch injektiv und daher bijektiv. Damit konnen wir die Logarithmusfunktion
als die Inverse der reellen Exponentialfunktion definieren.

Satz 4.42 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R so, dass a < b, f : [a,b] — R stetig so,
dass f(a) < f(b), und y € [f(a), f(b)]. Dann gibt ein x € [a,b] so, dass f(x) = y.

Beweis: [Stra, Satz 4.6.1., S. 68|

6Fiir k ungerade ist die k-te Potenzfunktion auch eine bijektive Funktion von R nach R.
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Bemerkungen. [Zwischenwertsatz]

e ImFall f(a) > f(b) gilt diese Aussage mit “[f(a), f(b)]” ersetzt durch “[f(b), f(a)]”.

e Die Voraussetzung f(a) < f(b) kann auch erfiillt sein, falls f nicht monoton
steigend ist. (Kennen Sie ein Beispiel dafiir?)

Beispiele 4.43. [Anwendungen des Zwischenwertsatzes: Quadratwurzel von 2, Bild
der Potenzfunktion und der reellen Exponentialfunktion]

(i) (Quadratwurzel aus 2) Behauptung: Es gibt eine Zahl z € [0, 2] so, dass 2 = 2.

Beweis: Wir definieren
a:=0, b:=2, f:la,b] =10,2] = R, f(x):= 2% yi=2.

Gemiiss Beispiel 4.3(ii) ist die Funktion f stetig. Es gilt y € [0,4] = [f(0), f(2)].
Gemiiss Satz 4.42 gibt es daher ein x € [0, 2] so, dass x? = f(x) = 2. Das beweist
die Behauptung.

Bemerkung: Die Behauptung folgt auch aus Proposition 2.6. (Uberpriifen Sie
das!)

(ii) (gerade Potenzfunktion) Sei k € N gerade. Wir betrachten die k-te Potenzfunk-
tion auf [0, 00, d. h. die Funktion

pi : [0,00[—= R, pi(z) = 2"

Behauptung: Das Bild dieser Funktion ist das abgeschlossene Intervall [0, oo],
d. h.

im(py) = p([0, 00f) = [0, oo, (4.16)
Beweis: Fiir jedes z € [0, 00| gilt ¥ > 0. Daher gilt

im(py) C [0, o0l

Wir zeigen die umgekehrte Inklusion “27: Sei y € [0,00[. Wir definieren z :=
max{y, 1} := das Maximum von y und 1. Es gilt

pe(0) =
<y (daye[0,00])
<z (da z = max{y, 1})
< P (da z>1)
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Also gilt y € [pr(0), pr(2)]. Geméss Beispiel 4.3(ii) ist die Funktion py stetig.
Daher folgt aus Satz 4.42 (Zwischenwertsatz), dass es ein x € [0, z] gibt so, dass
pr(z) = y. Da [0, 2] C [0, 00[, folgt daraus, dass y € pi([0,0]) = im(py). Daher
gilt die Inklusion

im(py) 2 [0, 00[.
Da auch die Inklusion “C” gilt, folgt daraus, dass im(pg) = [0, 0], d. h. (4.16).
Das beweist die Behauptung.

(ungerade Potenzfunktion) Sei & € N ungerade. Wir betrachten die k-te Potenz-
funktion auf R, d. h. die Funktion

pr: R— R, pr(z) == ¥

Ein Argument wie in (ii) zeigt, dass px([0, oo[) = [0, co[. Daraus folgt, dass px(] —
00, 0]) =] — 00, 0]. (Warum?) Daraus folgt, dass das Bild von pj, gegeben ist durch
im(pg) = pe(R) = R.

Behauptung: Das Bild der reellen Exponentialfunktion exp : R — R ist das
offene Intervall ]0, oo, d. h.

m(exp |r) = exp(R) =]0, ool. (4.17)

Beweis: Wir zeigen “C”: Es gilt

exp(x) = Z Z— % =1>0, Va € [0, 00]. (4.18)

Sei jetzt x €] — 00, 0]. Aus Satz 3.43 (Additionstheorem) folgt, dass

1

exp(z) = p(—2)"

(Warum?) Da —z > 0, gilt geméss (4.18), dass exp(—z) > 0. Es folgt, dass
exp(z) > 0. Daher gilt

exp(R) <J0, 5], (4.19)
d. h. die Inklusion “C” in (4.17). Wir zeigen die umgekehrte Inklusion exp(R) D
10, 0o[: Sei y €]0, oof.
Fall y > 1: Es gilt y = & < Y reo ,: = exp(y), also y € [1,exp(y)]. Da 1 =
exp(0) und exp : R = R stetlg ist, folgt darum aus Satz 4.42 (Zwischenwertsatz),
dass es ein z € [0,y] C R gibt so, dass exp(z) = y. Daraus folgt, dass y € exp(R).

Fall y < 1: Dann gilt

y:i=—->1
Y
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Wie wir soeben gezeigt haben, gibt es daher ein T € R so, dass exp(z) = y. Wir
definieren = := —z. Wir haben

~ 1 1
exp(xr) = exp(—x) = — = —=y.
W=D = ®

Daraus folgt, dass y € exp(R).

Also gilt die Inklusion exp(R) 2]0, o[, d. h. die Inklusion “O” in (4.17). Mit Hilfe
von (4.19) folgt daraus, dass exp(R) =|0, oo[. Das beweist die Behauptung.

Bemerkung: Dieses Beispiel war Teil einer Aufgabe in Ubungsserie 2 (Bild,
Urbild).

Fiir weitere Beispiele siehe [Stra, Beispiel 4.6.1., S. 69].

Als néchstes zeigen wir, dass fiir £ € N die Potenzfunktion p, und die reelle Exponen-
tialfunktion injektiv sind. Dazu verwenden wir folgendes Kriterium. Sei X C R und

f- X —=R

Definition 4.44 ((strenge) Monotonie). (i) Wir nennen f monoton wachsend g. d. w. fiir
alle x,x' € X gilt, dass
r<a' = f(x) < f(a).

(i1) Wir nennen f streng monoton wachsend g¢. d. w. fir alle z,2' € X gilt, dass
r < = f(z) < f(2).

Bemerkung 4.45. [strenge Monotonie und Injektivitét] Falls f streng monoton wach-
send ist, dann ist f injektiv. (Uberpriifen Sie das!)

Beispiele 4.46. [Potenzfunktion, reelle Exponentialfunktion streng monoton wach-
send]

(i) Sei k € N. Die k-te Potenzfunktion pj ist auf [0, co[ streng monoton wachsend.
(Das folgt aus der Tatsache, dass ([R, +,., < ) ein geordneter Korper ist, d. h. die
Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv), K.i),ii) in [Stra, 2.2 Die reellen Zah-
len] besitzt.) Daraus folgt, dass py fiir ungerades k auf R streng monoton wach-
send ist. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Bemerkung 4.45 ist die Funktion pj, daher
fiir gerades k auf [0, co[ und fiir ungerades k auf R injektiv.

(ii) Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend. Siche
Ubungsserie 8.
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Abbildung 4.3: John Napier, 1550—
1617, schottischer Mathematiker.

Schweizer Uhrmacher und Mathemati-
ker.

Aus den Beispielen 4.46(i) und 4.43(ii) folgt, dass fiir gerades k die k-te Potenzfunktion
eine bijektive Funktion von [0,00] nach [0,00] ist. Aus den Beispielen 4.46(i) und
4.43(iii) folgt, dass fiir ungerades k die k-te Potenzfunktion eine bijektive Funktion
von R nach R ist. Die folgende Definition ergibt daher Sinn. Wir erinnern uns an
Definition 1.32 (Umkehrfunktion f~* = £~V einer bijektiven Funktion f: X — Y.

Definition 4.47 (k-te Wurzelfunktion). Fiir jede gerade Zahl k € N definieren wir die
k-te Wurzelfunktion Y als die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion py, : [0, co[—
[0,00][, d. h.

Y= Pyt 1[0, 00[= [0, oal.
Fiir jede ungerade Zahl k € N definieren wir die k-te Wurzelfunktion 1 als die Um-
kehrfunktion der k-ten Potenzfunktion p, : R — R, d. h.

= plzl R—R.
Aus den Beispielen 4.46(ii) und 4.43(iv) folgt, dass die Exponentialfunktion eine bijek-
tive Funktion von R nach |0, oo[ ist. Die folgende Definition ergibt daher Sinn.

Definition 4.48 (Logarithmus). Wir definieren den (natiirlichen) Logarithmus log
als die Umkehrfunktion von exp : R —]0, 00|, d. h.

log := exp ™' :]0, 0o[— R.

Logarithmen wurden von Jost Biirgi und John Napier erfunden. (Siehe Abbildungen
4.2 und 4.3.)



4.4. ZWISCHENWERTSATZ, STETIGKEIT DER UMKEHRFUNKTION,
LOGARITHMUS 157

Bemerkungen. [Logarithmus| In der hoheren Mathematik bezeichnet log den natiirlichen
Logarithmus, also den Logarithmus zur Basis e. Gewisse Autoren verwenden dafiir die
Schreibweise In, was fiir logarithmus naturalis steht. Ausserhalb der Mathematik wird
log manchmal fiir den Logarithmus zur Basis 10 gebraucht.

Der Logarithmus verwandelt Multiplikation in Addition. Das ist der Inhalt des folgen-
den Korollars zu Satz 3.43 (Additionstheorem fiir Exp).

Korollar 4.49 (Produktregel fiir den Logarithmus). Fir alle x,y €]0, 00| gilt

log(wy) = log(x) + log(y).

Beweis: Ubungsserie 8.

Bemerkung. [Produktregel fiir den Logarithmus, Rechenschieber] Gemiss diesem Ko-
rollar gilt

zy = exp (log(z) +log(y)),  Va,y €]0,00]
Wir konnen daher das Produkt von z und y berechnen, indem wir in einer Logarith-
mentafel log(x) und log(y) nachschlagen, diese Zahlen addieren und danach in der

Logarithmentafel auf der linken Seite die Zahl z suchen, die der Summe log(z) 4 log(y)
entspricht. Die Zahl z ist dann das gesuchte Produkt xy.

Diese Methode erspart gegeniiber der schriftlichen Multiplikation 17 viel Rechenzeit. Sie
bildete die Basis fiir den Rechenschieber, eines mechanischen Geréts zur Multiplikation
zweiere Zahlen. Die Methode kann natiirlich auch von einem Computer ausgefiihrt
werden.

Folgende Sétze liefern Kriterien fiir die Stetigkeit einer Umkehrfunktion. Seien n,p € N,
KCR"WYCRund f: K =Y.

Satz 4.50 (Stetigkeit der Umkehrfunktion bei kompaktem Definitionsbereich). Wir
nehmen an, dass f bijektiv und stetig ist und dass K kompakt ist. Dann ist die inverse
Funktion f~' = f&1 .Y — K ist stetig.

Beweis des Satzes 4.50: Wir iiberpriifen die Bedingung (c) des Satzes 4.38 mit f
ersetzt durch f(=1. Sei A C K relativ abgeschlossen. Es gilt

(F79) () = fa). (4.20)

(Uberpriifen Sie das!)

1"Das ist die Standardmethode fiir die Multiplikation, die Sie in der Schule gelernt haben.
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Behauptung 1. A ist kompakt.

Beweis der Behauptung 1: Gemiiss Definition 4.37(ii) gibt es eine abgeschlossene
Teilmenge A von R" so, dass A = ANK.Da K kompakt ist, ist K abgeschlossen in R™.
Gemdéss Satz 4.17(iii) ist daher der Durchschnitt K N A = A abgeschlossen in R". Da
K kompakt ist, ist K beschrankt. Daher ist A beschriankt. Es folgt, dass A kompakt
ist. Das beweist Behauptung 1. O

Da f stetig ist, ist wegen Behauptung 1 und Satz 4.31 das Bild f(A) kompakt. Daher
ist f(A) abgeschlossen in RP. Da f(A) = f(A)NY, folgt, dass f(A) abgeschlossen in
Y ist. Wegen (4.20) folgt daraus, dass das Urbild (f <’1>)_1 (A) abgeschlossen in Y ist.
Gemiiss Satz 4.38(c)=>(a) ist die inverse Funktion f{~ daher stetig. Das beweist Satz

4.50. O

Beispiel. [Stetigkeit der Umkehrfunktion bei kompaktem Definitionsbereich| Sei k €
N. Wir definieren

K:=10,1, Y:=[0,1,  f:[0,1] —=10,1], f(x) := 2"

Gemdiss Beispiel 4.46(i) ist diese Funktion injektiv. Aus Satz 4.42 (Zwischenwertsatz)
folgt, dass f surjektiv ist. (Uberpriifen Sie das!) Die Umkehrfunktion ist die k-te Wur-
zelfunktion auf dem Intervall [0, 1],

fh=y:00,1] = [0,1].

Gemiiss Beispiel 4.3(ii) ist f stetig. Da 'Y = [0, 1] kompakt ist, folgt daher mittels Satz
4.50, dass die Wurzelfunktion g/ : [0,1] — [0, 1] stetig ist.

Bemerkung 4.51. [Voraussetzung der Kompaktheit des Definitionsbereiches| Ohne
die Voraussetzung, dass der Definitionsbereich kompakt ist, ist die Aussage des Satzes
4.50 im Allgemeinen falsch. Um das zu sehen, betrachten wir zum Beispiel

x, falls x <0,

X :=[-1,0]U]1,2], Y :=[-1,1], frX =Y )= { z—1, fallsz > 1.

Diese Funktion ist bijektiv und stetig. Ihre Umkehrfunktion ist gegeben durch

-1, 1N Ys falls y < 0,
LY =X, f (y)—{y+1, falls y > 0.

Diese Funktion ist im Punkt yg = 0 unstetig. Daher ist die Aussage des Satzes 4.50 fiir
f falsch.

Bemerkung: Der Definitionsbereich X von f ist nicht kompakt. (Warum?) Daher
ergibt sich kein Widerspruch zu Satz 4.50.
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Sei jetzt I ein Intervall. (I darf offen, halb-offen oder abgeschlossen sein. Es darf be-
schrénkt oder unbeschrinkt sein.)

Satz 4.52 (Bild, strenge Monotonie und Stetigkeit der Umkehrfunktion einer Funktion
von einem Intervall nach R). Sei f: I — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(i) Das Bild von f ist ein Intervall.

(i1) Falls f streng monoton wachsend ist, dann ist die Umkehrfunktion der Funktion
f I —im(f) streng monoton wachsend und stetig.

Bemerkung. Unter der Voraussetzung von (ii) ist f : I — R geméss Bemerkung 4.45
injektiv. Daher ist die Funktion f : I — im(f) bijektiv. IThre Umkehrfunktion ist daher
wohldefiniert.

Ende 2025 11 06

to do next time: Semesterumfrage:

Studenten wihrend Vorlesung Zeit fiir Ausfiillen der Umfrage geben (in Pause an-
fangen)

Wichtig zu wissen, was Sie gut fanden, damit ich es beibehalte.

Auch wichtig zu wissen, was ich verbessern kann.

2025 11 12:

Ich habe auf Moodle eine Nachricht an die Studenten verschickt:
Teilnahme an der Vorlesung, Umfrage dazu per Clicker

Bilder:

Brouwer

Semesterumfrage:

Vielen Dank fiir Thre Teilnahme und Thre wertvollen Riickmeldungen.

Ich richte mich auch an diejenigen von Thnen, die die Videoaufnahme dieser Vorlesung
anschauen.

Ich freue mich dariiber, dass die Ubungen sehr positiv und die Vorlesungen im All-
gemeinen positiv beurteilt wurden.

Es freut mich auch, dass viele von Thnen regelmissig die Serien bearbeiten. (mw =
4.1)
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Kritik + Anregungen von lhrer Seite:
Einige von Thnen wiinschen sich weniger Beweise.
[Wandtafel:] 1. Beweise:

Ich mochte ein wenig ausholen, da es mir scheint, dass Sie hier ein wichtiges Thema
anschneiden.

Es geht in dieser Vorlesung darum, Ihnen ein theoretisches Grundverstidndnis des
Teiles der Analysis zu vermitteln, den sie spéter anwenden werden oder jetzt schon
anwenden.

Zu Beginn dieser Vorlesung habe ich einige Beweise von Sitzen behandelt.
Es ging mir dabei darum, Thnen zu vermitteln, was ein Beweis iiberhaupt ist.
Damit wollte ich Thnen helfen, Ihr mathematisches Denken zu schérfen.

Seither habe ich in der Vorlesung nur noch wenige Sétze und einige Korollare bewie-
sen.

Es ging mir bei den Beweisen der Korollare darum, Thnen zu zeigen, wie die Séatze
angewandt werden konnen.

Ich habe viele Beispiele zu Definitionen und Sétzen behandelt.

In diesen Beispielen haben wir jeweils bewiesen, dass eine gewisse Eigenschaft erfiillt
ist, zum Beispiel, dass eine Folge konvergiert.

Der Zweck davon war, Ihnen zu vermitteln, wie man mathematisch prézise zeigt,
dass eine gewisse Eigenschaft erfiillt ist.

Es ist eines meiner Lehrziele, Ihnen diese mathematische Prézision zu vermitteln.

Bemerkung: Ein anderes meiner Lehrziele ist es, Thnen die Fahigkeit zu vermitteln,
Probleme zu l6sen.

Dazu lernen Sie in dieser Vorlesung und den Ubungen gewisse Rechenfertigkeiten.
Diese Fertigkeiten sind ein Mittel, um Begriffe zu verstehen.
Sie sind nicht der endgiiltige Zweck.

Sie werden nach Threm Studium nédmlich vermutlich nichts mehr selber berechnen, da
das der Computer fiir Sie tun wird.

Rein mechanische, d. h. algorithmische Tétigkeiten hat der Computer ndmlich viel
besser im Griff als jeder Mensch.
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Wenn Sie sich davon iiberzeugen mochten, dann googlen Sie mal SageMathCell und
lassen dieses Programm zum Beispiel eine Ableitung oder ein Integral berechnen,

[auf Wandtafel schreiben:]

diff(x~2,x%)

integral (exp(x) ,x)

https://sagecell.sagemath.org/

freie Software

kommerzielle Alternative: Wolfram alpha

Heutzutage rechnen Menschen darum fast nichts mehr selber aus.

Es scheint mir daher nicht sinnvoll, meinen Unterricht zu sehr auf Rechenmethoden
zu fixieren.

Ich erhoffe mir stattdessen, dass Sie verstehen, was die Rechnungen bedeuten.
Dazu gehort zum Beispiel zu verstehen, was eine Ableitung ist.

Das ist der Grund, warum ich in dieser Vorlesung gewisse theoretische Konzepte be-
handle, wie zum Beispiel den Begriff des Grenzwertes einer Funktion an einer Stelle.

Wir werden diesen Begriff diese Woche brauchen, um den Begriff einer Ableitung zu
definieren.

Wir fangen diese Woche also mit etwas Konkreterem an, ndmlich mit dem Ableiten.

Einige von Thnen wiinschen sich mehr praktische Aufgaben und Anwendungen.
[Wandtafel:] 2. Anwendungen in der Elektrotechnik und der Elektrodynamik:
1. gewohnliche Differentialgleichung (Anfang von Analysis 2): elektrischer Schwingkreis
2. Satz von Stokes (Ende Analysis 2): faradaysches Induktionsgesetz (Elektrodynamik)
3. Satz von Gauss (Ende Analysis 2): gausssches Gesetz (Elektrostatik)

Anwendung 1 in der ersten Vorlesung erwéhnt.

Anwendungen 2 und 3: Anfang néchstes Semester kurz etwas sagen

Stokes + Gauss ausfithrlich Ende Analysis 2 behandeln

Sie bendtigen also noch etwas Geduld, was die Anwendungen betrifft.
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Ziel Woche: Satz 5.13, Kettenregel

Ziel:

Definition 5.1, Tangente an Graphen

Wiederholung:

relative Offen- und Abgeschlossenheit

topologische Charakterisierung von Stetigkeit, d. h. mittels (relativ) offener und
abgeschlossener Mengen

Umgebung

Charakterisierung von Stetigkeit in einem Punkt mittels Umgebungen
Zwischenwertsatz

Anwendung: Bild der Potenzfunktion und der reellen Exponentialfunktion

Umkehrfunktion
Beispiele: Potenzfunktion — Wurzelfunktion

reelle Exponentialfunktion — Logarithmus

Stetigkeit der Umkehrfunktion

Heute:

Stetigkeit der Umkehrfunktion (Invarianz des Gebietes)
punktweise und gleichméssige Konvergenz

Potenzreihe konvergiert gleichméssig auf kompakter Kreisscheibe.
Stetigkeit erhalten unter gleichméssiger Konvergenz

Anwendung: Durch Potenzreihe definierte Funktion ist auf Konvergenzkreisschei-
be stetig.

Differentialrechnung auf R

Differenzierbarkeit, Ableitung
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Bemerkung. [Voraussetzung, dass der Definitionsbereich ein Intervall ist] Ohne die
Voraussetzung, dass der Definitionsbereich von f ein Intervall ist, sind beide Aussagen
des Satzes 4.52 im Allgemeinen falsch. Um das fiir Aussage (ii) zu sehen, betrachten
wir X, f wie in Bemerkung 4.51. Die Umkehrfunktion f~': f(X) — X ist nicht stetig.
Daher ist (ii) fiir f nicht erfiillt. Daraus ergibt sich kein Widerspruch zu Satz 4.52, da
der Definitionsbereich X = [—1,0]U]1,2] von f kein Intervall ist.

Beweis des Satzes 4.52: (i) folgt aus dem Zwischenwertsatz 4.42.

(ii): [Bla03, (4.24) Hauptsatz iiber monotone Funktionen, S. 166]. (Siehe auch [Stra,
Satz 4.6.2., S. 70, Satz 4.6.3., S. 70].)

Beispiele 4.53. [Monotonie und Stetigkeit der Wurzelfunktion und des Logarithmus]

(i) Sei k € N gerade. Die Potenzfunktion py, : [0, co[— R, pp(x) := z*, stetig. Da ihr
Definitionsbereich [0, 0o ein Intervall ist, folgt daher aus Satz 4.52(i), dass das
Bild von pj ein Intervall ist. Das hatten wir schon in Beispiel 4.43(ii) herausge-
funden. (Das Bild von py ist ndmlich das Intervall [0, 0o].)

Geméss Beispiel 4.46(i) ist py streng monoton wachsend. Geméss Satz 4.52(ii)
ist die Umkehrfunktion von py : [0, 00[— im(px) = [0, 00], also die k-te Wurzel-
funktion g/ : [0, 00[— [0, o0, daher streng monoton wachsend und stetig.

(ii) Ein analoges Argument zeigt, dass fiir ungerades k die die k-te Wurzelfunktion
VE R — R streng monoton wachsend und stetig ist.

(iii) Ein analoges Argument zeigt, dass die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,
d. h. die Logarithmusfunktion log 10, co[— R, streng monoton wachsend und
stetig ist. (Uberlegen Sie sich das!)

Satz 4.54 (Stetigkeit der Umkehrfunktion bei offenem Definitionsbereich). Seienn,p €
N so, dass n > p, U C R™ nicht leer und offen und f : U — RP stetig und injektiv.
Dann gilt:

(i) Es gilt n = p.
(i) Das Bild im(f) = f(U) ist offen (in R™).
(iii) Die Umkehrfunktion der Funktion f: U — im(f) ist stetig.

Bemerkung. [Stetigkeit der Umkehrfunktion bei offenem Definitionsbereich] Ohne
die Voraussetzung n > p sind alle drei Aussagen dieses Satzes im Allgemeinen falsch.

Ein Gegenbeispiel zu den ersten beiden Aussagen ist dann gegeben durch die Funktion
[:R—=R? f(z) = (z,0).
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Abbildung 4.4: Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966, niederléindischer Mathema-
tiker.

Beweis des Satzes 4.54: ((i),(ii)) folgen aus [Hat02, Theorem 2B.3., p. 172].
(iii): Sei U’ C U eine offene Menge. Es gilt

((F:U=im(5) ") W) = £y, (4.21)
(Uberlegen Sie sich das!) Gemiiss (ii) ist f(U’) offen in R™. Daher ist f(U’) = f(U") N
f(U) offen in f(U). Mittels (4.21) und Satz 4.38((b)=>(a)) folgt daraus, dass (f : U —
im(f))<_1> stetig ist. Das beweist (iii). O

Bemerkungen. [Invarianz des Gebietes]

e Teil (ii) des Satzes 4.54 heisst Invarianz des Gebietes. Mit Gebiet meinen wir hier
eine offene Teilmenge des R™.'® Teil (ii) des Satzes besagt, dass die Eigenschaft,
ein Gebiet zu sein, invariant ist ! unter jeder injektiven stetigen Funktion mit
Zielbereich R™. Das erklart den Namen Invarianz des Gebietes.

e Satz 4.54 wurde durch Luitzen Egbertus Jan Brouwer bewiesen. Siehe Abbildung
4.4.

Beispiel. [Stetigkeit der Umkehrfunktion bei offenem Definitionsbereich, Polarkoor-
dinaten] Wir definieren die Polar-Kartesisch-Transformation als die Abbildung

f U =]0,00[x] — 7, [ R?, Fr, o) = <ZZ?§:§> .

8 Normalerweise wird auch vorausgesetzt, dass ein Gebiet nicht leer und zusammenhingend ist.
Das braucht hier nicht der Fall zu sein.
194, h. sich nicht dndert
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Diese Abbildung ist stetig und injektiv. (Uberlegen Sie sich das!) Gemiss Satz 4.54 ist
daher das Bild im(f) = f(U) offen und die Umkehrfunktion der Funktion f : U —
im(f) stetig.

Wir kénnen diese Tatsachen auch direkt tiberpriifen. Das Bild von f ist ndmlich gege-
ben durch

im(f) =V :=R*\ (] —00,0] x {0}) = {z € R* |21 > 0V, #0}.

(Uberlegen Sie sich das!) Diese Menge ist offen.

Die Einschrankung der Umkehrfunktion von f : U — V auf V' :=]0, oo[ xR ist gegeben

durch
1 1 N
- . / - JR—
foavia Jo )= arctan <2>

T

(arctan bezeichnet den Arkustangens, d. h. die Umkehrfunktion des Tangens.) Diese
Einschrinkung ist stetig. (Uberlegen Sie sich das!) Man kann auch auf dhnliche Weise
zeigen, dass die Einschrinkungen f~! : Rx]0, 00[— U und f~! : Rx]|—o00,0[— U stetig
sind. Daher ist die Umkehrfunktion f~!:V — U stetig, wie behauptet.

4.5 Punktweise und gleichméissige Konvergenz,
Stetigkeit unter gleichméssiger Konvergenz
erhalten, Anwendung auf Potenzreihe

Dieser Abschnitt entspricht [Stra, 4.8]. Wir sagen, dass eine Folge von Funktionen
punktweise konvergiert, falls die Folge der Punkte konvergiert, die wir erhalten, indem
wir die Funktionen an einer beliebigen festen Stelle auswerten. Wir sagen, dass eine
Folge (fim)men, von Funktionen gleichmdissig konvergiert, falls es eine Funktion f gibt
so, dass das Supremum der Norm des Unterschieds zwischen f,, und f gegen 0 kon-
vergiert fiir m — oo. Falls eine Folge von Funktionen gleichméssig konvergiert, dann
konvergiert sie punktweise, aber nicht umgekehrt.

Der gleichméssige Limes stetiger Funktionen ist stetig, d. h., Stetigkeit bleibt unter
gleichméssigen Limites erhalten. Als Anwendung davon erhalten wir, dass jede durch
eine Potenzreihe definierte Funktion auf ihrer Konvergenzkreisscheibe stetig ist.

Seien n,p € N, X CR"”, f, frn : X — RP fiir m € No.
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Definition 4.55 (punktweise Konvergenz). Wir sagen, dass die Folge ( fu)men, punkt-
weise gegen f konvergiert g. d. w.

Vo € X (fn(2)) e, = flz) % (4.22)

Bemerkung. [punktweise Konvergenz|Ausgesprochen lautet Bedingung (4.22):

Fiir jedes x € X konvergiert die Folge (f,.(z)) in R? gegen den Punkt f(z).

meNg

Diese Art der Konvergenz heisst punktweise Konvergenz, da wir fiir jeden Punkt x € X
fordern, dass sein Bild unter der Funktion f,, gegen sein Bild unter f konvergiert. In
Quantoren ausgeschrieben lautet diese Bedingung

Vz € XVe €]0,00[Fmg € No¥m € No : m > mg = || fin(z) — f(z)]| <e. (4.23)
Der Index mg darf hier von x abhéngen, da Va vor dmy steht.

Beispiel 4.56. [punktweise Konvergenz] Wir betrachten die Folge (fy,)men, gegeben
durch

fm :[0,1] = R, fm(x) = 2a™.

Diese Folge konvergiert punktweise gegen die Funktion

0, fallsx <1,
f0,1 =R, flz) = { 1, fallsx =1.

(Siehe Ubungsserie 9.)

Definition 4.57 (gleichméssige Konvergenz). Wir sagen, dass die Folge (fu)men,
gleichméssig gegen f konvergiert g. d. w.

(2161)[3 Hfm(x) — f(:z:)H) — 0. (4.24)

meNg

Bemerkungen. [gleichmiissige Konvergenz| Ausgesprochen lautet Bedingung (4.24):

Das Supremum iiber alle x € X der euklidischen Norm von f,,(z) — f(x) konvergiert
gegen 0 fiir m gegen unendlich. Diese Bedingung ist logisch dquivalent zu folgender
Bedingung;:

Ve €]0,00[3mg € No¥m € NoVa € X :m > mg = || fm(z) — f(2)]| <e. (4.25)

Der Index mq darf hier nicht von x abhéngen, da Img vor Va steht. (Zum Zeitpunkt,
in dem wir mg einfiihren, gibt es noch kein x. Der Index m( kann daher nicht von z
abhéngen.) Das bedeutet, dass die Bilder der Punkte z € X unter den Funktionen
fm in gleichem Masse gegen ihre Bilder unter f konvergieren. Das erklédrt den Namen
gleichmdssige Konvergenz.

20Die Konvergenz auf der rechten Seite ist wie in Definition 3.13 definiert.
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Als ein Beispiel konvergiert jede Potenzreihe gleichméssig auf jedem kompakten Ball,
der in ihrer Konvergenzkreisscheibe enthalten ist. Das ist der Inhalt folgender Proposi-
tion. Sei (cx)ren, eine Folge in C. Wir definieren den zur Koeffizientenfolge ¢ = (¢x)ren,
gehorigen Konvergenzradius wie in Definition 3.27(ii) als

1

P = .
lim supy,_, o v/|cx|

Wir nehmen an, dass p > 0. Sei r €]0, p[. Wir definieren die Funktion

p:B0) > €, plz) =) ezt = Tim Y ek, (4.26)
k=0 k=0

Gemiss Korollar 3.29(i) ist p wohldefiniert, d. h. der Grenzwert in (4.26) existiert.
(Das ist der Grenzwert der zur Koeffizientenfolge ¢ = (¢x)ren, gehorigen Potenzreihe
im Punkt z.) Sei m € Ny. Wir definieren das Polynom

m

Pm : C—C, Pm(2) == chzk.
k=0

Bemerkung. [Potenzreihe als Folge von Polynomen| Wir kénnen die Potenzreihe z +—»
(> ko &2™) pen, it der Folge von Polynomen (p)men, identifizieren.

Wir definieren p,, als die Einschréinkung

Proposition 4.58 (Potenzreihe konvergiert gleichméssig auf kompaktem Ball). Die
Folge (pm)men, konvergiert gleichmdssig gegen p.

Beweis der Proposition 4.58: Wir iiberpriifen die Bedingung (4.25) mit f,, := p,
und f := p: Sei ¢ €]0,00[. Wir wihlen s € (r,p). Da s < p, konvergiert gemiss
Beispiel 3.39 die zu (cg)ren, gehorige Potenzreihe in s absolut, d. h. der Grenzwert
S oo ler]s® = limy 00 Do pey k| s™ existiert und ist kleiner co. Da L <1, gibt es daher
ein mg € Ny so, dass

(5" i jexls™ < e. (4.28)

k=0
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(Warum?) Sei m € Ny so, dass m > my, und z € Ei(()). Sei £ € Ny so, dass £ > m. Es
gilt

¢
< Z | 2" (Dreiecksungleichung)
k=m+1
¢
< > et (da Jww'| = [w|jw'] und |z| < )
k=m+1
¢
< Z |cp |0 gkmo (dar <sund k> m+ 1> my)
k=m+1
<e (wegen (4.28) und Satz 3.8(iv)). (4.29)

14
E Cka

k=m+1

Es gilt p(2) — pm(2) = D oo s 2" = limy_,o Zi:mH cxz®. Mittels (4.29) und Satz
3.8(iv) folgt daraus, dass

p(2) = pu(2)| < e

Daher ist Bedingung (4.25) erfiillt, d. h. (py)men, konvergiert gleichméssig gegen p.
Das beweist die Behauptung. O

Bemerkungen 4.59. [gleichmissige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz|

(i) Mit Quantifizierung meinen wir einen Ausdruck der Form Va € A oder Ja € A.
Die Bedingungen (4.23) und (4.25) unterscheiden sich dadurch, dass der Ausdruck
Vr € X in (4.23) den Anfang der Kette von Quantifizierungen bildet und in
(4.25) das Ende der Kette von Quantifizierungen bildet. In (4.23) darf mq von x
abhéngen, aber in (4.25) nicht.

(ii) Falls die Funktionenfolge (f,)men, gleichméissig gegen f konvergiert, dann kon-
vergiert sie punktweise gegen f. Das bedeutet, dass die Bedingung (4.25) die
Bedingung (4.23) impliziert. Das folgt aus folgenden Tatsachen:

(a) (Vertauschen von Quantoren gleichen Typs) Es gibt zwei Typen von Quan-
toren: Allquantoren und Existenzquantoren. Wenn wir Quantoren gleichen
Typs vertauschen erhalten wir logisch dquivalente Aussagen. Das bedeutet
Folgendes: Sei P(a,b) eine Aussageform in den Variablen a,b. Es gilt

VaVb P(a,b) = VbVa P(a,b), Ja3b P(a,b) = Fb3a P(a,b).

(= bedeutet logische Aquivalenz.)
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(b) (Nach-Links-Ziehen einer Allquantifizierung) Wenn wir eine Allquantifizie-
rung iiber eine Existenzquantifizierung hinweg nach links ziehen, erhalten
wir eine (nicht strikt) schwéchere Aussage. Das bedeutet Folgendes: Sei
P(a,b) eine Aussageform in den Variablen a,b. Aus 3avb : P(a,b) folgt
Vbda : P(a,b). Ausgesprochen bedeutet das:

Falls es ein ag gibt so, dass fiir jedes b die Bedingung P(ag,b) erfiillt ist,

dann gibt es fiir jedes b ein a so, dass P(a,b) erfiillt ist.

Wir kénnen némlich a := a¢ nehmen.?!

Wir erhalten (4.23) aus (4.25), indem wir Vz € X iiber alle anderen Quantifi-
zierungen hinweg nach links ziehen. Gemaéss (a) und (b) folgt (4.23) (punktweise
Konvergenz) daher aus (4.25) (gleichméssige Konvergenz).

Wenn wir eine Allquantifizierung iiber eine Existenzquantifizierung hinweg nach rechts
ziehen, erhalten wir eine (nicht strikt) stirkere Aussage. Diese braucht nicht mehr wahr
zu sein, auch wenn die urspriingliche Aussage wahr ist. Sieche Beispiel 1.20((iii),(iv)).
Wie steht es hierbei mit (4.23) und (4.25)7

Frage. Gilt die Umkehrung von Bemerkung 4.59(ii), d. h., impliziert punktweise Kon-
vergenz gleichmdssige Konvergenz?
Das néchste Beispiel beantwortet diese Frage negativ.

Beispiel 4.60. [punktweise konvergente, nicht gleichméssig konvergente Funktionen-
folge] Wir betrachten die Funktionenfolge (f,,)men, aus Beispiel 4.56.

Behauptung: Diese Folge konvergiert nicht gleichmdassig, d. h. fiir jedes f : [0,1] — R
ist die folgende Bedingung erfiillt:

Je €]0, 00[Vimg € NoIm € NoJz € [0,1] : ;> mg A | frn(x) — f(2)| > . (4.30)
Beweis: Sei f : [0,1] — R eine Funktion.
Fall: f = 0 auf [0, 1[: Wir wéahlen € €]0, 1[. Sei my € No. Wir definieren m := mg. Da
fm im Punkt 1 stetig ist, gibt es ein z €]0, 1] so, dass
|fm(1) = fn(z)] <1 —e. (4.31)
Es gilt
|[fm(z) = f(@)| = [fm(@)]  (da f(z)=0)
>1—|1— fula)] (wegen der Dreiecksungleichung)
> ¢ (wegen 1 = f,,(1) und (4.31)).

21Es war hier praktisch, das erste a in ag umzubenennen. Gemiiss dem Goethe-Prinzip (Prinzip
1.23) ist das erlaubt.
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Also ist die Bedingung (4.30) erfillt.

Fall: Es gibt ein z € [0, 1] so, dass f(z) # 0: Wir wihlen ein solches x. Wir wihlen
€€ }0, |f(x)] [ Sei mg € Ny. Es gibt ein m € Ny so, dass m > mg und

[fm(@)| = 2™ < [f(2)] —e. (4.32)

(Warum?) Wegen der Dreiecksungleichung gilt

|[f(@) = fun(@)] = [f(@)] = |fm(2)] > €,

wobei wir in der letzten Ungleichheit (4.32) verwendet haben. Also ist die Bedingung
(4.30) erfillt.

Da die obigen Fille alle Moglichkeiten abdecken, ist fiir jedes f : [0,1] — R die Bedin-
gung (4.30) erfiillt. Das bedeutet, dass die Folge (f,)men, nicht gleichmdssig konver-
giert. Das beweist die Behauptung.

Stetigkeit bleibt unter gleichméssiger Konvergenz erhalten. Das ist die Aussage des
folgenden Satzes. Seien X C R", f: X — R und (f,,)men, €ine Folge von Funktionen
von X nach RP.

Satz 4.61 (Stetigkeit erhalten unter gleichméssiger Konvergenz). Wir nehmen an, dass
fiir jedes m € No die Funktion f,, stetig ist, und dass die Folge (fm)men, gleichmdssig
gegen f konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis: [Stra, Satz 4.8.1., S. 76]

Bemerkung. Die Aussage dieses Satzes mit “gleichméssig” ersetzt durch “punktwei-
se” ist falsch, d. h. es gibt eine punktweise konvergente Folge stetiger Funktionen, deren
Limes unstetig ist. Ein Beispiel dafiir ist die Folge (f,)men, aus Beispiel 4.56.

Gemiss Beispiel 4.60 konvergiert diese Folge nicht gleichméssig. Es ergibt sich daher
kein Widerspruch zu Satz 4.61.

Als eine Anwendung der Proposition 4.58 und des Satzes 4.61 erhalten wir, dass jede
durch eine Potenzreihe definierte Funktion auf ihrer Konvergenzkreisscheibe stetig ist.
Das ist der Inhalt des folgenden Korollars. Sei (¢x)ren, eine Folge in C. Wir schreiben
p fiir den zugehorigen Konvergenzradius. Wir definieren die Funktion

o0 m

f: Bi(O) — C, f(z):= chzk = liin chzk.

k=0 k=0
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Korollar 4.62 (durch Potenzreihe definierte Funktion auf Konvergenzkreisscheibe ste-
tig). Die Funktion f ist stetig.

Beweis des Korollars 4.62: Sei r €]0, p[. Wir definieren p, p,,, wie in (4.26,4.27).
Sei m € Ny. Da p,, die Einschréinkung eines Polynoms ist, ist diese Funktion geméss
Beispiel 4.3(iii) stetig. Aus Proposition 4.58 und Satz 4.61 folgt daher, dass p stetig
ist. Die Funktion p ist die Einschrinkung von f auf Ei(O). Es folgt, dass f stetig ist.
(Wir verwenden hier, dass r €]0, p[ beliebig ist.) Das beweist Korollar 4.62. O

Beispiel. [Exponentialfunktion, (Ko-)Sinus stetig] Geméss Definition 3.25, Definition
3.48 und Korollar 4.62 sind die Funktionen exp, Cos, Sin : C — C stetig.






Kapitel 5

Differentialrechnung auf R

Dieses Kapitel entspricht [Bla96a, 2.5, 3.1, 3.2, 3.3, 3.4] und [Stra, Kapitel 5 Differen-
tialrechnung auf R]. Intuitiv ist die Ableitung einer Funktion f : R — R an einer Stelle
xg € R die Steigung der Tangente an den Graphen von f durch den Punkt (xo, f (xg)).
Genauer gesagt, ist die Ableitung der Grenzwert der Steigungen der Sekanten durch
(xo,f(:lto)) und (z, f(z)) fiir = gegen zy. Die Tangente ist die beste affine Néherung
fir f (= “Linearisierung”) in einer kleinen Umgebung von .

Ableitungen sind daher allgegenwirtig in den Wissenschaften und im Ingenieurwesen.
In der Mechanik ist die Geschwindigkeit eines Teilchens zum Beispiel die Ableitung
seines Ortes als eine Funktion der Zeit. Als ein anderes Beispiel ist in einem elektrischen
Schwingkreis ! die Stromstérke gleich der Ableitung der Ladung des Kondensators als
eine Funktion der Zeit.

5.1 Differenzenquotient, Differenzierbarkeit,
Ableitung, Differenzierbarkeit impliziert
Stetigkeit, einseitige Differenzierbarkeit und
Ableitung

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 3.1] und [Stra, 5.1]. Wir definieren hier Differen-
zierbarkeit und die Ableitung einer Funktion. Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit.
Wir definieren auch rechts- und linksseitige Differenzierbarkeit und Ableitungen. Diese
Ableitungen werden neben der gewohnlichen Ableitung im Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung auftreten.

Sei U C Roffen, pe N, f:U — RP und zy € U.

1Siehe Abbildung 0.4.

173
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Definition 5.1 (Differenzenquotient, Differenzierbarkeit, Ableitung (in einem Punkt)). (%)
Wir definieren den Differenzenquotienten von f zu xy als die Funktion

Q:=Ql U\ {z} =R, Qx):= w (5.1)
— Zo
(ii) Wir nennen f im Punkt z, differenzierbar g. d. w.

Q konvergiert im Punkt . (5.2)

In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f an der Stelle xqy als den Grenz-
wert

f(zg) :=1imQ = li_>m Q(x). (5.3)

o T—T0

(i1i) Wir nennen f (auf U) differenzierbar g. d. w. f in jedem Punkt differenzierbar
ist. In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f als die Funktion

U —>RP
gegeben durch (5.3).

Bemerkungen. [Differenzenquotient, Ableitung in einem Punkt]

e Der Quotient (5.1) ist wohldefiniert, da  — xy # 0 fiir jedes 2 im Definitionsbe-
reich von F.

e Der Differenzenquotient von f in xg, ausgewertet bei x, ist die Steigung der
Gerade durch die Punkte (2o, f(20)) und (z, f(x)). Diese Gerade schneidet den
Graphen von f in mindestens zwei Punkten. Daher ist sie eine Sekante zum
Graphen von f.

e Die Ableitung von f in x( ist der Grenzwert der Steigungen der Sekanten fiir
x gegen xy. Intuitiv “konvergieren” die Sekanten gegen die Tangente an den
Graphen von f im Punkt (xo, f (xo)). Anschaulich ist die Ableitung von f in xg
daher die Steigung dieser Tangente.

e Wir haben den Begriff einer Tangente noch nicht definiert. Wir werden das gleich
nachholen. Dazu werden wir die Ableitung von f in xg verwenden. “Konvergenz”
der Sekanten haben wir ebenfalls nicht definiert. Wir benotigen diese zwei Begriffe
offensichtlich nicht, um die Ableitung von f zu definieren.

e Der Definitionsbereich des Differenzenquotienten @ ist U \ {zo}. Da U eine of-
fene Menge ist, enthélt der Abschluss dieses Definitionsbereichs den Punkt z.
Der Grenzwert von ) an der Stelle x ist daher wohldefiniert. (Siehe Definition
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4.25.) Falls der Definitionsbereich X von f eine allgemeine Teilmenge von R ist,
braucht das nicht der Fall zu sein. Ein Beispiel dafiir X = {z(}. In diesem Fall
ist X \ {zo} = 0. Diese Menge enthélt x¢ nicht. Der Grenzwert von @ in z, ist
nicht wohldefiniert, da @ in zy “gegen jeden Punkt Yy € RP” konvergiert. (Siche
Bemerkung 4.26(i).)

e In [Stra, Definition 5.1.1. ii), S. 79] wird Differenzierbarkeit einer vektorwertigen
Funktion komponentenweise definiert. Diese Definition und Definition 5.1 sind
dquivalent.

Definition (Tangente an Graphen). Wir nehmen an, dass f in xq differenzierbar ist.
Wir definieren die Tangente an den Graphen von f im Punkt (:L‘o, f(xo)) als die Gerade
durch den Punkt (o, f(xo)) mit Steigung f'(xo).

In Beispiel 5.3(i) werden wir eine affine Funktion betrachten. Dieser Begriff ist wie folgt
definiert. Seien V und W reelle Vektorrdume. (Fiir eine Definition des Begriffs eines
Vektorraumes siehe die Vorlesung Lineare Algebra. Fin Beispiel fiir einen Vektorraum

ist V=R")
Definition (linear, affin). (i) Eine AbbildungT : V — W heisst (reell- linear g. d. w. gilt
T(av) = aT(v), Tw+v")=T(w)+T{), VaeR, v, eV. (54)

(ii) Eine Abbildung f :V — W heisst affin g. d. w. f die Summe einer linearen und
einer konstanten Abbildung ist.

Beispiel 5.2. [affine Abbildung] Eine Abbildung f : R — R ist genau dann affin, falls
es ap,a; € R gibt so, dass f(z) = a1x + aop.

Bemerkung. Eine Abbildung wie in Beispiel 10.26 wird manchmal unpréazise als “li-
near” bezeichnet.

Beispiele 5.3. [Differenzierbarkeit und Ableitung einer Funktion in einem Punkt]

(i) (affine Funktion) Seien xg, ag, a; € R. Wir betrachten die affine Funktion f : R —
R, f(x) :== a1z + ay.

Behauptung: Diese Funktion ist im Punkt xo differenzierbar mit Ableitung
f /(1’0) = day.

Beweis: Der Differenzenquotient von f im Punkt x ist die Funktion @ : R\
{zo} — R gegeben durch

Q(x) = f(z) — f(xo) _ T +ag — (ayzo + ao) .

T — 2o r — T
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Gemiss Beispiel 4.27(i) konvergiert @) an der Stelle xy gegen a;. Daraus folgt,
dass f im Punkt xy differenzierbar ist mit Ableitung

f'(z0) = l;mQ = lim Q(z) = a;.

T—rT0

Das beweist die Behauptung.

(ii) (quadratische Funktion) Seien zg,a € R. Wir definieren f : R — R, f(z) := ax?.
Diese Funktion ist im Punkt z( differenzierbar mit Ableitung

f'(xg) = 2axy.
Siehe Ubungsserie 9.

(iii) (Exponentialfunktion) Die Funktion exp : R — R ist an jeder Stelle zp € R
differenzierbar mit Ableitung

exp'(z9) = exp(o).
(Siehe Ubungsserie 9.)

Bemerkung. [Nicht-Differenzierbarkeit in einem Punkt] Sei U C R offen, xy € U
und f : U — R. Geméiss Bemerkung 4.28 ist die Funktion f nicht im Punkt z
differenzierbar g. d. w. (4.13) mit f ersetzt durch Q£0 erfiillt ist. Das ist die folgende
Bedingung;:

VY, € Y3e €]0,00[V6 €]0,00[Fz € X : ||z — xo|| < SA|QL (2) = Y| > . (5.5)

Beispiel 5.4. [Funktion, die in einem Punkt nicht differenzierbar ist] Wir betrachten
die Betragsfunktion

[ R—=R, f(z) = |z|.
Behauptung: Diese Funktion ist im Punkt xq := 0 nicht differenzierbar.

Beweis: Wir schreiben Q := Q{ : R\ {0} = R. Sei Y; € R. Wir definieren ¢ := 5. Sei
o > 0.

Fall: Y; < 0: Wir definieren
x = 0. (5.6)

Es gilt
r € R\{xo}, |z—wo|=2=0<4, (5.7)
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x)— f(x
Tr — Tg
x—0
- Y,
x—0 0
=1-Y (wegen unserer Annahme, dass Yy < 0)

> 5 (nochmals wegen Yy < 0)
=c

und daher ‘Q(x) — YO‘ > e. Daraus folgt, dass @ im Fall Y; < 0 im Punkt xy nicht
gegen Yy konvergiert. Ein analoges Argument zeigt, dass () im Fall Yy > 0 im Punkt
o nicht gegen Y, konvergiert. (Uberpriifen Sie das!) Daher konvergiert ) im Punkt
in keinem Fall gegen Y. Daraus folgt, dass @ im Punkt zy divergiert. Daher ist f im
Punkt zy nicht differenzierbar. Das beweist die Behauptung.

Sei U C Roffen,pe N, f:U — RP und z¢g € U.

Bemerkung 5.5. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Wir schrei-
ben f; fiir die i-te Komponente von f. (Es gilt also f = (f1,..., f,).) Die Funktion f
ist an der Stelle x differenzierbar g. d. w. fiir jedes i € {1,...,p} die Funktion f; an
der Stelle x( differenzierbar ist. In diesem Fall gilt

fi(o)
f'(zo) = ;
Jp(o)

Beispiel. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Wir betrachten die
Funktion

f:R—R? f(zx) ::(3;:)

(&

und zy € R. Gemiéss Beispiel 5.3((iii)) und Bemerkung 5.5 ist f an der Stelle
differenzierbar mit Ableitung

= () ()
P = (Jie) = ().
Satz 5.6 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Falls f an der Stelle xy differen-
zierbar ist, dann ist f an der Stelle xq stetig.

Beweis: [Stra, Satz 5.1.1., S. 80]

Beispiele. [Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit]
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e Jede affine Funktion f von R nach R ist stetig. Das folgt aus Beispiel 5.3(i) (affine
Funktion ist differenzierbar) und Satz 5.6.

Bemerkung: Stetigkeit einer affinen Funktion folgt auch aus den Tatsachen, dass
jede affine Funktion ein Polynom ist und jedes Polynom stetig ist. (Siehe Beispiel
4.3(ii).)

e Wir definieren die charakteristische Funktion

=X :R=>R

wie in (4.4). Diese Funktion ist an der Stelle o := 0 nicht differenzierbar. Das
folgt aus Beispiel 4.3(iv) (x{o} ist an der Stelle 2y = 0 unstetig) und der Kontra-
position des Satzes 5.6.

Bemerkung. [Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit] Die Umkehrung des Satzes 5.6
lautet:

“Falls f an der Stelle xq stetig ist, dann ist f an der Stelle z( differenzierbar.”

Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel ist der Absolutbetrag f :=
|- | : R — R. Diese Funktion ist stetig. (Uberpriifen Sie das!) Gemiiss Beispiel 5.4 ist
sie jedoch im Punkt zy := 0 nicht differenzierbar. Es gibt sogar stetige Funktionen, die
nirgends ? differenzierbar sind.

Bemerkung 5.7. [alternative Definition der Ableitung] Sei U C R offen, p € N,
f:U— RP und zy € U. Wir definieren

ﬁ::{x—:po}er}

und den verschobenen Differenzenquotienten von f zu xq als

f(wo +h) — f(o)
- :

Q:U\{0} =R, Q(h):=

Die Funktion f ist im Punkt x( differenzierbar g. d. w. @ im Punkt 0 konvergiert. In
diesem Fall ist die Ableitung von f im Punkt xy gegeben durch

/(o) = lim G(h) = lim L0 = (0]

h—0 h

Bemerkungen 5.8. [Differenzenquotient, Ableitung als Anderungsrate, infinitesimale
Grossen, Differentialquotient, Nichtstandardanalysis, (Nicht-)Schreibweisen, f(z)]

2d. h. an keiner Stelle zp € R
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(i)

(Differenzenquotient) Wir schreiben z fiir die unabhéngige Variable, y fiir die
abhéngige Variable und

Ax =2 —x9, Yo:= f(x(])a Y= f(x)7 Ay =y — .

Die Differenz Az ist Anderung von z. Sie misst, wie stark z sich zunimmt, wenn
es sich von zy nach x dndert. Analog ist Ay die Anderung von y. Der Differen-
zenquotient von f zu zq ist gegeben durch
f(@) = fxo) Ay
Q) = O} 20

T — T Az’

(Ableitung als Anderungsrate) Die Ableitung von f im Punkt x ist der Grenz-
wert dieses QQuotienten fiir = gegen zy. Wir konnen diesen Grenzwert als die
Anderungsrate von y bei sich &nderndem x (im Punkt z = x) auffassen.

(infinitesimale Grossen, Differentialquotient) Heuristisch meinen wir mit “infini-
tesimal” “unendlich klein, aber moglicherweise nicht gleich 0”. Philosophisch ist
eine “positive infinitesimale Grosse” also eine Grosse, die grosser als 0 ist, aber
kleiner als jede positive reelle Zahl. Intuitiv betrachten wir eine “infinitesimale”
Differenz Ax # 0, die wir ein “Differential dx” nennen. Wir schreiben “dy” fiir
die zugehorige “infinitesimale” Differenz Ay. Heuristisch ist die Ableitung von f
im Punkt zy durch den Quotienten dieser “Differentiale” gegeben, d. h.

) udyn
f'(wo) = =

“d{[’” N

Die Ableitung f’(z) wird daher manchmal Differentialquotient genannt.

(5.8)

Gemiss (5.8) konnen wir dem Quotienten der “Differentiale” “dy” und “dz”
einen prézisen Sinn zuerkennen, némlich den der Ableitung f’(z). Intuitiv kann
der Quotient zweier “infinitesimaler Grossen” also eine (endliche) Zahl sein.

Der Quotient der “Differentiale dx und dy” héngt gemiss (5.8) nicht von der
Wahl der infinitesimalen Grosse “dx” ab. Das steht im Unterschied zum Differen-
zenquotienten %, der sehr wohl von Az abhingt. Beim Ubergang von endlichen
Differenzen zu “Differentialen” verschwindet also diese Abhéngigkeit.

(Nichtstandardanalysis) In unserer Vorlesung ist der Begriff einer “infinitesima-
len Grosse”, wie zum Beispiel “dx” oder “dy”, nur ein heuristisches Konzept.
Wir kénnen einer solchen Grosse keinen mathematischen Sinn als eine reelle Zahl
zuerkennen, da es keine (strikt) positive reelle Zahl gibt, die kleiner als jede
strikt positive reelle Zahl ist. Es ist jedoch moglich, infinitesimale Grossen im
Rahmen der sogenannten Nichtstandardanalysis ® auf eine andere Art (mathe-
matisch prézise) zu definieren.

3Das ist ein Teilgebiet der Analysis.
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(vi) (Schreibweisen) Falls es aus dem Kontext ersichtlich ist, dass = der Name der un-
abhéngigen Variable und y der Name der abhéngigen Variable ist, dann schreiben
wir die Ableitung von f im Punkt zy auch als

dy _df _
%(%) = %(xo) = f'(z0).

Das ist die Leibniz-Notation. Der Grund fiir diese Notation ist die obige heuristi-
sche Interpretation der Ableitung als Quotient zweier “infinitesimaler Grossen”.

Bemerkung: Wir definieren nur die ganze Notation g—z(:z:o), nicht die einzelnen
Teile “dz,dy,df”. Wegen des Goethe-Prinzips 1.23 diirfen wir die Namen der
unabhéingigen und der abhiingigen Variable &ndern. Falls wir zum Beispiel den

Namen ¢ fiir die unabhéngige Variable verwenden, dann schreiben wir
dy df :
—(tg) := —(tg) :== [ (To).
L ty) = 1 (t0) = /(1)

In diesem Fall schreiben wir auch einen Punkt statt eines Striches, also

f(to) = f'(to)-

Das ist die Newton-Notation. Sie ist nach Isaac Newton benannt. (Siehe Abbil-
dung 0.1.) Diese Notation ist in der Physik weitverbreitet, falls ¢ die Rolle der
Zeit spielt.

(vii) (Ausdruck f(z)) Der Ausdruck f(z) ist keine Funktion, sondern eine reelle Zahl?.
Betrachten wir zum Beispiel die Funktion f :=id : R — R, id(z) := z und z := 0.
Es ist nicht sinnvoll, iiber die Ableitung von f(z) = id(0) = 0 zu sprechen.
Die Ableitung ist ndmlich nur fiir Funktionen, nicht fiir Zahlen, definiert. Die
Ableitung von f an der Stelle z hdngt von den Werten von f in einer Umgebung
von x ab, nicht nur von f(z). Siehe auch Bemerkung 1.28.

(viii) (Nichtschreibweisen) Im Einklang mit Bemerkung (vii) schreiben wir nicht

f@),  (f=)

fiir die Ableitung von f an der Stelle z, sondern f’(x). (Die Reihenfolge der
Symbole spielt eine Rolle.)

Bemerkungen. [Ableitung und beste affine Nédherung]

(i) Seien x und y physikalische Gréssen, wobei y eine Funktion f von z ist. Wie in
Bemerkung 5.8(ii) erwdhnt, konnen wir die Ableitung von f im Punkt x, als die
Anderungsrate von y bei sich #nderndem z (im Punkt z = ) auffassen. Wenn
wir z um kleines Ax dndern, dann dndert sich y um ein Ay, das ungefdhr gleich
I (xo) Az ist.

fiir ein gegebenes z, falls f reellwertig ist
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(ii) Daraus folgt, dass f(z) ungefihr gegeben ist durch
f(@) = ¢(x) := f(zo) + f'(20)(x — 20),

falls x nahe bei zg ist. Die Funktion ¢ ist affin (=linear + konstant). Sie beschreibt
die Tangente an den Graphen von f durch den Punkt (zo, f(z0)). Sie ist die beste
affine Niherung von f im Punkt z(. In dieser Tatsache liegt die Relevanz der
Ableitung in vielen Anwendungen.

(iii) Oft wird der Term “lineare Naherung” oder “Linearisierung” statt beste affine
Ndiherung verwendet. “Affin” ist préziser, da die Ndherung auch den konstanten
Term f(zo) — f'(xo)xo enthilt.

(iv) In Anwendungen in der Physik wird die Funktion f manchmal durch ihre (beste)
affine Nédherung ersetzt, um das physikalische Modell zu vereinfachen. Als ein
Beispiel dafiir betrachten wir einen Federschwinger. (Siehe dazu die Erklarungen
auf S. 5.) Die Riickstellkraft der Feder ist eine Funktion der Auslenkung x der
Feder. Diese Funktion wird in der Linearisierung des Systems durch ihre affine
Néherung ersetzt. (In diesem Fall ist das eine lineare Funktion, d. h. der kon-
stante Term ist null.) Das bedeutet, dass wir nédherungsweise annehmen, dass
die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung ist. Diese Annahme heisst das
Hookesche Gesetz.

Beispiel. [Geschwindigkeit als Ableitung] Wir betrachten ein Teilchen, das sich auf
einer Geraden bewegt. Wir schreiben:

t:= Zeit

x:= Ort des Teilchens, aufgefasst als eine Funktion von ¢

Fiir jedes to € Rist die Ableitung @/(ty) = @(to) = % (t,) die (Momentan-)Geschwindigkeit
des Teilchens zum Zeitpunkt t,.

Im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 6.15) werden neben der
gewohnlichen Ableitung auch die rechts- und linksseitigen Ableitungen auftreten. Diese
Ableitungen sind wie folgt definiert. Seien X CR, pe N, f: X — RP und zy € X.

Definition 5.9 (rechts- und linksseitige Differenzierbarkeit und Ableitung). (i) Wir
nehmen Folgendes an:

X N [zg, 00[ ist eine Umgebung von xq in [xq, o0l. (5.9)

Wir definieren den rechtsseitigen Differenzenquotienten von f zu zq als die Ab-

bildung
QL - XNwg,00[— R, QIF(x) = w
- 40
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Wir nennen f an der Stelle zy rechtsseitig differenzierbar ¢. d. w. Qg;f an der
Stelle xo konvergiert. In diesem Fall definieren wir die rechtsseitige Ableitung
von f an der Stelle xg als den Grenzwert

fg_(fﬂo) = xlirilo QQJ;;)‘*‘(:E)

(i1) Wir definieren den linksseitigen Differenzenquotienten von f zu zg, d. h. Qg;o_,

linksseitige Differenzierbarkeit von f an der Stelle xy und die linksseitige Ablei-
tung von f an der Stelle zg, d. h. f'(x¢), analog. (Wie?)

Bemerkungen. [rechts- und links-, einseitige Differenzierbarkeit und Ableitung]

e (i): Den Begriff einer Umgebung haben wir in Definition 4.40 festgelegt. Bedin-
gung (5.9) ist Aquivalent dazu, dass es ein x; €]xg, 00| gibt so, dass [zg, 24 [C X.

e Wir nehmen an, dass X eine Umgebung von zy in R ist. Dann ist f in x diffe-
renzierbar g. d. w. f in x( links- und rechtsseitig differenzierbar ist und

fi(xo) = fL (o).
In diesem Fall gilt
f'(@o) = fi(wo) = fL (o).

o Wir sagen, dass f in z einseitig differenzierbar ist, falls f von jeder Seite diffe-
renzierbar ist, fiir die das sinnvoll ist. Die Funktion muss in zy also rechtsseitig
differenzierbar sein, falls X N [zg, 00| eine Umgebung von xg in [xg, co[ ist usw.

Beispiele. [rechts- und linksseitige Differenzierbarkeit und Ableitung]

e Wir betrachten
X =10, 00], p:=1, f:[0,00[—= R, f(z) := =, xo := 0.

Die Funktion f ist an der Stelle x( rechtsseitig differenzierbar mit rechtsseitiger
Ableitung

fi@o) = 1.
Die Funktion ist in z( also einseitig differenzierbar.
e Wir betrachten
X =R, p =1, f R=R, f(z) = ||, xo := 0.
Die Funktion f ist an der Stelle z( rechts- und linksseitig differenzierbar mit
filzo) =1, fl(zo) = —1.
Die Funktion ist in x also einseitig differenzierbar. Da f! (zo) # f(x0), ist

die Funktion in z, nicht differenzierbar. (Das haben wir schon in Beispiel 5.4
gesehen.)
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5.2 Summen-, Produkt-, Quotienten- und
Kettenregel fiir Ableitung

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 3.1] und [Stra, 5.1]. Differenzierbarkeit bleibt er-
halten unter Summen-, Produkt-, Quotientenbildung und Verkniipfung. In diesem Ab-
schnitt werden wir Rechenregeln fiir die Ableitung der Summe, des Produktes und des
Quotienten zweier Funktionen sehen. Die Kettenregel besagt, dass die Ableitung der
Verkniipfung zweier Funktionen die Ableitung der dusseren Funktion, verkniipft mit
der inneren Funktion, mal die Ableitung der inneren Funktion ist. Sie ist ein wichtiges
Werkzeug zur Berechnung von Ableitungen.

Seien U C R offen, f,g: U — Rund o € U.

Satz 5.10 (Summen-, Produkt-, Quotientenregel fiir Ableitung). Wir nehmen an, dass
f und g an der Stelle xo differenzierbar sind. Dann sind die Funktionen f + g, f-g¢
und, falls g(xo) # 0, auch die Funktion § an der Stelle xq differenzierbar, und es gilt:

(i) (Summenregel) (f + g)'(w0) = f'(20) + ¢'(0)
(ii) (Produktregel = Leibnizregel) (fg)' (zo) = f'(x0)g(zo) + f(x0)g (x0)

o) — f(20)g' (o)
g(wo)?

(ii1) (Quotientenregel) (§> () = f'(z0)g(

Teil (ii) dieses Satzes ist nach Gottfried Wilhelm Leibniz benannt. (Siehe Abbildung
0.2.)

Beweis: (i): Ubungsserie 8
((ii), (iii)): [Stra, Satz 5.1.2. ii),iii), S. 81]

Bemerkungen 5.11. [Multiplikation mit Konstante, Linearitéit des Ableitens]

(i) (Multiplikation mit Konstante, Faktorregel) Sei a € R. Aus Satz 5.10(ii) mit
g = a folgt: Falls f an der Stelle xy differenzierbar ist, dann ist die Funktion af
an der Stelle x( differenzierbar mit Ableitung

(af) (z0) = af'(xo).
Diese Gleichheit heisst Faktorregel.

(ii) (Linearitdt des Ableitens) Wir definieren die Menge

V.= {in xq differenzierbare Funktion von U nach [R}
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und punktweise Skalarmultiplikation und punktweise Addition auf V als die Ab-
bildungen

RV =V (e, f):=c-f, (c- f)(x) =

c- (f(x)), (5.10)
+: VXV =V, +(f,9)=f+y, (f +9)(x) =

f@)+g(x).  (5.11)

Das Tripel (V,+,+) ist ein Vektorraum. (Siehe die Vorlesung Lineare Algebra.)
Wir definieren Ableiten an der Stelle xy als die Abbildung

T:V =R, T(f) := f'(x).

Ableiten an der Stelle xq ist linear, d. h. erfiillt die Bedingungen (5.4). Das folgt
aus der Summenregel (Satz 5.10(i)) und Bemerkung (i).

Beispiele 5.12. [Summen-, Produkt-, Quotientenregel fiir Ableitung] Fiir £ € Ny

schreiben wir die k-te Potenzfunktion als py, : R — R, pi(z) := z".

(i)

k

(quadratische Funktion) Sei z( € R.

Behauptung: Die quadratische Funktion ps ist an der Stelle z( differenzierbar
mit Ableitung

f/(iEo) = 22?0.

Beweis: Es gilt po = pip;. Gemiéss Beispiel 5.3(i) ist p; in xy differenzierbar.
Gemdss Satz 5.10(ii) ist daher die Funktion p, in xq differenzierbar mit Ableitung

Plz(ffO) = pi(ifo)pl(%) +p1(x0)p'1(:£0) =120+ x9-1=2x.

Das beweist die Behauptung.
Bemerkung: In Ubungsserie 8 zeigten wir die obige Behauptung direkt mittels
der Definition.

(Potenzfunktion) Sei zy € R. Fiir jedes n € N betrachten die Aussage
P(n) := “p, an der Stelle x, differenzierbar mit p/,(z¢) = nay .
Behauptung: Fiir jedes n € N gilt P(n).

Beweis: Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung: Fiir die Funktion p; gilt die Aussage geméss Beispiel
5.3(i), d. h. P(1) gilt. (Uberpriifen Sie das!)

Induktionsschritt: Sei £ € N so, dass P(k) gilt. Das bedeutet, dass py in
differenzierbar ist mit p}(z¢) = ko' Gemsss P(1) ist p; differenzierbar ist mit
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Py (zo) = 1. Da prr1 = pgp1, folgt mittels Satz 5.10(ii) (Leibnizregel), dass pyi1
in xq differenzierbar ist mit

Prs1(@0) = pi(20)p1(z0) + pr(o)pi (20)
= kot twg+ a1 (geméss der Induktionsannahme P(k))
= (k+ 1)zp.

Also gilt die Induktionsbehauptung P(k+ 1). Das schliesst den Induktionsschritt
ab.

Mittels Induktion folgt, dass fiir jedes n € N die Aussage P(n) gilt. Das beweist
die Behauptung.

(iii) (Polynom) Seien ay,...,a, € R. Wir definieren das Polynom p : R — R, p(z) :=
ZZ:O apz®. Fiir jedes zy € R ist p an der Stelle z differenzierbar mit

P (zo) = Z kapri=!.
k=0
Das folgt aus Beispiel (ii), Bemerkung 5.11(i), Satz 5.10(i) (Summenregel) und
Induktion. (Siehe Ubungsserie 9.)

(iv) (rationale Funktion) Seien p, ¢ Polynome mit ¢ # 0. Wir definieren
_ p
U:=q " (R\{0}) = {z e R|q(z) # 0}, f::E:U—m.

Die Menge U ist offen. (Warum?) Eine solche Funktion f heisst rational. Sei
xo € U. Gemiiss Beispiel (iii) sind p und ¢ in xy differenzierbar. Gemiss Satz
5.10(iii) ist f daher an der Stelle x, differenzierbar mit

P'qa—pq
f'(wo) = ——5—(x0).
q
Die Ableitung f’': U — R ist daher wieder eine rationale Funktion.

Ein wichtiges Werkzeug zur Berechnung von Ableitungen ist die Kettenregel. Seien
UV CRoffen, f : U — V und g : V — R Funktionen und xq € U. Wir definieren die
Verkniipfung von f und g wie in (1.34), d. h.

gof:U—R, go f(x):=g(f(x)).

Satz 5.13 (Kettenregel). Falls f in xo differenzierbar ist und g in f(xo) differenzierbar
ist, dann ist g o f in xg differenzierbar mit Ableitung

(go f),(%) = g'(f(xg))f’(xo). (5.12)
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Beweis: [Stra, Satz 5.1.3., S. 82]
Bemerkungen. e Im Zusammenhang mit der Kettenregel nennen wir g die dussere
Funktion und f die innere Funktion. Die Kettenregel besagt also:

Die Ableitung der Verkniipfung zweier Funktionen ist die Ableitung der dusseren
Funktion, verkniipft mit der inneren Funktion, mal die Ableitung der inneren
Funktion.

e Wir verwenden die Notationen

dy_ / dz_/ dz_ !
%_fv dy_g’ dx_(gof>7

wie in Bemerkung 5.8(vi). Die Gleichheit (5.12) besagt, dass

dz dz dy
7, (%0) = d—y(yo = f(l"o))%(iﬂo),
oder préagnanter:
dz dzdy
_— = ——. 5.13
dr  dydx ( )

(Wir miissen uns hier daran erinnern, an welcher Stelle jede Ableitung genommen
wird.) In dieser Schreibweise erscheint die Gleichheit (5.12) plausibel. Intuitiv

interpretieren wir die Ableitung f'(xg) = j—z(:co) namlich als den Quotienten
von “dy”, der “infinitesimalen Anderung von 3", und “dz”, der “infinitesimalen

Anderung von z” und die Ableitung ¢'(yo) = Z—;(yo) als den Quotienten der

“infinitesimalen Anderungen dz und dy”. (Sieche Bemerkung 5.8(iii).) Mit dieser
heuristischen Interpretation erhalten wir die Gleichheit (5.13) dadurch, dass wir
auf der rechten Seite die beiden “dy” wegstreichen.

e Die vorherige Bemerkung beweist (5.13) nicht, da wir den Begriff einer “infinite-
simalen Grosse” nicht definiert haben. Wir kénnen einer solchen Grosse keinen
mathematischen Sinn als eine reelle Zahl zuerkennen. Es ist jedoch moglich, infi-
nitesimale Grossen im Rahmen der sogenannten Nichtstandardanalysis (mathe-
matisch prézise) zu definieren.

e (Name der Kettenregel) Wir kénnen uns eine Funktion wie ein Kettenglied vor-
stellen und die Verkniipfung von Funktionen wie eine Verkettung. Indem wir die
“Kettenglieder” f und g verketten, erhalten wir die (kurze) Kette g o f.5 Das
erkldrt den Namen Kettenregel.

Beispiele 5.14. [Kettenregel]

SWir kénnen auch lingere Ketten bilden, wie zum Beispiel f3 o0 (f2 0 f1) und fy 0 (f3 o(fao fl)).
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(i)

(i)

(affine Funktionen) Fiir ¢ = 0,1 seien a;,b; € R. Wir betrachten die affinen
Funktionen

fi9:R—=R, f(x) = a1z + ay, 9(y) == bry + bo.
Sei zg € R. Gemiiss Beispiel 5.3(i) ist f in xg differenzierbar mit Ableitung
f(xo) = ay.
Des Weiteren ist g in yo := f(x¢) differenzierbar mit Ableitung
f'(yo) = b1
Gemaéss Satz 5.13 ist g o f daher in xq differenzierbar mit Ableitung
(g0 f)(20) = g'(f(x0)) [ (x0) = bras. (5.14)

Bemerkung: Wir kénnen das auch direkt {iberpriifen. Die Verkniipfung von f
mit g ist ndmlich gegeben durch

g o f ‘R — [R, go f(ZL‘) = g(f(l’)) = b1<(l1$ + ao) + b() = All' + A07
wobei Al = blCLl, AO = b1a0 + bo.

Diese Funktion ist ebenfalls affin. Geméss Beispiel 5.3(i) ist g o f daher in z
differenzierbar mit Ableitung

(g0 f)(20) = A1 = biay.
Das stimmt mit (5.14) iiberein.
Seien ¢, zy € R. Wir definieren
h:R—R, h(z) = e™.
Behauptung: Diese Funktion ist in xq differenzierbar mit Ableitung
h'(x) = ce®™.
Beweis: Wir definieren
f:R—=>R, f(z) == ca, g:=exp:R—R.
Es gilt h = g o f. Geméss Beispiel 5.3(i) ist f in zo differenzierbar mit
f'(z0) =c.
Gemiss Beispiel 5.3(iii) ist die Funktion g = exp in yo := f(zo) differenzierbar

mit exp’(yo) = exp(yo). Geméss Satz 5.13 ist h = go f daher in z( differenzierbar
mit Ableitung

W (o) = (g0 f) (w0) = g'(f(20)) [ (x0) = exp(czo)c = e,

wie behauptet.

Fiir weitere Beispiele siehe [Stra, Beispiel 5.1.4. i),iii), S. 83] und Ubungsserie 9.
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5.3 Der Mittelwertsatz, unbestimmter Grenzwert
der Form 0/0, Regel von Bernoulli-de
I’Hospital, Umkehrsatz

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 3.1, 3.3] und [Stra, 5.2]. Der Mittelwertsatz be-
sagt, dass es fiir jede auf einem kompakten Intervall definierte reellwertige Funktion
einen Punkt auf dem Intervall gibt, in dem die Ableitung der Funktion gleich der Stei-
gung der Sekante durch die Endpunkte des Graphen ist.® Eine Folgerung aus diesem
Satz ist, dass eine Funktion konstant ist, falls ihre Ableitung konstant gleich null ist.
Wir werden das anwenden, um zu zeigen, dass die gewohnliche Differentialgleichung
f' = cf eine eindeutige Losung besitzt, die eine gegebene Anfangsbedingung erfiillt.
(Differentialgleichungen beschreiben zahlreiche naturwissenschaftliche Gesetze.)

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes ist die Regel von Bernoulli-de I’'Hospital.

Diese besagt ungefiihr, dass der Quotient £ zweier Funktionen einer reellen Variable

9
an einer Stelle zo gegen den Quotienten der Ableitungen < /Ejgg konvergiert, falls f

und g an der Stelle xy gegen 0 konvergieren. Sie liefert also eine Methode, um einen

“unbestimmten Grenzwert der Form %” zu berechnen.

Seien a,b € R so, dass a < b, und f : [a,b] — R.

Satz 5.15 (Mittelwertsatz). Wir nehmen an, dass f stetig und auf dem offenen In-
tervall Ja, b| differenzierbar ist. Dann existiert ein xy €|a,b| so, dass

F(b) ~ fla)

flwo) = b—a

Dieser Satz wurde durch Joseph-Louis Lagrange und Augustin-Louis Cauchy bewiesen.
(Siehe Abbildungen 5.1 und 3.6.)

Bemerkung. [Mittelwertsatz] Das bedeutet, dass f’(zg), die Ableitung von f im
Punkt z, gleich der Steigung der Sekante zum Graphen von f durch die Punkte

(a, f(a)), (b, f(b)) ist.

Beweis: [Stra, Satz 5.2.1., S. 84]

Als eine Anwendung dieses Satzes erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 5.16 (verschwindende Ableitung impliziert Konstanz, positive Ableitung
strenges Wachstum). Sei f wie in Satz 5.15. Dann gilt Folgendes:

6Wir nehmen hierbei an, dass die Funktion stetig und im Innern des Intervalls differenzierbar ist.
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Abbildung 5.1: Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813, italienischer Mathematiker und As-
tronom.

(i) Falls f' =0 auf]a,b|, dann ist f konstant.
(ii) Falls f' > 0 auf]a,b], dann ist f monoton wachsend".
(iii) Falls f' > 0 auf ]a,b], dann ist f streng monoton wachsend®.

Beweis des Korollars 5.16: (i): Sei x €]a, b]. Gemiss Satz 5.15 gibt es ein z( €|a, x|
so, dass

=0 (wegen unserer Voraussetzung f = 0).

(Wir wenden diesen Satz mit b ersetzt durch = an. Geméss dem Goethe-Prinzip 1.23
ist das erlaubt.) Also gilt f(z) = f(a). Daher ist f konstant.

((ii),(iii)) folgen mittels eines analogen Arguments. (Uberlegen Sie sich das!) Das be-
weist Korollar 5.16. O

Beispiel. [Mittelwertsatz, Exponentialfunktion] Wir betrachten die Exponentialfunk-
tion exp : R — R. Gemaéss Beispiel 5.3(iii) gilt exp’ = exp. Gemiss Beispiel 4.43(iv) ist
exp (strikt) positiv. Mittels Korollar 5.16(iii) folgt, dass exp streng monoton wachsend
ist.

Bemerkung: Das folgt auch aus Korollar 3.43 (Additionstheorem fiir die Exponenti-
alfunktion). Siehe Ubungsserie 8.

"Siehe Definition 4.44(i).
8Siche Definition 4.44(ii).



190

KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

(Fiir ein weiteres Beispiel einer Anwendung von Korollar 5.16(iii) siehe [Stra, Beispiel

5.2.1.

ii), S. 85].)

Im né&chsten Beispiel werden wir Platzhalter verwenden.

Bemerkungen 5.17. [Punktnotation fiir das Argument, Platzhalter]

(i)

(i)

(iii)

In der Punktnotation fir das Argument schreiben wir einen Punkt » fiir das
Argument einer Funktion. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

f:R=>R, f(z) = e*.
Wir schreiben diese Funktion in der Punktnotation als:
f=e

Der Punkt - ist also ein Platzhalter fur das Argument. Geméss Beispiel 5.14(ii)
ist die Ableitung der Funktion z — e** gegeben durch

(x — eQ‘E)I = (m — 262””) :
Das kénnen wir mittels der Punktnotation eleganter ausdriicken als
(e*) = 2¢*". (5.15)

Mit der Punktnotation sparen wir hier also viermal das Zeichen x und zweimal
das Zeichen .

Wir schreiben (5.15) nicht als
(€2x)’ — 927

Wie in Bemerkung 5.8(viii) erkléart, ist die linke Seite ndmlich nicht sinnvoll. Des
Weiteren ist die rechte Seite keine Funktion, sondern eine Zahl (fiir ein gegebenes
x). (Siehe Bemerkung 5.8(vii).)

Wir konnen (5.15) jedoch auch schreiben als

d
d—e% = (z— 2629”) .
T
Der Ausdruck % bedeutet hier “z — ... ableiten”. Er unterscheidet sich von ’

also dadurch, dass % die Abhéangigkeit von x ableitet.
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Beispiel 5.18. [Mittelwertsatz, gewohnliche Differentialgleichung] Sei ¢ € R und f :
R — R differenzierbar mit

1 =cf, d. h. f(z) =cf(x), Yz € R. (5.16)
Behauptung: Es gilt
f(z) = f(0)e=, Vo € R. (5.17)

Beweis: Wir verwenden die Punktnotation wie in Bemerkung 5.17(i). Wir definieren
g:=e¢ " :R—=R, h:= fg.

Gemiiss Beispiel 5.14(ii) ist g differenzierbar mit ¢' = —cexp(—c+). Geméss der Leib-
nizregel (Satz 5.10(ii)) ist h = fg daher differenzierbar mit

= (fg)
=flg+fd
= fle " —cfe

=0 (gemiéss unserer Voraussetzung (5.16)).

Gemiss Korollar 5.16(i) ist h daher konstant, d. h. fir jedes x € R gilt

F(2)g(@) = hix) = h(0) = F(0)g(0) = F(0)e=0 = £(0),
d b ()= f(0)g(x)" = F(0)e.

Das beweist die Behauptung (5.17).

Bemerkungen. [gewohnliche Differentialgleichung]

e Gleichung (5.16) ist eine gewdhnliche Differentialgleichung (GDG). Grob ge-
sagt, meinen wir damit eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion einer reellen
Verédnderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Sei 1y € R.
Gemiss Beispiel 5.18 besitzt die GDG (5.16) zusammen mit der Anfangsbedin-
gung f(0) = yo die eindeutige Losung f := yoe® . (Geméss Beispiel 5.14(ii) 16st
diese Funktion die GDG tatséchlich.)

e Die gewohnliche Differentialgleichung (5.17) beschreibt zum Beispiel radioaktiven
Zerfall mit Zerfallskonstante —c. Die Variable x = t spielt dabei die Rolle der
Zeit. Die Grosse f(t) ist die Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur
Zeit t noch nicht zerfallen sind.

Als eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir die Regel von Bernoulli-
de ’'Hospital. Mit dieser Regel konnen wir gewisse “unbestimmte Grenzwerte der Form
%” bestimmen. Um die Regel zu formulieren, benétigen wir folgende Begriffe. Seien
roER, peEN, o€ R, X CR,und f: X — RP.
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Definition 5.19 (rechts- und linksseitige Konvergenz). (i) Wir nehmen an, dass es
ein Ty > xg gibt so, dass |xg, xS X. Wir sagen, dass f im Punkt xo von rechts
gegen yo konvergiert g. d. w. die eingeschrinkte Funktion flig, .. tm Punkt g
gegen yo konvergiert’. In diesem Fall schreiben wir

flx) =y (2 z0) oder f(zx) g Yo

und definieren den rechts-seitigen Grenzwert von f in zq als

Jim f(z) = lim f(z) := yo. (5.18)

(11) Wir nehmen an, dass es ein x_ < xq gibt so, dass |x_,xo|C X. Wir sagen, dass f
im Punkt xy von links gegen gy konvergiert ¢g. d. w. die eingeschrdinkte Funktion
Tl wo[ ®m Punkt xo gegen yo konvergiert'®. In diesem Fall schreiben wir

f@x) =y (z 7 x0) oder f(x) A Yo
und definieren den links-seitigen Grenzwert von f in xq als

i =1 = Y.
xlfrgof(x) xngéf(fIf) Yo

(11i1) Wir sagen, dass f im Punkt xy von links (rechts) konvergiert ¢g. d. w. es ein
yo € RP gibt wogegen f im Punkt xo von links (rechts) konvergiert.

Bemerkungen. [Eindeutigkeit des rechts- und linksseitigen Grenzwertes, Schreibwei-
sen dafiir, Wert in
e Das yy wie in (i) ist eindeutig (falls es existiert). Der rechtsseitige Grenzwert

(5.18) ist daher wohldefiniert.

e Der Wert von f in z( spielt im Zusammenhang mit rechts- und linksseitiger
Konvergenz keine Rolle.

e In gewissen Biichern werden fiir den rechtsseitigen Grenzwert die Schreibweisen

1. 1. +
Jim f (), Jim, f (@), flzot),  flag)
verwendet. Ich tue das nicht, da diese Schreibweisen verwirrend sein konnten. Die
Ausdriicke 2§ und zo+ haben némlich keine selbststéindige Bedeutung. Analoges
gilt fiir linksseitige Grenzwerte.

9
10

wie in Definition 4.25
wie in Definition 4.25
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Beispiel. [rechts- und linksseitige Konvergenz] Wir definieren die Vorzeichenfunktion
(oder Signumfunktion) als

-1, fiirz <O,
fi=sgn:R—=>R, sgn(z) :==<¢ 0 fiir £ = 0, (5.19)
1, fiirz>0.

Diese Funktion konvergiert im Punkt xq := 0 von rechts gegen g, := 1. Sie konvergiert
im Punkt zy := 0 von links gegen y, := —1. Es gilt also

li =1 li = —1.
lnsgn(a) = 1, limsgn(o)

Wir konnen nun die Regel von Bernoulli-de 1'Hospital formulieren. Seien X C R,
fr9: X - Rund 2y € X.

Korollar 5.20 (Regel von Bernoulli-de I’'Hospital). Wir nehmen an, dass es ein x4 €
|xg, 00[ gibt so, dass Folgendes gilt:

(a) Es gilt f(zo) = 0= g(xo).

(b) Es gilt |xg, v, [C X.

(¢) Die Funktionen f,qg sind auf [xg, x| stetig und auf |xo, x| differenzierbar.
(d) Es gilt ¢ # 0 auf |xg, x|, d. h. ¢’(x) # 0, fir jedes x €|xg, x].

(e) Der Quotient g—: konvergiert an der Stelle xo von rechts.

Dann gilt Folgendes:

(i) g # 0 auf Jwg, xy [ 1
f(l’) TNZO 1. f,<x>
g

W g A W)

Beweis: S. 199

Dieses Korollar wurde von Johann I Bernoulli entdeckt. Er verkaufte es Guillaume de
L’Hospital. (Siehe Abbildungen 5.2 und 5.3.)

Bemerkungen. [Regel von Bernoulli-de 1'Hospital, “8”]

Hd. h. g(x) # 0 fiir jedes = €]xg, 24|
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Abbildung  5.3:  Guillaume  de
L’Hospital, 1661-1704, franzosischer
Mathematiker. Manchmal wird Hopital
statt Hospital geschrieben.

Abbildung 5.2: Johann I Bernoul-
li, 16671748, Schweizer Mathematiker
und Arzt.

e Unter den Voraussetzungen des Korollars 5.20 gilt gemiss (ii), dass

@) @)
9@ A g a)

e Eine analoge Aussage mit linksseitigen Grenzwerten gilt ebenfalls.

e Gemiss den Voraussetzungen ((a),(c)) sind f und g im Punkt z( gleich 0 und
stetig auf [zg,z;[. Geméss Bemerkung 4.26(iii) konvergieren f und g daher im

Punkt xy gegen 0. Formal ist der “unbestimmte Grenzwert oo F(2) - 0n
hmac\mo g(x) 0
gleich dem Grenzwert limg\ % Korollar 5.20 liefert daher eine Methode, den

t On

“unbestimmten Grenzwer zu berechnen.

Beispiel 5.21. [Regel von Bernoulli-de 'Hospital] Wir betrachten die Funktionen
fig:R—=R, f(z) ==, g(x) :=¢€" — 1.

Problem: Zeige, dass § an der Stelle xy := 0 von rechts konvergiert und berechne

f(x)

limg~ o ok

Uberlegung: Formal ist hmx\o der ‘unbestimmte Grenzwert oo /@) 37 Wir
llmz\O g(m)

versuchen daher, Korollar 5.20 anzuwenden

Losung: Wir wihlen 2, €]0,00[. Die Voraussetzungen ((a),(b)) des Korollars 5.20
sind erfiillt. Die Funktionen f, g sind differenzierbar mit Ableitungen

fle)y=1,  gx) =€
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Die Voraussetzungen ((c),(d)) sind daher erfiillt. Wir verwenden hier Satz 5.6 (Diffe-
renzierbarkeit impliziert Stetigkeit) und Beispiel 4.43(iv). Mit Hilfe von Satz 4.4(ii)
folgt, dass der Quotient 5 an der Stelle xy = 0 stetig ist. Geméss Bemerkung 4.26(iii)

konvergiert £ daher an der Stelle zg = 0 gegen % = 1. Daher ist auch die Voraus-

setzung (e) des Korollars 5.20 erfiillt.
Es gelten daher die Aussagen ((i),(ii)) des Korollars 5.20, d. h.

1) gy (L@ 1Yy

g # 0 auf |0, 2], —— — lim —

g(x) gx) e

f@) . )
olso lim ooy = lim e =

(Wir konnten das Korollar 5.20 also tatsdchlich anwenden, um diesen Grenzwert zu
berechnen.)

Manchmal konnen wir einen “unbestimmten Grenzwert der Form %” durch mehrmali-
ges Anwenden der Regel von Bernoulli-de I’Hospital berechnen:

Beispiel. [zweimalige Anwendung von Bernoulli-de 'Hospital] Wir betrachten die
Funktionen'2

fig:R—=R, f(z) = 22, g(z) =" — e +u.

Problem: Zeige, dass 5 an der Stelle xy := 0 von rechts konvergiert und berechne
. f x

limg o ﬁ.

Uberlegungen: Formal ist hmm\o der ‘unbestimmte Grenzwert hm“”i—ggéw)) = 8”.

Wir versuchen daher, Korollar 5.20 anzuwenden Aus den Beispielen 5.3((ii),(iii)), der
Kettenregel (Satz 5.13) und der Summenregel (Satz 5.10(i)) folgt, dass f und g diffe-
renzierbar sind mit Ableitungen

f'(z) = 2z, g (x) =" 2z — " + 1. (5.20)
Formal ist lim, g % wieder der “unbestimmte Grenzwert M = 8” Wir ver-
/

suchen daher, das Korollar 5.20 mit f, g ersetzt durch F' := f' und G := ¢’ und 2o =0
anzuwenden, um diesen Grenzwert zu berechnen.

Losung: Wie wir gesehen haben, sind f und g differenzierbar mit Ableitungen gegeben
durch (5.20). Wir definieren

F:=f, G:=¢.

12Wir verwenden hier die Konvention e*" := e(®") | also nicht (e*)* = e¥=.
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Mit Hilfe der Ketten-, Summen- und Produktregel (Satz 5.13 und Satz 5.10((i),(ii))
folgt, dass F' und G differenzierbar sind mit Ableitungen

F'(z) = 2, G'(z) = ¢ (22)? + €2 — " = € (4a® + 2) — ¢".

Es gilt G'(zg = 0) = 1. Da G stetig ist, gibt es daher ein 2, €]0, 0o[ so, dass G" # 0 auf
10, x[. Wir wéhlen ein solches z. Die Voraussetzungen ((a),(b),(c),(d)) des Korollars
5.20 fir F, G sind dann erfiillt. Mit Hilfe von Satz 4.4(ii) folgt, dass der Quotient £
an der Stelle o = 0 stetig ist. Geméss Bemerkung 4.26(iii) gilt daher

F'(z) »~0 F'(0) 2

G a0 1%

Daher ist auch die Voraussetzung (e) des Korollars 5.20 fiir F, G erfiillt.

Es gelten daher die Aussagen ((i),(ii)) des Korollars 5.20 fiir F, G, d. h.

G # 0 auf |0,z

fl@) _F@) mg )
7o) "G mEn)

(5.21)

Somit ist Voraussetzung (e) des Korollars 5.20 fiir f, g erfiillt. Die Voraussetzungen
((a),(b),(c)) des Korollars 5.20 fiir f, ¢ sind ebenfalls erfiillt. Die Voraussetzung (d)
folgt aus den Tatsachen ¢'(0) = G(0) = 0, G'(x) > 0, Vo €|zg,z;[, und Korollar
5.16(iii).

Es gelten daher die Aussagen ((i),(ii)) des Korollars 5.20 fiir f, g, d. h.

) 7£ 0 auf ]07‘754-[7
(@) f'(z)
g

z\0 ..
—— — lim —=
() N0 g'(x)
=2 (gemiiss (5.21)).

Es gilt also
/
@) )
=0 g(x) N0 g'(x)
(Wir konnten das Korollar 5.20 also tatséchlich anwenden, um diesen Grenzwert zu
berechnen.)

In der néchsten Bemerkung werden wir die folgende Bemerkung verwenden.

Bemerkung 5.22. [Quotientenregel fiir Konvergenz von Funktionen an einer Stelle]
Seien X C R*, f,g: X — R, xp € X so, dass f und g an der Stelle zy gegen yo

respektive zy konvergieren und zy # 0. Dann konvergiert % an der Stelle z( gegen Z—g
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Bemerkung. [Voraussetzung f(zg) = 0 = g(zo) in Bernoulli-de I’'Hospital notwendig]
Bevor wir Korollar 5.20 anwenden, ist es wichtig, die Voraussetzungen dieses Korollars
zu iiberpriifen, insbesondere Bedingung (a). Falls f(z) # 0 oder g(z) # 0, dann
konnen wir die Regel nicht anwenden. Im folgenden Beispiel geht das Anwenden der
Regel auch tatsichlich schief. Wir betrachten

fig: R—=R, f(z) =1, g(x) =z +1, xg := 0.

Die Funktion g ist ein Polynom und daher stetig. Geméss Bemerkung 4.26(iii) kon-
vergiert g daher an der Stelle zyp = 0 gegen ¢(0) = 1. Mittels der Quotientenregel
(Bemerkung 5.22) folgt daraus, dass

1
iﬁ&:—zl an der Stelle o = 0.
g 900) 1
Es gilt jedoch
/ !/
! —0 an der Stelle g =0 und daher lim @ =1+#0=lim / (x)
g’ z—0 g(x) z—0 g’(x)

Wir diirfen in diesem Beispiel die Regel von Bernoulli-de 1’'Hospital nicht anwenden,
da die Voraussetzung (a) nicht erfiillt ist.

Bemerkungen. [Konvergenz ohne die Regel von Bernoulli-de 1'Hospital]

e Oft konnen wir ohne die Regel von Bernoulli-de I’Hospital auf einfachere Art zei-
gen, dass ein Quotient zweier Funktionen an einer Stelle konvergiert. Betrachten
wir zum Beispiel die Funktionen

fig:R—=R, f(z):=2%—1, g(x) =2? -1
und den Quotienten g X =R\ {£1} - R

3

3,
Beweis: Fiir jedes z € X gilt f(z) =2 —1 = (z—1)(z*+2+1), g(x) =2°—1 =
(x —1)(x 4+ 1) und daher

Behauptung: Der Quotient 5 konvergiert an der Stelle zy := 1 gegen

~(z)=—=(x), FG:R=R  F)=2+z+1, G)=z+1

(5.22)
Die Funktion F ist ein Polynom und daher stetig. Geméss Bemerkung 4.26(iii)
konvergiert F' daher an der Stelle zop = 1 gegen F(1) = 3. Aus einem analogen
Grund konvergiert G an der Stelle 1 gegen G(1) = 2. Mittels (5.22) und der
Quotientenregel (Bemerkung 5.22) folgt daraus, dass

F(1 3
/ N £Q) =3 an der Stelle 2y = 1,

g G
wie behauptet.
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e Wir kénnen diese Konvergenz auch mittels der Regel von Bernoulli-de I’'Hospital
zeigen. (Uberlegen Sie sich das!)

e Wir betrachten die Funktion

et —1

f:R\{0} = R, f(z) = .

X

Behauptung: f konvergiert an der Stelle xg := 0 gegen 1.
Beweis: Gemass Definition 5.1 (Ableitung) und Bemerkung 5.7 gilt, dass

et —1
h

Gemaiss dem Goethe-Prinzip 1.23 bedeutet das, dass

— exp’(0) (h —0).

et —1

T

fz) =

— exp’(0) =exp(0) =1 (x —0). (5.23)

e Wir konnen das in Beispiel (5.21) gestellte Problem auch mittels der Quotien-
tenregel fiir die Konvergenz von Funktionen behandeln. Dazu betrachten wir die

Funktion
T

FORV{0} R f)=
Behauptung: f konvergiert im Punkt xy := 0 gegen 1.
Beweis: Fiir jedes x € R\ {0} gilt

xr 1
@I—]__em—l

r—0
—

r—tlr—l&

(gemiéss (5.23) und der Quotientenregel, Bemerkung 5.22)
=1,

wie behauptet.

Im Beweis des Korollars werden wir folgendes Lemma verwenden. Seien n,p,q € N,
XCRYWYCR,F: X—=>Y, G:Y >R, 20 X,y €Y und z5 € RY.

Lemma 5.23 (Konvergenz einer verkniipften Funktion, Substitution fiir Grenzwer-
te). Falls F' an der Stelle xo gegen yo konvergiert und G an der Stelle yo gegen zg
konvergiert, dann konvergiert die verkniipte Funktion G o F' an der Stelle xq gegen zy.

Beweis: [DK04a, Theorem 1.4.2, p. 17]
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Bemerkung. Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas gilt also

lim G o F(z) = lim G(y).
T—T0 Y—Yo

Dieses Lemma besagt also, dass wir auf der linken Seite F'(z) durch y und x — z durch
y — Yo substituieren (=ersetzen) diirfen. Das ist plausibel, da geméss Voraussetzung
ja F(z) — yo fiir © — x¢ gilt. Wir sollten uns an dieser Stelle jedoch daran erinnern,
dass “y — yo” keine selbststindige (mathematische) Bedeutung hat. Nur der ganze
Ausdruck “G(y) — 2 fiir y — yo” (respektive “lim,_,,, G(y)”) hat eine Bedeutung.
(Siehe Definition 4.25.)

Beweis des Korollars 5.20: Wir wihlen ein z; wie in der Voraussetzung des Korol-
lars. (i): Sei x €]z, 4 [. Wegen Voraussetzung (c) gibt es geméss dem Mittelwertsatz
(Satz 5.15) ein y €|xg, x| so, dass

T — 2o
#0 (wegen der Voraussetzung (d)). (5.24)

(Gemiéss Voraussetzung (b) ist g(z) wohldefiniert.) Geméss Voraussetzung (a) gilt
g(zg) = 0. Mittels (5.24) folgt daraus, dass g(z) # 0. Das beweist (i).

(ii): Sei z €]z, x4 [. Wir definieren die Funktion

f(z
pimhe= 1Dy folgal o R b = L) - ry).

g(x)
Wegen Voraussetzung (c) ist diese Funktion stetig und auf |z, 2| differenzierbar. We-
gen unserer Voraussetzung (a) gilt h(zg) = 0. Es gilt auch h(z) = 0. Geméss dem

Mittelwertsatz (Satz 5.15) gibt es daher ein y, €]z, x| so, dass

0="H(y,) = %g’(%) — [ (y2),
d. h. ;/E‘;’ji - %. (5.25)
Wir definieren
Fileg,zi[= R, Fr) =y, G:= g— Jzo, 2 [2 R, Gly) = ;8
Fiir jedes @ €]z, 2. [ gilt
Go F(z) = G(y,)
@ egen (5.25)). (5.26)
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Fiir jedes x €|xg, x| gilt, dass g < y, < x. Daraus folgt, dass F' an der Stelle zy gegen
xo konvergiert. Geméss unserer Voraussetzung (e) konvergiert G an der Stelle yy := .
Mittels Lemma 5.23 folgt daher, dass G o I an der Stelle zy gegen 2o := lim,_,,, G(v)
konvergiert. Wegen (5.26) konvergiert daher die Einschrankung il}wo,u[ an der Stelle

xo gegen zp, d. h.

Das beweist (ii) und schliesst den Beweis von Korollar 5.20 ab. O

Als néchstes behandeln wir den Umkehrsatz, welcher Folgendes besagt. Jede auf einem
offenen Intervall definierte differenzierbare reellwertige Funktion f ist umkehrbar, falls
ihre Ableitung positiv ist. Die Ableitung der Inversen von f in y ist gleich dem Inver-
sen'® der Ableitung von f in f~!(y). Sei I ein offenes Intervall und f : I — R. Wir
definieren sup f wie in (4.15) und inf f analog. Es gilt also

sup f = sup f(x) = supim(f), inf f := inf f(z) = infim(f).

zel zel

Wir schreiben
J = } inf f, supf[.

Satz 5.24 (Umkehrsatz). Wir nehmen an, dass f differenzierbar ist und f' # 0. Dann
gilt Folgendes:

(i) Das Bild von f ist durch das offene Intervall J gegeben,
im(f) = J.

(ii) Die Funktion f: 1 — J ist bijektiv.

(i4i) Die Umkehrfunktion fV = f=': J — I ist differenzierbar mit

FYW=r1Y) =7 el (5.27)

Beweis: [Stra, Satz 5.2.2., S. 87]. (Dieser Satz behandelt den Fall f > 0. Der Fall f/ <0
kann auf diesen Fall zuriickgefithrt werden.)

Bemerkungen. [Beweis des Umkehrsatzes, Formel fiir die Ableitung der Umkehr-
funktion)]

BMit dem (multiplikativ) Inversen einer Zahl z € C \ {0} meinen wir ihren Kehrwert 2= = 1.
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e (Beweis) Der Beweis des Satzes 5.24 beruht auf Korollar 5.16(iii) (positive Ab-
leitung impliziert strenge Monotonie) und den Sétzen 5.6 (Differenzierbarkeit
impliziert Stetigkeit) und 4.52 (Bild, strenge Monotonie der Umkehrfunktion).

e (Formel fiir (f~!')") Unter der Annahme, dass f : I — J bijektiv ist und die Um-
kehrfunktion f~! differenzierbar ist, folgt die Formel (5.27) aus der Kettenregel.
Es gilt ndmlich

idy = foft (5.28)

Seiy € J. Es gilt

1 =1id'(y) (gemiiss Beispiel 5.3(1))
= (W)Y () gemiiss ((5.28) und Satz 5.13 (Kettenregel)).

Daraus folgt, dass

Das beweist (5.27).

Beispiel 5.25. [Differenzierbarkeit und Ableitung des Logarithmus, Umkehrsatz] Geméss
Beispiel 5.3(iii) ist die reelle Exponentialfunktion exp |g differenzierbar mit Ableitung
exp’ = exp. Diese Funktion ist (strikt) positiv. Geméss Satz 5.24(i) (Umkehrsatz) ist
das Bild von exp durch das offene Intervall J :=]inf exp, sup exp[ gegeben. Gemiiss Satz
5.24(iii) ist die Umkehrfunktion log = exp~' : J — R differenzierbar mit Ableitung

oo 1
log {y) = exp’(exp~1(y))
1
~ exp(exp ()
1
= (5.29)

Bemerkung. [Bild von exp |g](Bild von exp |g) Dass das Bild von exp |g ein offenes
Intervall ist, haben wir schon in Beispiel 4.43(iv) herausgefunden. Gemiéss diesem Bei-
spiel ist dieses Bild ndmlich durch im (exp |g) = exp(R) =0, oo gegeben.

Mittels Beispiel 5.25 kénnen wir die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion berech-
nen. Diese Funktion ist wie folgt definiert. Sei a € R.

Definition 5.26 (allgemeine Potenzfunktion). Wir definieren die a-te Potenzfunktion
als
Pa:]0,00[= R, pu(z) = 2* = "8 = exp (alog ). (5.30)

Bemerkung. [allgemeine Potenzfunktion, Wurzelfunktion]
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e (natiirlicher Exponent) Fiir a = k£ € N stimmt p, mit der Einschriankung auf
10, 00 der in Beispiel 4.43((ii),(iii)) definierten Funktion {iberein. Das folgt aus

i
dem Additionstheorem fiir exp. (Uberpriifen Sie das!)

e (Wurzelfunktion) Sei & € N. Wir definieren die k-te Wurzelfunktion § wie in
Definition 4.47 als die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion. Die Funktion
i (wie in Definition 5.26) ist gegeben durch die Einschrénkung von g/ auf |0, oo,

P1 = /ho.col-
Das folgt aus

k
p%(:zt)k = (e%bg“’c) = el8% — g, vV €]0, 00|,

und Injektivitdt der eingeschrénkten Potenzfunktion py|jo,cef- (Uberpriifen Sie
das!)

Folgendes Beispiel ist eine Anwendung des Beispiels 5.25 und der Kettenregel.
Beispiel 5.27. [Differenzierbarkeit und Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion]

Behauptung: Die Funktion p, (wie in (5.30)) ist differenzierbar mit Ableitung

a—1
, ~ Joax*, fallsa #0,
Palz) = { 0, falls a = 0.

Beweis: Im Fall a = 0 ist pg = 1 und die Behauptung darum wahr.
Fall a # 0: Geméss (5.30) gilt

Pa = expo(alog).

Gemiiss Beispiel 5.25 ist die Funktion log differenzierbar mit Ableitung gegeben durch
log/(z) = % Mittels Bemerkung 5.11(i) folgt, dass a log differenzierbar ist mit Ableitung
a

(alog)'(x) = e (5.31)

Da exp differenzierbar, folgt aus der Kettenregel (Satz 5.13), dass die Funktion p, =
exp o(alog) differenzierbar ist mit Ableitung

P (x) = exp’ ((alog)(z)) (alog) (x)

= exp (alog m)% (wegen (5.31))

1

= aexp (alogaz — log :1:) (wegen — = 2! = ¢7°8% und des Additionstheorems, Korollar 3.43)
x

=aexp ((a—1)logz)

= az®"! (gemiss (5.30)).

Das beweist die Behauptung.
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Dieses Beispiel verallgemeinert Beispiel 5.12(ii), in welchem a = n eine natiirliche Zahl
war.

Bemerkung. (Potenzgesetze) Fiir alle a,b €]0, 00|, z,y € R gelten die Potenzgesetze

a*tV = a*a?, (5.32)
(ab)® = a®b”.

Fiir (5.32) siche Ubungsserie 10. Fiir die anderen Gleichheiten siche [Bla03, (6.6),
S. 200].

5.4 Trigonometrische, Arkus-, Hyperbel- und
Areafunktionen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 2.5] und [Stra, 5.3].

5.4.1 Die trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus,
Existenz der cis-Funktion

In Definition 2.21 haben wir cis = (cisy, cise) als die eindeutige differenzierbare Funk-
tion 7 : R — R? definiert, welche folgende Bedingungen erfiillt:

vl =1, (5.33)
Il =1. (5.34)
0= (}). (5.35)
7'(0) = (?) : (5.36)

Wir haben Kosinus und Sinus als die Komponenten der cis-Funktion definiert, d. h.
Cos := cisy, sin :=cisy : R — R.

Lemma 2.20 besagt, dass es tatséchlich eine eindeutige Funktion v wie oben gibt. Wir
konnen die Existenz einer solchen Funktion jetzt beweisen. Sie folgt aus dem folgenden
Satz. Wir erinnern uns an die Definitionen 3.25 und 3.48 der Funktionen

Exp, Cos, Sin : C — C,
ok < (L1)2Y 2 (L1)d %]
EXp(Z) = kz; !, COS(Z) = Z W, SIH(Z) = Z; W (537)

j=0 Jj=

>
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Satz 5.28 (Cos,Sin). (i) (“Pythagoras-Eigenschaft”) Es gilt

Cos? p + Sin? ¢ = 1, Vo € R. (5.38)

(i1) Die eingeschrankten Funktionen Sin|g und Cos|g sind differenzierbar mit Ablei-
tungen

(Sin |g)" = Cos |g, (Cos |g)" = — Sin |g.

Beweis der Existenzaussage von Lemma 2.20: Gemaiss Satz 5.28 erfiillt die Funk-
tion
v := (Cos, Sin)|g : R — R?

die Bedingungen (5.33,5.34). Aus (5.37) und Satz 5.28(ii) folgt, dass
7(0) = (Cos(0),Sin(0)) = (1,0),  ~'(0) = ( — Sin(0), Cos(0)) = (0, 1).
Daher erfiillt v die Bedingungen (5.35,5.36). Daher erfiillt v alle Bedingungen von

Lemma 2.20. Das beweist die Existenzaussage dieses Lemmas. O

Bemerkung 5.29. [Cos, Sin, Kosinus, Sinus|] Geméss diesem Beweis erfiillt die Ein-
schrinkung « := (Cos, Sin)|g die Bedingungen der Definition 2.21. Daraus folgt, dass
v = cis = (cos, sin), d. h.

Cos |gr = cos, Sin |gr = sin.

Das beweist die Aussage von Satz 3.49.

Beweis des Satzes 5.28: (i): Sei p € R. Gemaiss (5.37) gilt
Cos(—¢p) = Cos ¢, Sin(—p) = — Sin . (5.39)

Gemass (3.30) gilt
Exp(ip) = Cos e + i Sin ¢. (5.40)

Es gilt
Exp(ip) = Cosp — i Sin p (gemiss (5.40))

= Cos(—¢) + i Sin(—¢) (gemiiss (5.39))
= Exp(—iyp) (gemiiss (5.40)). (5.41)



5.4. TRIGONOMETRISCHE, ARKUS-, HYPERBEL- UND AREAFUNKTIONEOb

Es gilt

Cos? ¢ + Sin® ¢ = | Exp(ip)[? (wegen (5.40))
= Exp(ip)Exp(ip) (gemiéss (2.29))
= Exp(ip) Exp(—ip) (gemdss (5.41))
=1 (Additionstheorem, Korollar 3.43).

Das beweist (i).
(ii): Ein Argument wie in Beispiel 5.3(iii) zeigt, dass die Abbildung Exp(is) : R — C
differenzierbar ist mit Ableitung

Exp(is) = i Exp(is).

(Siehe [Stra, Beispiel 5.1.1. iv)].) Mittels (5.40) folgt daraus, dass Cos|g und Sin|g
differenzierbar sind mit Ableitungen

(COS |[R)/ = —Sin |[R7 (Sln ‘[R)l = Cos |[R' (542)
Das zeigt (ii).

Das schliesst den Beweis des Satzes 5.28 ab. O

5.4.2 Arkusfunktionen

Falls wir den Definitions- und den Zielbereich der trigonometrischen Funktionen ge-
eignet einschrénken, werden diese Funktionen bijektiv. IThre Umkehrfunktionen heissen
Arkusfunktionen oder zyklometrische Funktionen. Die folgende Proposition préazisiert
die obige Aussage und gibt die Ableitungen der Arkusfunktionen an.

Proposition 5.30 (Arkusfunktionen, Ableitungen davon). (i) (eingeschrinkter Si-
nus bijektiv) Die Funktion sin : [—% 2] — [—1,1] ist bijektiv.
(i1) (Arkussinus stetig) Die Umkehrfunktion

arcsin :=sin‘™Y : [—1,1] — [—g’ g]

15t stetig.
(iii) (Ableitung des Arkussinus) Die Einschrdnkung arcsin ||y i ist differenzierbar mit
Ableitung
1
arcsin’(y) = —— Vy €] —1,1[.

1—y2’
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() (eingeschrinkter Kosinus bijektiv) Die Funktion cos : [0, 7] — [—1,1] ist bijektiv.
(v) (Arkuskosinus ist stetig) Die Umkehrfunktion
arccos := cos' ™V : [=1,1] — [0, 7]
15t stetig.

(vi) (Ableitung des Arkuskosinus) Die Einschrinkung arccos|_y [ ist differenzierbar

mit Ableitung

1
arccos' (y) = ——— Vy €] —1,1].

N

(vii) (Ableitung des Tangens) Die Funktion tan := % : }—g, %[ — R ist differenzier-
bar mit Ableitung
/ 2 1
tan’ = 1 +tan” = —.
cos

(viii) (eingeschrankter Tangens bijektiv) Die Funktion tan : ]—7—;, 7 [ — R ist bijektiv.

(ix) (Arkustangens) Die Umkehrfunktion

arctan := tan™" : R — ] _E7 E [
2’2
ist differenzierbar mit Ableitung
arctan’(y) = L Yy € R

Bemerkungen. [Umkehrfunktionen der eingeschrinkten trigonometrischen Funktio-
nen|

e Aus Definition 2.21 folgt, dass der Sinus Werte in [—1,1] annimmt. Die einge-
schriinkte Funktion sin : [-%,%] — [—1,1] ist daher sinnvoll. (Wir schrinken
hier sowohl den Definitions- als auch den Wertebereich ein.)

e Die Umkehrfunktion des Sinus, arcsin = sin{™ heisst Arkussinus (von lateinisch
arcus = Bogen). Fiir jedes y € [0, 1] ist ¢ := z := arcsiny die Linge des Bogens
auf dem Einheitskreis vom Punkt A := (1,0) bis zum Punkt B := (y/1 —y2,y).
Siehe Abbildung 5.4.

e Wir verwenden hier die Notation f{~ fiir die Umkehrfunktion von f, nicht f~!,
da f~!als % interpretiert werden kann.
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Abbildung 5.4: Blau: Einheitskreis. Schwarz: der Bogen auf dem Einheitskreis. Die
Lange dieses Bogens ist gleich arcsin y. Diese Lange ist gleich zweimal der Flacheninhalt

des Sektors OAB.

Beweis der Proposition 5.30: (i): Wir zeigen, dass
T T
i ——, =) =[-11]. 5.43
sin (|-5.3]) = =11 (5.43)
Die Inklusion “C” folgt aus Definition 2.21. Wir zeigen die umgekehrte Inklusion “27”.

Es gilt sin (—5) = —1 und sin () = 1. Da der Sinus stetig ist, folgt daraus geméss dem

Zwischenwertsatz (Satz 4.42), dass in (5.43) die Inklusion “2” gilt. Das zeigt (5.43).
Gemiiss Satz 3.49 und Satz 5.28(ii) gilt
sin’ = cos. (5.44)

Gemiss Definition 2.22 ist 7 := 2¢pg, wobei ¢ €]0, 00| die kleinste positive Nullstelle
von cos ist. Also gilt cos > 0 auf ]0, 2 [. Gemiiss (5.39) gilt cos(—¢) = cos(¢p), fiir jedes
¢ € R. Es folgt, dass cos > 0 auch in }—%, 0[. Mittels (5.44) folgt daraus, dass

wWowss0 ][
sin’ = cos in 573
Gemiiss Korollar 5.16(iii) folgt daraus, dass der Sinus auf dem Intervall ] — 5.5 [ streng

monoton wachsend ist. Da diese Funktion stetig ist, folgt daraus, dass sie auch auf dem

abgeschlossenen Intervall [—E E] streng monoton wachsend ist. Geméss Bemerkung

4.45 ist der Sinus daher auf [—%, 7] injektiv. Das zeigt ().
(ii) folgt aus Satz 4.50 oder Satz 4.52(ii).

(iii): Sei y €] — 1, 1[. Wir schreiben

z = sin Y (y).
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Gemiiss dem Umkehrsatz (Satz 5.24(iii)) ist sin~Y differenzierbar mit Ableitung

1
s DV )
) 0) = S
1
= ass (5.44
- (gemiss (5.44))
1
= (da sin? + cos? = 1 und cos>0auf}—z,z[)
1-— sin2(:p) 279
1
— —1 = yQ'

Das beweist (iii).

Die Aussagen ((iv),(v),(vi)) folgen aus analogen Argumenten. Fiir ((vii),(viii),(ix)) sie-
he Ubungsserie 10. Das schliesst den Beweis der Proposition 5.30 ab. O

5.4.3 Hyperbel- und Areafunktionen

Die Hyperbelfunktionen sind eng mit den trigonometrischen Funktionen verwandt. Bei-
spiele davon sind der hyperbolische Kosinus cosh. Das ist der gerade Teil der Exponenti-
alfunktion. Der hyperbolische Sinus sinh ist der ungerade Teil der Exponentialfunktion.
Es gilt die Identitét

cosh? — sinh? = 1.

Das bedeutet, dass die Funktion (cosh,sinh) : R — R? Werte auf der Einheitshyperbel
annimmt. Die Identitiit cosh® —sinh? = 1 ist analog zur Identitét cos®+sin? = 1,
welche besagt, dass die Funktion (cos,sin) : R — R? Werte auf dem Einheitskreis
annimmt. Das ist der Grund fiir die Bezeichnung Hyperbelfunktion fiir cosh und sinh.

Der hyperbolische Kosinus tritt in Anwendungen zum Beispiel als Kettenlinie auf.

Die Areafunktionen sind die Umkehrfunktionen der (geeignet eingeschriankten) Hyper-
belfunktionen. Ein Beispiel davon ist der Areasinus hyperbolicus arsinh. Dieser ist durch
zweimal die Fldche eines bestimmten Hyperbelsektors gegeben. Das ist der Grund fiir
die Bezeichnung Areafunktion fiir arsinh (lateinisch area = Fliche).

Definition 5.31 (Hyperbelfunktionen). Wir definieren den hyperbolischen Kosinus,
den hyperbolischen Sinus und den hyperbolischen Tangens als die Funktionen cosh, sinh, tanh :
R — R gegeben durch

e* +e’” er —e” sinhz e*—e

coshey == ——, sinhx .= ——, tanhz := = .
2 2 coshx e*+4e®

Siehe Abbildung 5.5.



5.4. TRIGONOMETRISCHE, ARKUS-, HYPERBEL- UND AREAFUNKTIONEOO

tanh(x)

-3 -2 -1 1 2 3 7
=1+
9l
sinh(z) 37
44

Abbildung 5.5: Der hyperbolische Kosinus, Sinus und Tangens.

Bemerkungen. [Hyperbelfunktionen, Exponentialfunktion]

e Der hyperbolische Kosinus wird auch Cosinus hyperbolicus genannt. Analoges
gilt fiir sinh und tanh.

e Fiir eine Funktion f : R — R definieren wir ihren geraden und ungeraden Teil als

f@) + f(=x) fla) = f(=2)

fevena fodd R—=R, feven(JJ) = 9 ) fodd<x) = 9

Der gerade Teil von f ist gerade, d. h. fewen(—2) = f(x), Vo € R. Der ungerade
Teil von f ist ungerade, d. h. foqa(—2) = —f(z), Yz € R.

e Der hyperbolische Kosinus (bzw. Sinus) ist der gerade (bzw. ungerade) Teil der
Exponentialfunktion, d. h.

cosh = eXPgyen sinh = exp,4q -

Die folgende Proposition fasst Eigenschaften der Hyperbelfunktionen zusammen und
gibt die Ableitungen der Hyperbel- und Areafunktionen (Umkehrfunktionen der Hy-
perbelfunktionen) an.

Proposition 5.32 (Hyperbel- und Areafunktionen). Es gilt:



210 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

(i) cosh(x) = Cos(izx), Vo € R
(i1) isinh(z) = Sin(iz), Vr € R
(iii) (“hyperbolischer Pythagoras”) cosh®x —sinh®*z = 1, Vo € R
(w) (Additionstheorem fiir cosh) cosh(x +y) = coshz coshy+sinhzsinhy, Vz,y € R
(v) (Additionstheorem fiir sinh) sinh(x + y) = sinh x cosh y 4+ cosh x sinhy, Vz,y € R
(vi) Die Funktionen cosh,sinh, tanh sind differenzierbar.
(vii) cosh’ = sinh
(viii) sinh’ = cosh

1

cosh?

(iz) tanh’ = 1 — tanh? =

(z) Die (eingeschrinkten) Funktionen cosh : [0,00[— [1,00[, sinh : R — R und
tanh : R —] — 1, 1] sind bijektiv.

(i) Die Umkehrfunktion arcosh := cosh'™" : [1, co[— [0, oo ist stetig.

(xit) (Ableitungen der Umkehrfunktionen) Die eingeschrinkte Umkehrfunktion arcosh =
cosh'™Y :]1, 00[—]0, 0o und die Umkehrfunktionen arsinh := sinh"™" : R — R,

artanh := tanh™Y ] — 1,1[— R sind differenzierbar mit Ableitungen gegeben
durch:
1
arcosh’y =
y?—1
-y 1
arsinh’ y =
y?+1
tanh’ !
artanh’y =

Bemerkungen. [Hyperbel- und Areafunktionen, Namen davon, (hyperbolischer) Satz
des Pythagoras]

e Gemiss ((i),(ii)) héngen die komplexen trigonometrischen Funktionen Cos, Sin
und die hyperbolischen Funktionen cosh, sinh eng miteinander zusammen.

e (trigonometrische Funktionen, Satz des Pythagoras) Sei x € R. Geméss Definition
2.21 gilt
cos’z +sin®x = 1. (5.45)
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Das bedeutet, dass im rechtwinkligen Dreieck mit Ecken (8), (COS x), (Z?ﬁi)

die Summe der Quadrate der Langen der Katheten gleich dem Quadrat der Lénge
der Hypothenuse ist. Das ist der Satz des Pythagoras.

Die Identitdt (5.45) bedeutet, dass das Bild von cis = (cos, sin) im Finheitskreis
{(u,v) e R*|u® + v =1}
enthalten ist.!

(Name Hyperbelfunktion, hyperbolischer Satz des Pythagoras) Analog zu (5.45)
bedeutet die Aussage (iii) der Proposition 5.32, dass das Bild von (cosh, sinh) in
der Einheitshyperbel

{(u,v) € R*|v* —v* =1}

enthalten ist. Das erkliart den Namen Hyperbelfunktion. Wegen der Analogie zu
(5.45) konnen wir (iii) als eine hyperbolische Version des Satzes von Pythagoras
auffassen.

Die Additionstheoreme ((iv),(v)) sind analog zu denjenigen fiir cos und sin, mit
teils anderen Vorzeichen.

Wegen (vi) sind die Aussagen ((vii),(viii),(ix)) sinnvoll.
Die Ableitungen von cosh, sinh, tanh erfiillen Beziehungen, die analog zu denje-
nigen fiir cos, sin, tan sind, mit teils anderen Vorzeichen. Siehe ((vii),(viii),(ix))

und 5.30(vii).

Wegen (x) sind die Aussagen ((xi),(xii)) sinnvoll.

Im Beweis von Teil (i) der Proposition 5.32 werden wir die folgende Bemerkung ver-
wenden.

Bemerkung 5.33. [komplexe eulersche Formel, Hyperbel- und komplexe trigonome-
trische Funktionen] Es gilt

¢’ = Exp(iz) = Cos z 4 i Sin z, vz e C.

Das ist eine komplexe Variante der eulersche Formel. Sie folgt mittels der Rechnung,
die wir in (3.30) fiir ein reelles z = ¢ durchgefiihrt haben.

14Das Bild von cis stimmt sogar mit dem Einheitskreis iiberein.
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Beweis der Proposition 5.32: (i): Sei z € R. Es gilt
cosh(z) = %

_ Cos(—ix) + Cos(iz) + i Sin(—iz) + ¢ Sin(ix)
2
= Cos(ix) (wegen (5.39)).

(wegen Bemerkung 5.33)

Das zeigt (i).
((ii)-(v)): Ubungsserie 10
((vi)-(xii)): Ubungsserie 9

O

Definition 5.34 (Areafunktionen). Wir definieren:

(i) Areacosinus hyperbolicus := arcosh := cosh™ :]1, 00[—]0, 00|
(11) Areasinus hyperbolicus := arsinh := sinh™Y : R = R

(iii) Areatangens hyperbolicus := artanh := tanh‘™" :] = 1,1[= R

Wir nennen diese Funktionen Areafunktionen.

Bemerkungen. [Name Area(co-)sinus hyperbolicus]

e Fiir jedes y € [0, 00[ ist arsinhy gleich zweimal der Fliche des Sektors der Ein-
heitshyperbel, der durch die Einheitshyperbel und die Strahlen OA und OB
/ 2
begrenzt wird, wobei O := <8>, A= (é), B = ( 1;_ y ) Siehe Abbildung
5.6. Eine dhnlich Aussage gilt fiir arcosh. Da area das lateinische Wort fiir Flache,
erklart das den Namen Area(co-)sinus hyperbolicus.

e Analog ist fiir y € [0, 1] die Zahl arcsiny zweimal der Flicheninhalt des Sektors
des Einheitskreises, der durch den Einheitskreis und die Strahlen OA und OB

begrenzt wird, wobei wobei O := <8), A = (1,0) und B := (/1-4%y).

(Uberlegen Sie sich das im Fall y = 1 !) Siehe Abbildung 5.4.
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Abbildung 5.6: Blau: rechter Ast der Einheitshyperbel. Rot: der Sektor der Einheits-
hyperbel. Zweimal der Flacheninhalt dieses Sektors ist gleich arsinh y.

e Manchmal wird der Areasinus auch als arcsinh geschrieben, wobei arc fiir latei-
nisch arcus = Bogen steht. Da die Funktion nichts mit einer euklidischen Lénge
einer Kurve zu tun hat, verwende ich diese Notation nicht.!?

5.5 Hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hohere
Ableitungen, stetige Differenzierbarkeit eines
Limes, durch Potenzreihe definierte Funktion
ist gliedweise differenzierbar

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 3.4] und [Stra, 5.4]. Seien U C R offen, p € N und
f:U—=RP.

Definition 5.35 (hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hohere Ableitungen). (i) Wir
nennen f 0-mal differenzierbar (keine Bedingung). Wir definieren ihre O-te Ab-
leitung (oder Ableitung O-ter Ordnung) als

O =1,

Rekursiv definieren wir fiir jedes k € N:

Die Funktion f heisst k-mal differenzierbar g. d. w. sie (k—1)-mal differenzierbar
ist und ihre (k — 1)-te Ableitung differenzierbar ist. Wir definieren ihre k-te
Ableitung (oder Ableitung k-ter Ordnung) als

fO = (fEDY U — RP.

15Die Zahl arsinhy ist allerdings die Linge des Bogens auf der Einheitshyperbel in Abbildung 5.6
beziiglich der Standard-Minkowski-Metrik.
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(ii) Sei k € Ng. Wir nennen f k-mal stetig differenzierbar (oder von der Klasse C*
oder schlicht C*) g. d. w. f k-mal differenzierbar ist und f%* stetig ist. Wir
definieren die Menge

CHM(U,RP) := C*(U;RP) := {f : U — R | f ist k-mal stetig differenzierbar}

und kiirzen ab:
C*(U) == C*U,R).

(i1i) Wir nennen f beliebig oft differenzierbar (oder C* oder glatt) g. d. w. f k-mal
differenzierbar ist fiir jedes k € No. Wir definieren die Menge

C*(U,RP) := C®(U;RP) :={f : U = RP| f ist glalt}.

Bemerkungen 5.36. [hohere (stetige) Differenzierbarkeit, hohere Ableitungen]

e (Rekursion) Die Definition der k-fachen Differenzierbarkeit beruht auf Rekursion
iiber k. In einer rekursiven Definition definieren wir zuerst ein Objekt oder einen
Begriff Ag und dann fiir jedes £ € N ein Objekt oder einen Begriff A; mittels
Aj_1. Zum Beispiel ist das Produkt A, := kn zweier natiirlicher Zahlen k,n
rekursiv definiert durch

Ag =0, Ap = Ap_1 +n.

(Uberpriifen Sie, dass diese Definition mit Threr Intuition des Produktes iibereinstimmt!)

In der Definition 5.35 ist Ay der Begriff der k-fachen Differenzierbarkeit von f
zusammen mit dem Begriff der k-ten Ableitung von f.

Zum Beispiel heisst f geméss dieser Definition 1-mal differenzierbar g. d. w. f
1 — 1 = 0-mal differenzierbar ist und f(©) = f differenzierbar ist'®. Das bedeutet,
dass f 1-mal differenzierbar ist g. d. w. f differenzierbar ist. In diesem Fall ist

f0 =g
Als ein weiteres Beispiel heisst f geméss Definition 5.35 2-mal differenzierbar

g. d. w. f 2—1 = 1-mal differenzierbar ist und f() = f’ differenzierbar ist. In
diesem Fall ist f) .= .

Allgemein gilt

fO=f W=y fE=y o =y

falls f entsprechend oft differenzierbar ist.

16im Sinn der Definition 5.1
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e Jede C*-Funktion f hat stetige Ableitungen i-ter Ordnung fiir i € {0, ..., k}. Das
folgt aus Satz 5.6 (Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit). Jede C*-Funktion ist
also auch von der Klasse C*~1, ... C°.

e Es gilt
CUU,RP) = {f : U — RP| f ist stetig}.

e Die Definition von C* im Skript [Stra] (Definition 5.4.2 ii)., S. 95) ist ein wenig
anders formuliert. Sie ist d&quivalent zur Definition 5.35. Das folgt aus Bemerkung
5.36.

Beispiele. [glatte Funktionen] Folgende Funktionen sind glatt:

e Jedes Polynom p : R — R. Das folgt aus Beispiel 5.12(iii) mit Hilfe von Induktion.
(Siehe Ubungsserie 10.)

e Die rationale Funktion f := § : U — R fiir jedes Paar von reellen Polynomen
p.q # 0 und U := ¢ *(R\ {0}). Das folgt aus Beispiel 5.12(iv) mit Hilfe von
Induktion. (Siche Ubungsserie 10.)

e Die Exponentialfunktion exp : R — R. Das folgt aus Beispiel 5.3(iii).

e Die trigonometrischen Funktionen cos,sin : R — R. Das folgt aus Satz 3.49 und
Satz 5.28(ii).

Beispiel. [differenzierbare Funktion, die nicht C! ist|Behauptung: Die Funktion

?sin L, falls x # 0,
f:R—R, f(x) = { 0. sonst,

ist differenzierbar. Thre Ableitung ist im Punkt x( := 0 unstetig.

Beweis: Fiir jedes z € R\ {0} ist f in x differenzierbar mit Ableitung
1 1

1 1
f'(r) = 2w sin — + 2° (cos —> (—27%) = 2xsin — — cos —. (5.46)
x T T T

(Uberpriifen Sie das!) Aus Definition 5.1 folgt, dass f in x := 0 differenzierbar ist mit
Ableitung f'(0) = 0.

Gemiss (5.46) gilt fir jedes k € N, dass

f <%> = %Sin(ﬂk) — cos(mk) = —(=1)".

Daraus folgt, dass f' an der Stelle z = 0 nicht stetig ist. (Uberpriifen Sie das!) Das
beweist die Behauptung.

Bemerkung: Diese Funktion ist also differenzierbar, aber nicht von der Klasse C*.
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Folgender Satz besagt, dass jeder gleichméssige Limes einer Folge von C!'-Funktionen
wieder C! ist, falls die Folge der Ableitungen ebenfalls gleichméssig konvergiert. Seien
U C R offen, p € N, (fin)men eine Folge in C'(U,RP) und f,g: U — RP.

Satz 5.37 (Kriterium fiir stetige Differenzierbarkeit eines Limes). Falls (f,,)men gleichmdssig
gegen f konvergiert und (f] )men gleichmdssig gegen g konvergiert, dann gilt f €
CHU,RP) und f' = g.

Beweis: [Stra, Satz 5.4.1., S. 92]

Bemerkungen 5.38. [Kriterium fiir stetige Differenzierbarkeit eines Limes]

(i) Aus diesem Satz folgt:

Falls eine Folge von Funktionen (f,,,)men von U nach R? gleichméssig konvergiert
so, dass die Folge der Ableitungen ebenfalls gleichméssig konvergiert, dann ist
der Limes von (f,,)men stetig differenzierbar.

(ii) Ohne die Voraussetzung, dass (f! )men gleichmissig konvergiert, ist die Bemer-
kung (i) im Allgemeinen falsch. Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch

1
fmn R—=R, fm(z) =1\ — + 22, m € N.
m

Die Folge (fy)men konvergiert gleichmissig gegen |- | : R — R. (Uberlegen Sie
sich das!) Der Limes | - | ist nicht differenzierbar, also nicht C'.

Bemerkung: Die Folge der Ableitungen (f! ),,en konvergiert nicht gleichméssig.
Daher ist eine Voraussetzung von Satz 5.37 in diesem Beispiel nicht erfiillt. Dieses
Beispiel steht daher nicht im Widerspruch zu diesem Satz.

Aus Satz 5.37 folgt, dass jede durch eine Potenzreihe definierte Funktion auf der Kon-
vergenzkreisscheibe differenzierbar ist mit Ableitung gegeben durch gliedweises Diffe-
renzieren. Das ist der Inhalt des folgenden Korollars. Sei (cg)gen, eine Folge in C. Wir
definieren den zugehorigen Konvergenzradius wie in Definition 3.27, d. h.

1

P limsuppo /len]

Wir definieren die Funktion

[e.9] n

f:—=ppl—C, flz) = chxk = JLIEOchxk
k=0

k=0
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Korollar 5.39 (durch Potenzreihe definierte Funktion ist gliedweise differenzierbar). (i)
Der zur Koeffizientenfolge (€ + 1)coy1) ey, gehorige Konvergenzradius ist eben-

falls p.

(ii) Die Funktion f ist differenzierbar mit Ableitung gegeben durch
f(z) = E ke = lim E kepa™t. (5.47)
n—oo
k=1 k=1

Bemerkung. (ii): Seiz €]—p, p|. Gemiiss (i) konvergiert die Folge (>;" (¢ + 1)c€+1xﬁ)meN0.

Daraus folg;t, dass die Folge (ZZ:1 kck:pkfl)nen\]o gegen limy, 00 Yy (04 1)cor12” kon-
vergiert. (Uberpriifen Sie das!) Die rechte Seite von (5.47) ist daher sinnvoll.

Aus diesem Korollar folgt mittels Induktion folgendes Korollar.

Korollar 5.40 (durch Potenzreihe definierte Funktion ist glatt). Die Funktion f ist
glatt.

Beweis des Korollars 5.39: (i): Das folgt aus der Tatsache (W)%N — 1. (Siehe

Ubungsserie 5, Konvergenz und bestimmte Divergenz einer Folge in R%.)
(ii): Fiir jedes n € Ny definieren wir

n

fn:] = p,p[— C, folz) == chxk.

k=0

Sei r €]0, p[. Geméss Proposition 4.58 konvergiert die Folge ( fn|[fr,r]) gleichmaéssig
gegen f|_r,. Aus (i) und Korollar 3.29(i) folgt, dass fiir jedes = €] — p, p[ die Folge
(Dohoy kera®h) | konvergiert. Wir definieren

g:]—p,pl— C, g(x) = E ke = lim g kepa™t.
n—oo
k=1 k=1

Behauptung 1. Die Folge (f)|(—rr) konvergiert gleichmdssig gegen g|(_y.,).

Beweis der Behauptung 1: Sei n € Ng. Gemaéss Beispielen 5.12(iii) und 4.3(ii) ist
fn von der Klasse C! mit Ableitung

fi(x) = Z ket
k=1
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Da der zur Koeffizientenfolge (kcy)ren gehorige Konvergenzradius ist p ist und r < p,
konvergiert daher geméss Proposition 4.58 die Folge ( fé\[—r,r]) gleichméssig gegen
9|(=r- Das beweist Behauptung 1.0

Da ( fn|]_m,[) gleichméssig gegen f|_, [ konvergiert, folgt mit Hilfe der Behauptung 1
und Satz 5.37, dass flj_,,( € C'(] —r,7[,C = R?) und fl—rrg = 9l=rs(- Aussage (ii)
folgt. (Wir verwenden hier, dass r €]0, p[ beliebig ist.)

Das beweist Korollar 5.39. O

Beispiele. [durch Potenzreihe definierte Funktion ist glatt und gliedweise differenzier-
bar]

e Wir betrachten die Exponentialreihe, d. h. die zur Folge (ck = %)ken\lo gehorige
Potenzreihe, also die Abbildung z — (ZZ:o i—lf) o (Siehe Definition 3.31.) Der
U/ neng

Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist gegeben durch

1
p = = Q.
lim supy,_, o v/ }%‘

(Siche Ubungsserie 6, Konvergenzradius einer Potenzreihe.) Die durch diese Po-
tenzreihe definierte Funktion einer reellen Variable ist die reelle Exponentialfunk-
tion

ok
exp: R — R, exp(x) = Z %
k=0

Gemaéss Korollar 5.40 ist diese Funktion glatt. Geméss Korollar 5.39 ist ihre
Ableitung gegeben durch

, 0 k=1 ¢
exp'(z) = Z k = Z i exp(x).
k=1 =0

(¢ spielt die Rolle von k — 1.) Wir haben das schon in Beispiel 5.3(iii) mittels
des Additionstheorems fiir exp gezeigt. (Siehe Ubungsserie 9, Differenzierbarkeit,
Ableitungen, ....)

e Wir betrachten die geometrische Reihe, d. h. die zur Folge (ci := 1)ken, gehorige
Potenzreihe, also die Abbildung

n
2 Z 2" .
k=0 neNg
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Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe ist gegeben durch

1
" limsup, /11]
Die durch diese Potenzreihe definierte Funktion einer reellen Variable ist gegeben

durch .
f:-11-=R, f(z) ::Zxk.
k=0

Geméss Korollar 5.40 ist diese Funktion glatt. Geméss Korollar 5.39 ist ihre
Ableitung gegeben durch
= Z katt,
k=1

Das wussten wir schon. Gemaéss Beispiel 3.9(iii) gilt namlich

oo 1
k
— — , Ve—l,l,
K . z €] [

k=0

=1.

und daher mittels der Quotientenregel (Satz 5.10(iii))

f(z) = e Z kat .

In der zweiten Gleichheit haben wir eine Aufgabe aus Ubungsserie 6 verwendet
(Konvergenz und Grenzwert von Reihen, Cauchy-Produkt).

Fiir ein Beispiel einer direkten Anwendung von Satz 5.37 siehe [Stra, Beispiel 5.4.3. iii),
S. 94].

5.6 Taylorpolynom und -reihe, Restglied, Satz von
Taylor, lokale Extrema, kritische Punkte

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96a, 3.2, 3.4] und [Stra, 5.5]. Fiir eine m mal differen-
zierbare Funktion f ist das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung mit Entwicklungs-
punkt zy ein Polynom vom Grad m, in dem Ableitungen von f an der Stelle z bis
m-ter Ordnung vorkommen. Der Satz von Taylor gibt eine Formel fiir den Unterschied
zwischen einer Funktion und ihrem Taylorpolynom m-ter Ordnung. Aus diesem Satz
folgt, dass das Taylorpolynom die Funktion f annéhert. Da Polynome einfache Funk-
tionen sind, werden Funktionen in vielen Anwendungen daher ndherungsweise durch
ihre Taylorpolynome ersetzt.
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Taylorndherung einer Funktion

Sei I ein offenes Intervall, f : I — R, m € Ng U {—1} und z( € I. Falls m > 0, dann
nehmen wir an, dass f m-mal differenzierbar ist.

Definition 5.41 (Taylorpolynom, Restglied, Taylorreihe). (i) Wir definieren das Tay-
lorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zy (oder um xg) als
die Funktion

m m f® (o)
T cR—R, TP (2) =) kﬁ%x—%ﬁ. (5.48)
0

m
k=

10 1 definieren das Restglied von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xg
Wir d das Restglied Ord Entwickl k
als die Funktion
oo = =T T = R (5.49)

(11i) Falls f glatt ist, dann definieren wir die Taylorreihe von f zum Entwicklungs-
punkt xy (oder um x) als die Folge der Taylorpolynome

Tf,:co = (TJT‘TO)mED\IO .

Bemerkungen. [Taylorpolynom]

e Im Fall m = —1 ist die rechte Seite von (5.48) eine leere Summe. Diese ist als 0
definiert. Daher ist
T ;0 =0.

e Im Fall m =0 ist
17, = f(x0).

e Im Fall m =1 ist
T]}JJO (z) = f(xo) + f'(z0)(x — o).
Das ist die beste affine Ndherung von f im Punkt z(, die wir in Bemerkung

5.1(ii) kennengelernt haben. Das Taylorpolynom verallgemeinert also die beste
affine Naherung.

e In [Stra, Bemerkung 5.5.1., S. 96] wird die Notation
T f(w;a) = T7, (x)

verwendet. Der Punkt a spielt hierbei die Rolle von zy. Des Weiteren wird in
[Stra, S. 97] das Restglied mit 7, f(-;a) bezeichnet.

Beispiele 5.42. [Taylorpolynom, Restglied, Taylorreihe]
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(i) (Polynom) Seien n,m € Ny und ay, . ..,a, € R. Wir betrachten das Polynom
f:R=>R, f(x) ::Zakxk.
k=0

Diese Funktion ist glatt. (Siche Ubungsserie 10.) Daher ist das Taylorpolynom
von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zy := 0 wohldefiniert. Um es zu
bestimmen, stellen wir zunéchst fest, dass

FO(0) = £(0) = ag = 0lay.
Es gilt

fl(z) = Z kapr* !, also  f1(0) = £(0) = 1lay
k=1

n

fx) =) (k= Dkaa*2, also  f(0) = f/(0) = 2lay.

k=2

Mittels Induktion folgt allgemein, dass
f®0) = klay,  Vke{0,...,n}.

(Uberpriifen Sie das!) Das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwick-
lungspunkt zq := 0 ist daher gemiéss (5.48) gegeben durch

m
Z apx®, falls m < n,
k=0

T‘;):on (‘r) = n
Z akxk, falls m > n
k=0

min{m,n}

= E akxk,

k=0
also durch das bei der Potenz m abgebrochene Polynom f. Das Restglied von f
m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt z := 0 ist gegeben durch

- m Sor g apxt, falls m < n,
o) = () = T ) = { o 005 T S0

Die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt xg := 0 ist gegeben durch

9

min{m,n}

Tf70: Z ak-k

k=0 mENg

(Hier verwenden wir die Punktnotation fiir das Argument. Siehe Bemerkung
5.17(i).)
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(ii) (Potenzreihe) Sei (ck)ren, €ine Folge in R. Wir schreiben p fiir den zugehorigen

Konvergenzradius und definieren die Funktion
f :] - p>p[_> lRa f(-’lf) = chl'k.
k=0

Seien m € Ny. Gemaéss Korollar 5.40 ist f glatt. Daher ist das Taylorpolynom
von [ m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt zy := 0 wohldefiniert. Um es zu
bestimmen, stellen wir zunéchst fest, dass

FO0) = f(0) = co = Oleg.

Gemiiss Korollar 5.39(i) gilt

f(x) = chkxk_l, also  fI(0) = £(0) = 1l¢
k=1

[e.o]

f'(x) =) (k= Dkea*™,  also  f2(0) = f/(0) = 2lcs.

k=2

Allgemein gilt fiir jedes k& € Ny, dass

F®(0) = kley.
Das folgt mittels Korollar 5.39(i) und Induktion. (Uberpriifen Sie das!) Das Tay-
lorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xy := 0 ist daher
gemdss (5.48) gegeben durch
m — f®(0) -
Ti(z) = Z o (z —0)F = chxk".
k=0 k=0

Das ist die m-te Partialsumme. Das Restglied von f m-ter Ordnung zum Ent-
wicklungspunkt zy := 0 ist gegeben durch

(e 9]

??l“o(l‘) - f(l’) - T},nzo(x> = Z ckxk.

k=m+1

Die Taylorreihe von f zum Entwicklungspunkt xq := 0 ist gegeben durch

m
Tro = (Z Cr k> ’
k=0 meENg

also durch die Potenzreihe zur Koeffizientenfolge (ck)ren,. Jede Potenzreihe ist
also ihre eigene Taylorreihe um zy = 0.
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Abbildung 5.7: Die reelle Exponentialfunktion exp und das nullte, erste und zweite
Taylorpolynom von exp zum Entwicklungspunkt zy := 0.

(i)

(Exponentialfunktion, Entwicklungspunkt xy = 0) Wir betrachten das konkrete

Beispiel der Ezponentialreihe, also (c;c = %)k . In diesem Fall ist p = oo und
f die reelle Exponentialfunktion
N
f=exp:R—=R, exp(x Zk_
k=0

Gemaiss (ii) ist das Taylorpolynom von exp m-ter Ordnung zum Entwicklungs-
punkt x := 0 gegeben durch die m-te Partialsumme

mx
D=2

Fiir m = 1 ist das zum Beispiel das Polynom

exp 0

ngpo( r)=1+uz.

Das ist die beste affine Ndherung der Exponentialfunktion um den Punkt xq = 0.
Sie beschreibt die Tangente an den Graphen der Exponentialfunktion im Punkt
(0,1). Siehe Abbildung 5.7.

(Exponentialfunktion, allgemeiner Entwicklungspunkt zy) Wir betrachten noch-
mals (ck = %)kéﬂ\lo' Seien m € Ny und zy € R. Fiir jedes k € Ny gilt

Zo

exp™® (z0) = exp(zg) =€
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Gemiiss Definition 5.41 ist das m-te Taylorpolynom von exp um zy daher gegeben
durch

m e
Texp,xo(x) = Z ﬁ(m - x(])k'

k=0

Sei (cx)ken, eine Folge in R. Wir schreiben p fiir den zugehorigen Konvergenzradius
und definieren die Funktion

f:1=pr=R, flx) = chxk.
k=0

Sei zg €] — p, p[ und r € [0, p — |zo|[.

Satz 5.43 (gleichmaéssige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenzreihe).
Die Taylorreihe von f um xzy konvergiert auf dem Intervall Ei(mo) = [zg — r, o + 7]
gleichmdssig gegen f, d. h.

Ve €0, 00[Fmy € No¥m € NoVar € By () : m > mo = | R, (x) = f(z) = T, (2)| <e.

Beweis: Das folgt aus [Strb, Satz 6.5.6., S. 137] und Proposition 4.58.

Bemerkungen. [gleichmissige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenz-
reihe]

e Die Aussage des Satzes 5.43 bedeutet, dass das m-te Taylorpolynom die Funktion
f immer besser annéhert, wenn m grosser wird. Wir konnen den Néherungsfehler
‘R}’fo (x) |, den Betrag des Restglieds, durch ein vorgegebenes € abschétzen, sobald
m grosser als ein bestimmter Index my ist, der nicht vom Punkt x abhéngt.

Abbildung 5.7 veranschaulicht das fiir die Exponentialfunktion und zy = 0, fiir
ein kleines 7.

e Wegen Satz 5.43 konnen wir also ein Taylorpolynom geniigend grosser Ordnung
verwenden, um den Wert einer durch eine Potenzreihe definierten Funktion an
einer Stelle mit vorgegebener Genauigkeit zu berechnen. Die Taylorreihe liefert
also eine numerische Methode zur Berechnung von Funktionswerten.

e Falls zy = 0, dann folgt Satz 5.43 direkt aus Beispiel 5.42(ii) und Proposition
4.58 (Potenzreihe konvergiert gleichméssig auf kompaktem Ball).

Beispiel. [gleichmissige Konvergenz der Taylorreihe gegen Limes einer Potenzreihe]

Wir betrachten (ck = %) ke also die Exponentialfunktion f = exp. Seien x5 € R
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und 7 € [0, 00[. Geméss Beispiel 5.42(iv) ist die Taylorreihe von exp um x, gegeben

durch
m emo
(ZJH@—mV) .
' mENg

k=0

Gemaiss Satz 5.43 konvergiert diese Reihe auf dem Intervall Ei (rg) = [1:0 —r,To+ 7"]
gleichmissig gegen exp. Insbesondere gilt also

o0

m

er er

_ _ k __ _xo, x—x0

e® = ex = lim E —$—SL’ = —I\Tr — T =ere .
p m—>ook k! 0 . ]{;( 0)

Das wussten wir schon wegen des Additionstheorems (Korollar 3.43).

Folgender Satz impliziert, dass das m-te Taylorpolynom die Funktion f immer punkt-
weise annihert, falls f von der Klasse C™"! ist. Seien I ein offenes Intervall, f : [ — R,
m € Ng und xg,x € I.

Satz 5.44 (Satz von Taylor, Restglied in Lagrangeform). Wir nehmen an, dass f
(m + 1)-mal differenzierbar ist.

(1) Falls xo < x, dann gibt es einen Punkt £ €|xg, x| so, dass

Fr )

1 ) (5.50)

Freo (1) =
(i1) Falls xo > x, dann gibt es einen Punkt § €]z, xo] so, dass (5.50) gilt.

Beweis: [Stra, Satz 5.5.1., S. 96]
Dieser Satz ist nach Brook Taylor benannt. (Siehe Abbildung 5.8.)

Bemerkungen 5.45. [Satz von Taylor, Lagrangeform des Restglieds]

e Gemiss (5.49) besagt Gleichheit (5.50), dass

FrIE)

m—+1
(m+1)! '

fx) =T, (x) + (x — o)
Diese Gleichheit bedeutet, dass f(x) durch sein Taylorpolynom der Ordnung
m+1 um zy an der Stelle x gegeben ist, wobei wir das Argument zy der hochsten
Ableitung von f durch ein geeignetes £ ersetzen.
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Abbildung 5.8: Brook Taylor, 1685-1731, englischer Mathematiker.

e Die Darstellung (5.50) des Restglieds heisst Lagrange-Form. Diese Form ist nach
Joseph-Louis Lagrange benannt. (Siehe Abbildung 5.1.)

e Im Fall m = 0 und zy < x besagt der Satz, dass es ein £ €|xg, 2| gibt so, dass

f@) = f(zo) + f1(E)(x — wo).

Das ist die Aussage des Mittelwertsatzes (Satz 5.15).

Als eine Anwendung von Satz 5.44 konnen wir das Restglied wie folgt abschétzen. Sei
r €]0, 00| so, dass Ei (o) = [xo -, x0+7’} C I. Wir nehmen an, dass f von der Klasse
C™*+! ist. Wir definieren

m~+1
gy 1] (5.51)
‘ (m+1l ‘

Cm = Cin, fzor

Das Maximum auf der rechten Seite existiert, da geméss Korollar 4.33 jede stetige
Funktion auf einer kompakten Menge ein Maximum besitzt.

Korollar 5.46 (Taylorndherung, Abschitzung fiir das Restglied). Es gilt

R (2)| < Gl — o™, V€ By (o). (5.52)
Beweis: Das folgt aus Satz 5.44. O

Bemerkungen 5.47. [Taylorndherung, Abschitzung fiir das Restglied|

1"Fiir eine Funktion F' : X — R verwenden wir hier die Notation maxx F := max,cx F(z) =
max F'(X).
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(i) Wir sagen, dass eine Funktion g : I — R die Funktion f um den Punkt z; in
m-ter Ordnung néhert, falls

f(x) — g(x)

—0 fiir T — Xg.
|x — xo|™

Wir nehmen an, dass f C™"! ist. Gemiss Korollar 5.46 gilt dann, dass

[f(2) =T, (@) [RYa (@)

|z — xo|™ N |z — xo|™

< Cplx — 29| =0 fir 2 — x9. (5.53)

Das Taylorpolynom m-ter Ordnung um xg néhert die Funktion f daher in m-ter
Ordnung um zo. Der Unterschied f—T7 , also das Restglied R, , ist der Fehler
dieser Nédherung. Dieser Fehler hat die Ordnung m + 1, d. h., er ist durch eine
Konstante mal v beschrinkt, wobei

ry = |x — x|

der euklidische Abstand zwischen xy und x ist. Zum Beispiel nidhert das Taylor-
polynom nullter Ordnung die Funktion bis auf einen linearen Fehler. Das Taylor-
polynom erster Ordnung néhert die Funktion bis auf einen quadratischen Fehler,
usw.

(ii)) Wir nehmen an, dass f glatt ist und die Folge (C,)men, gegen 0 konvergiert.

Aus Korollar 5.46 folgt dann, dass die Taylorreihe von f auf Ei(mo) gleichméssig
gegen [ konvergiert.

Beispiel. [Taylorniherung fiir die Exponentialfunktion] Wir betrachten f := exp :
R— R, m=1,12o=0und r := 1. Da exp’ = exp, gilt exp” = exp und daher geméss
(5.51)

maxg lexp| ¢

C1 1= Cormt pmospagmtomt = — g = £ <2

Gemiss Korollar 5.46 konnen wir daher den Fehler der Taylorndherung von exp erster
Ordnung um xy = 0, also der besten affinen Naherung von exp um 0, abschétzen durch

|€x_T1

exp,O(I)| < Cl’I - 0|2 < 2|ZE|2

Fiir weitere Beispiele zur Taylorndherung siehe [Stra, Beispiel 5.5.1., S. 97].

Im Kontrast zu Bemerkung 5.47(ii) braucht die Taylorreihe einer Funktion im Allge-
meinen nicht gegen die Funktion zu konvergieren, nicht einmal punktweise. Folgendes
Beispiel illustriert das.
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Beispiel 5.48. [Taylorreihe konvergiert nicht gegen die Funktion] Wir betrachten die
Funktion

e~x, fallsz >0
T R=R, f(x):—{()’ falls =z < 0.

Diese Funktion ist glatt mit
fB0)=0,  VkeN,.

(Siehe [Bla03, 7.6 Taylor-Approximation, Beispiel 3, S. 277].) Fiir jedes m € Ny ist das
m-te Taylorpolynom von f um x, := 0 daher gegeben durch

Die Taylorreihe (TJ%)mED\IO konvergiert daher gleichméssig gegen die konstante Funk-

tion 0 : R — R. Sie konvergiert daher in keiner Umgebung von xqg = 0 punktweise
gegen die Funktion f. Das steht nicht im Widerspruch zu Bemerkung 5.47(ii), da in
diesem Beispiel die Folge (C,)men, nicht gegen 0 konvergiert. Es steht auch nicht im
Widerspruch zu Satz 5.43, da die Funktion f nicht durch eine Potenzreihe definiert ist.

Bemerkung.

Lokale Extrema, kritische Punkte

In diesem Unterabschnitt behandeln wir ein Kriterium dafiir, dass eine Funktion in
einem Punkt ein lokales Extremum annimmt. Das Kriterium ist eine Anwendung des
Satzes von Taylor.

Seienn e N, X CR", f: X - Rund g € X.

Definition 5.49 ((strikte) lokale Extremalstelle). Wir nennen xy eine lokale Mini-
malstelle von f ¢. d. w. es eine Umgebung U von zy in X ¢ibt so, dass

f(@) = f(xo), Vo eU\{xo}.

Wir nennen x, eine strikte lokale Minimalstelle von f ¢. d. w. diese Bedingung mit
“>7 ersetzt durch “>7 erfillt ist.

Wir nennen xo eine (strikte) lokale Maximalstelle von f g¢. d. w. die analoge Bedingung
mit “>7 (“>7) ersetzt durch “<” (“<”) erfillt ist.

Wir nennen xy eine (strikte) lokale Extremalstelle von f g. d. w. xo eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Mazimalstelle ist.

Bemerkungen 5.50. [lokal, global]
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(i) Eine Eigenschaft gilt lokal um einen gegebenen Punkt, falls sie in einer (moglicherweise
kleinen) Umgebung des Punktes gilt. Entsprechend ist eine lokale Extremalstelle
xo von f eine Extremalstelle von f in einer Umgebung von z.

(ii) Im Unterschied dazu gilt eine Eigenschaft global, falls sie in Bezug auf die ganze
betrachtete Menge gilt. Eine globale Extremalstelle von f ist also dasselbe wie
eine Extremalstelle von f. (Siehe Definition (4.14).) Das Wort global wird in
diesem Kontext verwendet, um zu betonen, dass es sich nicht nur um eine lokale
Extremalstelle handelt.

Beispiele. [(strikte) lokale Extremalstelle]

e Wir definieren die Vorzeichenfunktion f := sgn : R — R wie in (5.19). Jeder
Punkt zp € R\ {0} ist eine lokale Minimalstelle sowie eine lokale Maximalstelle
von sgn. (Wie wihlen wir die Umgebung U?) Der Punkt xy := 0 ist weder eine
lokale Minimalstelle noch eine lokale Maximalstelle von sgn. (Warum?)

Bemerkung: Jeder Punkt xy €0, 00| ist eine (globale) Maximalstelle von sgn.

e Wir betrachten die Funktion

0, fallsxz =0,
f:R—=R, fz) =< —1, fallsx €] —1,0[U]0, 1],
1, sonst.

Der Punkt z, := 0 ist eine strikte lokale Maximalstelle von f, aber keine (globale)
Maximalstelle.

Fiir ein weiteres Beispiel siehe [Stra, Beispiel 5.5.2. ii), S. 99].

Bemerkung. [lokales Minimum der potentiellen Energie und Stabilitét] In der Physik
sind lokale Extrema zum Beispiel darum wichtig, weil eine gegebene Lage eines stati-
schen mechanischen System stabil ist, falls die potentielle Energie in dieser Lage ein
striktes lokales Minimum annimmt.

Wir betrachten jetzt den Fall n = 1. Jede lokale Extremalstelle einer differenzierbaren
Funktion ist ein kritischer Punkt. Das ist Teil der Aussage des folgenden Satzes. Seien
U CRoffen, f : U — R und xg € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 5.51 (kritischer Punkt). o heisst kritischer (oder stationédrer) Punkt von
f g. d. w. die Ableitung von f in xy verschwindet, d. h.

f/(ZE()) = 0
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Abbildung 5.9: Pierre de Fermat, 1607-1665, franzosischer Mathematiker und Jurist.

Satz 5.52 ((strikte) lokale Extremalstelle). (i) (Satz von Fermat iber kritische Punk-
te) Falls xo eine lokale Extremalstelle von f ist und f in xq¢ differenzierbar ist,
dann ist xy ein kritischer Punkt von f.

(ii) (hinreichendes Kriterium fir striktes lokales Extremum) Wir nehmen an, dass
es eine gerade Zahl m € N gibt so, dass f m-mal differenzierbar ist und
fO(zg)=0, Vi=1,...,m—1, (5.54)
F™ (o) >0 (f™(wo) <0).

Dann ist xg eine strikte lokale Minimalstelle (Maximalstelle) von f.

(i1i) (notwendiges Kriterium fir lokales Extremum) Wir nehmen an, dass xy eine
lokale Extremalstelle ist und dass es eine ungerade Zahl m € N gibt so, dass f
m-mal differenzierbar ist und (5.54) gilt. Dann gilt f™ (z4) = 0.

Beweis: [Stra, Korollar 5.5.1., S. 98].'® Der Beweis beruht auf Satz 5.44 (Satz von
Taylor, Restglied in Lagrangeform).

Bemerkungen. [(strikte) lokale Extremalstelle]

e Aussage (i) ist nach Pierre de Fermat benannt. Siehe Abbildung 8.6. Diese Aus-
sage folgt aus (iii) mit m = 1, falls f (auf U) differenzierbar ist. Fiir m = 1 ist
die Bedingung (5.54) néamlich leer.

e Falls f geniigend oft differenzierbar ist ! und eine nichtverschwindende héhere

Ableitung besitzt, dann implizieren die Teile ((ii),(iii)) dieses Satzes Folgendes:

18Tn diesem Korollar wird angenommen, dass f von der Klasse C™ ist. Der Beweis funktioniert
jedoch auch, falls f nur m-mal differenzierbar ist.
ngmlich so oft, dass die betrachteten Ableitungen existieren
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Der Punkt zq ist eine lokale Extremalstelle von f g. d. w. die niedrigste in xg
nichtverschwindende Ableitung von f gerade Ordnung besitzt.

In diesem Fall ist z( eine lokale Minimalstelle (Maximalstelle) g. d. w. diese
Ableitung positiv (negativ) ist.

Beispiele. [(strikte) lokale Extremalstelle]

e Sei f:R —= R, f(z) := 2% und zq := 0. Es gilt f(z) > f(xg), fiir jedes z € R.

Daher ist zg = 0 eine lokale Minimalstelle. Da f an der Stelle 0 differenzierbar
ist, ist 0 geméss Satz 5.52(i) ein kritischer Punkt von f, d. h. f’(0) = 0. Das folgt
auch aus einer direkten Rechnung.

SeineN, f:R—=R, f(z):= 2" und zy := 0. Es gilt
fOz)y=nn—-1)---(n—k+1)z"*, Vke{l,...,n}, z e R

(Siehe Ubungsserie 10, hohere Differenzierbarkeit und Ableitungen.) Daraus folgt,
dass
f®0)y=0,vke{l,....n=1},  fM0)=n!>0.

Falls n gerade ist, dann folgt daher aus Satz 5.52(ii), dass zq = 0 eine strikte lokale
Minimalstelle von f ist. Falls n ungerade ist, dann folgt aus der Kontraposition
von Satz 5.52(iii), dass o = 0 keine lokale Extremalstelle von f ist.

Bemerkung: Diese Tatsachen folgen auch daraus, dass R ein geordneter Korper
ist, d. h. die Eigenschaften A.i)-iv), M.i)-iv), D), O.i)-iv), K.i),ii) in [Stra, 2.2 Die
reellen Zahlen| besitzt.

Bemerkungen 5.53. [(Extremum-)Typ eines Punktes, notwendige und hinreichende
Kriterien dafiir, keine Aussagen dariiber]

(i)

(i)

(i)

(Extremumtyp) Sei U C R offen, f : U — R und zq € U. Mit dem (FEztremum-
) Typ von xq (beziiglich f) meinen wir die Eigenschaft, eine (strikte) lokale Mini-
malstelle oder (strikte) lokale Maximalstelle von f zu sein.

(hinreichendes Kriterium, notwendiges Kriterium fiir Typ) Satz 5.52(ii) liefert
ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass x¢ den Typ strikte lokale Minimalstelle
(strikte lokale Maximalstelle) besitzt. Satz 5.52(iii) liefert ein notwendiges Krite-
rium dafiir, dass xg den Typ lokale Minimalstelle oder den Typ lokale Mazximal-
stelle besitzt.

(keine Aussage iiber Typ, nicht glatte Funktion) Sei m € Ny. Wir nehmen an,
dass f m-mal differenzierbar ist und f®(z¢) = 0 fiir jedes i = 1,...,m. Wir
nehmen auch an, dass f nicht (m + 1)-mal differenzierbar ist. Dann sagt Satz
5.52 nichts iiber den Typ von xy aus. Der Satz deckt also nicht alle Fille ab.
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(iv) (keine Aussage iiber Typ, glatte Funktion) Wir nehmen jetzt an, dass f beliebig
oft differenzierbar ist und f®(zy) = 0 fiir jedes i € N. Dann sagt Satz 5.52
nichts iiber den Typ von zy aus. Der Satz deckt also nicht einmal fiir eine glatte
Funktion alle Félle ab.

Gemiss Bemerkungen 5.53((iii),(iv)) sagt Satz 5.52 in manchen Féllen nichts iiber
den Extremumtyp eines Punktes xy aus. Die folgenden Beispiele illustrieren, dass in
diesem Kontext die gegebene Information nicht ausreicht, um etwas iiber den Typ eines
Punktes xq zu sagen.

Beispiele 5.54. [keine Aussage iiber den Typ eines Punktes, allgemeine Funktion]

(i) Seien f:= x{0} : R = R (charakteristische Funktion) und xo := 0. Dann sind die
Bedingungen der Bemerkung 5.53(iii) mit m = 0 erfiillt. (Uberpriifen Sie das!)
xo besitzt den Typ strikte lokale Maximalstelle.

(ii) Seien f := sgn die Vorzeichenfunktion (definiert wie in (5.19)) und z := 0. Dann
sind die Bedingungen der Bemerkung 5.53(iii) mit m = 0 erfiillt. (Uberpriifen
Sie das!) zg besitzt den Typ keine lokale Extremalstelle.

Geméss Beispielen 5.54((i),(ii)) konnen wir im Kontext der Bemerkung 5.53(iii) mit
m = 0 mit der gegebenen Information nichts tiber den Typ des kritischen Punktes xq
aussagen. Ahnliche Beispiele zeigen dasselbe fiir ein beliebiges m € N.

Beispiele 5.55. [keine Aussage iiber den Typ eines Punktes, glatter Fall

(i) Seien

‘R R — e oI falls x #£ 0,
/ - /(@) { 0, falls x = 0,

und zp := 0. Dann sind die Bedingungen der Bemerkung 5.53(iv) erfiillt. (Das
folgt aus [Bla03, 7.6 Taylor-Approximation, Beispiel 3, S. 277].) z( besitzt den
Typ strikte lokale Minimalstelle.

(ii) Seien
—e%, falls x < 0,
f:R—=R, fz):=<¢ 0, falls x = 0,
e’%, falls x > 0,

und z := 0. Dann sind die Bedingungen der Bemerkung 5.53(iv) erfiillt. (Das
folgt aus [Bla03, 7.6 Taylor-Approximation, Beispiel 3, S. 277|.) z( besitzt den
Typ keine lokale Extremalstelle.
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Geméiss Beispielen 5.55((i),(ii)) konnen wir im Kontext der Bemerkung 5.53(iii) mit
der gegebenen Information nichts iiber den Typ des kritischen Punktes x, aussagen.






Kapitel 6

Integration auf R

Dieses Kapitel entspricht [Bla96b, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.6] und [Stra, Kaptiel 6, Inte-
gration|. Das (bestimmte) Integral einer Funktion f : [a,b] — R ist der Inhalt (mit
Vorzeichen) der Fléche zwischen der Abszisse (= z-Achse) und dem Graphen von f.
Heuristisch ist dieser Fliacheninhalt wie folgt definiert. Wir wéhlen eine unendliche “In-
dexmenge” 7 und fiir jedes i € Z ein “infinitesimales” (= “unendlich kleines”) Intervall
I; so, dass die Menge {I; | i € I} cine Zerlegung von [a, b] bildet. Fiir jedes i € 7 wihlen
wir einen Punkt z; € I;. Wir schreiben dx; := |I;| fiir die “infinitesimale Linge” von
I;. (Das ist das “Differential”, d. h. die “infinitesimale” Differenz, der Endpunkte von
I;.) Intuitiv ist das Integral von f gleich der unendlichen Summe

b
/ f(z)de = Zf(:cl)dxl
a i€T

Um diese Intuition mathematisch prézise zu erfassen, definieren wir eine Treppenfunkti-
on als eine endliche Linearkombination von Indikatorfunktionen von Intervallen. (Siehe
Abbildung 6.1.) Wir definieren das Integral einer Treppenfunktion auf eine elementare
Weise. Danach definieren wir das Integral einer allgemeinen Riemann-integrierbaren
Funktion f als das Supremum der Integrale aller Treppenfunktionen, die kleiner gleich
f sind. Dieses Integral ist gleich dem Grenzwert der Integrale einer Folge von Trep-
penfunktionen, die sich mehr und mehr f annéhern.

6.1 Bestimmtes Riemann-Integral: Definition und
Beispiele

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.1] und [Stra, 6.2]. Das Riemann-Integral einer

allgemeinen Funktion f beruht auf dem Begriff des Integrals einer Treppenfunktion.

Dieser Begriff ist wie folgt definiert. Wir definieren die Indikatorfunktion x4 einer
Teilmenge A C R wie in (4.4).

235
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Sei I ein beschranktes Intervall und ¢ : I — R.

Definition 6.1 (Treppenfunktion). ¢ heisst Treppenfunktion g. d. w. ¢ eine (endli-
che) Linearkombination von Indikatorfunktionen von Intervallen ist.

Bemerkung. Das bedeutet, dass es eine Zahl k € Ny, Intervalle I1,...,I; C I und
Zahlen cq,...,c; € R gibt so, dass

k
P = _cixi, (6.1)
i=1
Die Intervalle diirfen offen, abgeschlossen oder halb-offen sein.

Folgender Hilfssatz erklart den Namen Treppenfunktion. Wir schreiben a und b fiir den
linken und rechten Endpunkt von /. Wir nehmen an, dass a < b.

Hilfssatz 6.2 (Charakterisierung von Treppenfunktionen). Die Funktion ¢ ist eine

Treppenfunktion g. d. w. es Zahlen { € Ng, a < 11 < 9 < -+ < xy_1 < b und
Y1, -,y € R gibt so, dass mit xg := a, xy := b gilt:
o=y auf |ri_1,x[, Vie{l,... (}. (6.2)

Dieser Hilfssatz kann mittels Induktion bewiesen werden.
Bemerkungen. e Die Werte von ¢ in den Punkten z, ..., x, sind also beliebig.

e Die Bedingung (6.2) besagt, dass ¢ dhnlich wie eine Treppe aussieht. Das erklart
den Namen Treppenfunktion.

Beispiel 6.3. [Treppenfunktion|Sei a := 0, b := 4, I :=|0,4], k := 2, I; :=]0,2],
I, :=]1,4], ¢; := 1 und ¢y := 2. Dann ist die Treppenfunktion (6.1) gegeben durch

1’ auf ]07 1[7
© = X2+ 2x14 = 3, auf|1,2],
2, auf |2,4].

Siehe Abbildung 6.1. Die Bedingung (6.2) von Hilfssatz 6.2 ist also erfiillt mit ¢ := 3,
To = a, x1 = 1, x9 := 2, x3 := b =4, y; =1, yo := 3 und y3 := 2. (Es gilt
plr;=1)=1, p(zg =2) =2.)

Sei I ein beschréinktes Intervall. Um das elementare Integral einer Treppenfunktion auf
I zu definieren, benotigen wir den folgenden Hilfssatz. Fiir jedes Intervall J schreiben
wir

|.J| := Lénge von J.

Seien k, k" € No, I1,..., I, I1, ..., I}, C I Intervalle und ¢y, ..., ¢, ¢, ..., ¢ € R.
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Abbildung 6.1: Blau: die Funktion xjo 2. Griin: die Funktion 2xj; 4. Rot: die Treppen-
funktion ¢ = xq0,2; + 2X)1,4/- Sie sieht dhnlich wie eine Treppe aus.

Hilfssatz 6.4 (elementares Integral einer Treppenfunktion). Falls

k 174

/
> cix, = Y dixr,s
i=1 i'=1

dann gilt
k/

k
> _allil =) il
i=1

=1

Sei jetzt ¢ : I — R eine Treppenfunktion. Wir schreiben a und b fiir die Endpunkte
von I.

Definition 6.5 (elementares Integral einer Treppenfunktion). Wir definieren das ele-
mentare Integral von ¢ als die Summe

k
Srp == Si(p) = Zci|li|a (6.3)
i=1
wobet k € No, I, ..., Iy C I Intervalle und cq,...,c, € R Zahlen sind so, dass
k
Y= Z CiXI;-
i=1
Bemerkung. Dieses Integral ist wohldefiniert, d. h. | k, Iy, ..., I, cq, . .., ¢ existieren

(geméss Definition 6.1), und die rechte Seite von (6.3) hingt nicht von der Wahl von
k, Iy, ..., Ix,c1,. .., c, ab (gemiss Hilfssatz 6.4).
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Beispiel 6.6. [Integral einer Treppenfunktion] Das Integral der Treppenfunktion ¢ =
1X)0,2[ + 2X)1,4; aus Beispiel 6.3 ist gegeben durch
Spare =1-110,2[| +2-[]1,4]|=1-2+2-3=8. (6.4)
Wir kénnen die Funktion auch schreiben als
© = 1xj0,1) + 3Xj1,2[ T 2X[2.,4]- (6.5)
Mit dieser Darstellung erhalten wir
Spare =1-10,1]] +3-|]L,2[| +2-|[2,4]| =1-1+3-14+2-2=38,

also dasselbe Resultat wie in (6.4). Mit der Darstellung (10.8) von ¢ sehen wir, dass
das elementare Integral von ¢ der Inhalt der Fliche zwischen der Abszisse und dem
Graphen von ¢ ist. Die Definition 6.5 stimmt also mit unserer Intuition iiberein.

Jetzt konnen wir Integrierbarkeit fiir eine allgemeine Funktion und das Integral defi-
nieren. Seien [ ein beschrinktes Intervall und f : I — R eine Funktion. Wir schreiben
a und b fiir die Endpunkte von 1.

Definition 6.7 (eigentliche Riemann-Integrierbarkeit, eigentliches Riemann-Integral).

Wir definieren das untere und das obere (Riemann-)Integral von f ({iber I) als

/f = / f:=sup {5’190 ‘ o : I — R Treppenfunktion: ¢ < f} ,  (6.6)

J L

/f = / f:=1inf {Sﬂb } Y I — R Treppenfunktion: ¢ > f} : (6.7)
I

(i1) Wir nennen f (eigentlich Riemann- )integrierbar (iiber ) g. d. w.

1 IE 7If- (6.8)

In diesem Fall definieren wir das (bestimmte eigentliche Riemann- )Integral von
f (iber I) als
b
/ f(z)dx := /f = / f (6.9)
a I J I

Dieses Integral ist nach Bernhard Riemann benannt, siche Abbildung 10.1.

Bemerkungen. [Riemann-Integrierbarkeit, -Integral]

(i)
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Abbildung 6.2: Bernhard Riemann, deutscher Mathematiker, 1826—-1866.

e Fiir jede Funktion f : I — R gilt

(Siehe [Stra, Bemerkung 6.2.2. i), S. 130].) Gemiss (ii) ist f daher Riemann-

integrierbar g. d. w. gilt o
[r=17
A I

e Die Definitionen (10.3) und (10.4) (unteres und oberes Riemann-Integral) prézisieren
die Idee, dass wir das Integral von f erhalten, indem wir f von oben und unten
mit Treppenfunktionen annéhern.

e Gemiss dem Goethe-Prinzip (Prinzip 1.23) schreiben wir das Integral (6.9) all-
gemeiner mit Hilfe einer beliebigen Variablen, zum Beispiel als

/abf(y)dyi—/abf(t)dt:_/abf(x)dx_/lf'

e Das Integralzeichen [ wurde von Leibniz in Anlehnung an den Buchstaben s
eingefiihrt. Es steht fiir den ersten Buchstaben im Wort “Summe”. Das wider-
spiegelt die Intuition, dass das Integral einer Funktion eine unendliche Summe
ist.

Jede eigentlich Riemann-integrierbare Funktion ist beschrankt. Um diesen Begriff zu
erkldren, erinnern wir uns an die Definition 4.29 (Beschrinktheit einer Teilmenge von

R™).
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Abbildung 6.3: Die Funktion f und die ~ Abbildung 6.4: Die Funktion f und die
Treppenfunktion ¢ fiir £ = 4. Treppenfunktion o fiir k = 4.

Definition 6.8 (Beschrinktheit einer Funktion). Fine Funktion f : X C R" — RP
heisst beschrinkt ¢. d. w. das Bild von [ beschrinkt ist.

Bemerkung. Das bedeutet, dass es ein C' € [0, oo[ gibt so, dass
If(@)| <C,  VreX. (6.10)

Bemerkung. Jede eigentlich Riemann-integrierbare Funktion ist beschréankt. (Uberpriifen
Sie das!)

Beispiel 6.9. [Integral] Behauptung: Die Funktion
f:1:=]0,1] - R, flz) ==,
ist eigentlich Riemann-integrierbar mit Riemann-Integral
1
1
[=-.
IR

Beweis: Sei k € N. Wir definieren

Siehe die Abbildung 6.3. Das ist eine Treppenfunktion, die ¢ < f erfiillt. (Uberprﬁfen
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Sie das!) Geméss (10.3) gilt darum

/fZSISO (6.11)
e
_’Hi }lzﬁrl[
N E|JE K
=1
k—1
1 .
=1
1 (k—1k
:ﬁ( 2) (geméss Satz 1.11)
11
T2 2%

Da k beliebig ist, folgt daraus mittels (6. 11) dass

/ £ (6.12)

i .

Siehe die Abbildung 6.4. Ein dhnliches Argument wie das obige zeigt, dass

Sei k € N. Wir definieren

I = R

;l
kk

>~ I

/f<51¢_l+i

(Uberlegen Sie sich das!) Da k beliebig ist, folgt daraus, dass

7ﬁg§

Indem wir das mit (6.12) kombinieren, erhalten wir, dass

1ﬁz7ﬁ

d. h. die Bedingung (6.8) ist erfiillt. Daher ist f eigentlich Riemann-integrierbar mit

[lefzé

Beispiel 6.10. [nicht-Riemann-integrierbare Funktion] Die Funktion xqnp1 @ I :=
[0,1] — R ist beschrénkt, aber nicht Riemann-integrierbar. Siehe Ubungsserie 12.
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6.2 Eigenschaften der Riemann-Integration,
Integral mit vertauschten Grenzen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.2] und [Stra, 6.1, 6.2, 6.3]. Folgender Satz fasst
einige grundlegende Eigenschaften der Riemann-Integration zusammen. In Teil (vii)
dieses Satzes werden wir die folgende Definition verwenden. Seien I, I’ beschriankte
Intervalle so, dass I’ C I, und f : I — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Wir
schreiben a’ und ¥’ fiir die Endpunkte von I’.

Definition 6.11 (Integral einer eingeschriankten Funktion). Wir definieren

/;fzz/pf:/pf\p.

Bemerkung. Dieses Integral ist wohldefiniert, d. h. f|; ist Riemann-integrierbar. (Sie-
he Satz 6.12(vii).)

Sei [ ein beschranktes Intervall.

Satz 6.12 (Eigenschaften der Riemann-Integration). (i) (Treppenfunktion integrier-
bar) Jede Treppenfunktion ¢ : I — R ist Riemann-integrierbar. Ihr Riemann-
Integral stimmt mit dem elementaren Integral wie in Definition 6.5 iiberein, d. h.

/90: Sre.
I

(ii) (stetige und beschrinkte Funktion integrierbar) Jede stetige und beschrdankte Funk-
tion f : I — R ist Riemann-integrierbar.

(iii) Jede beschrinkte monotone b Funktion f : 1 — R ist Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f, g : I — R Riemann-integrierbare Funktionen und ¢ € R.

(iv) (Monotonie) Falls f < g, dann gilt

/I < /I " (6.13)

(v) (Linearitit) Die Funktionen cf und f + g sind Riemann-integrierbar und

/Icfzc/lf, (6.14)
Jusra=[r+]a (6.15)

1d. h. monoton wachsende oder fallende




6.2. EIGENSCHAFTEN DER RIEMANN-INTEGRATION, INTEGRAL MIT
VERTAUSCHTEN GRENZEN 243

(vi) (Minimum, Mazximum, Absolutbetrag) Die Funktionen min{ f, g}, max{f, g} und
|f| sind Riemann-integrierbar. Es gilt

/If’ < [l (6.16)

(vii) (Gebietsadditivitit) Seien a,b,c € R so, dass a < b < ¢, und f : [a,c] = R. Die
Funktion f ist Riemann-integrierbar g. d. w. die eingeschrinkten Funktionen
fliap) und f|pq Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall gilt

/:fzfabf+/bcf.

Beweis: (i) folgt aus der Definition des Ri_emann—lntegrals, indem wir die Treppenfunk-
tion ¢ := f betrachten, und aus flf <[,

ii): [Stra, Satz 6.2.2., S. 132]

iii): [Stra, Satz 6.2.1., S. 131]

(
(
(iv): [Stra, Satz 6.3.1., S. 135]
(v): [Stra, Satz 6.3.2., S. 135]
(

vi): [DK04b, Theorem 6.2.8, p. 428]

(Im Fall, dass I kompakt und f stetig ist, folgt die Ungleichung (10.16) auch aus [Stra,
Korollar 6.3.1., S. 137].)

(vii): [Stra, Satz 6.3.3, S. 138] (Dass f Riemann-integrierbar ist, falls f|j; und flp,q
Riemann-integrierbar sind, folgt aus der Definition der Riemann-Integrierbarkeit, in-
dem wir aus Treppenfunktionen fiir f|j,4 und f|p, eine Treppenfunktion fiir f kon-
struieren.)

Bemerkungen. [Riemann-Integration]

e (i): Intuitiv ist das Integral einer Funktion der Inhalt (mit Vorzeichen) der
Fliache zwischen der Abszisse und dem Graphen der Funktion. Geméss Beispiel
6.6 stimmt das elementare Integral einer Treppenfunktion ¢ wie in Definition
6.5 mit dieser Intuition iiberein. Wegen (i) stimmt das Riemann-Integral von
¢ daher mit unserer Intuition iiberein. Das motiviert Definition 6.7 (Riemann-
Integrierbarkeit, -Integral).
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e (iv): Da f < g, ist die Fliche unter dem Graphen von f in der Fliche unter dem
Graphen von g enthalten.? Intuitiv gilt daher [, f < [, g, d. h. die Aussage von
(iv). (Wir haben allerdings den Begriff des Inhaltes einer Flidche nicht definiert.
Das werden wir in Analysis 2 tun.)

e (v): Wir definieren die Menge
V.= {Riemann—integrierbare Funktion von I nach IR}

und punktweise Skalarmultiplikation und punktweise Addition auf V als die Ab-
bildungen

CRXV o Voo f) = of, (ef)(@) = e(fl@)), 41 VXV =V, +(f,g) = f+g (f+9)(x) == f(

Das Tripel (V,+,+) ist ein Vektorraum. (Siehe die Vorlesung Lineare Algebra.)
Wir definieren Integration tber I als die Abbildung

/I:V—>[R, /I(f)::/lf.

Aussage (v) impliziert, dass Integration iiber I linear ist, d. h. die Bedingungen
(5.4) erfiillt. Das ist analog zur Tatsache, dass Ableiten an einer Stelle xy linear
ist. (Siehe Bemerkung 5.11(ii).)

e (vii): Hier verwenden wir die Definition 6.11.

Satz 6.12 liefert viele Beispiele fiir Riemann-integrierbare Funktionen und ist niitzlich
zur Berechnung von Integralen. Fiir jede Menge X und jede Zahl ¢ € R schreiben wir
die Funktion auf X, die konstant gleich c ist, als

cx X =R, cx(z) =c. (6.17)

Beispiele. [Riemann-Integration, Eigenschaften]

e Wir betrachten die Funktion
f:1:=100,1] =R, f(x) =1+ 2x.

Behauptung: Diese Funktion ist Riemann-integrierbar mit

/Olf:z

2Wir nehmen hier an, dass f=>0.
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Beweis: Die Funktion 1; ist eine Treppenfunktion. Geméss Satz 6.12(i) gilt da-
her:

1 ist Riemann-integrierbar, /11 =S, =1-/[0,1]] = 1. (6.18)
I

Gemaéss Beispiel 6.9 ist die Funktion [0,1] 5 2 — z € R, Riemann-integrierbar

mit )
1
/ rdr = —.
0 2

Gemiiss Satz 6.12(v) (Linearitit) ist daher die Funktion [0,1] 3 z — 2z € R,
Riemann-integrierbar mit
! 1
/ 20dr =2 - = 1.
0 2

Mittels (6.18) und Satz 6.12(v) (Linearitét) folgt daraus, dass die Funktion f
Riemann-integrierbar ist mit

/Olf:/01(1+2x)dx:1+1:2.

Das beweist die Behauptung.
e Wir betrachten die Funktion

-1, firxz <0, }
x, firxz>0.

f:I:=[-1,1] =R, f(z) = {

Behauptung: Diese Funktion ist Riemann-integrierbar mit

[

Beweis: Die Funktion f|_1g = (—1)[1,0 ist eine Treppenfunktion und daher
Riemann-integrierbar mit f?l(—l)[—l,o] = (—1)-|[-1,0]| = —1. Gemiss Beispiel
6.9 ist fljo1 = idps Riemann-integrierbar mit Integral folf = f[o,1}f|[0»1] =
+. Mittels Satz 6.12(vii) (Gebietsadditivitéit) folgt daraus, dass die Funktion f
Riemann-integrierbar ist mit

[ fire fremedad

Das beweist die Behauptung.
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e Behauptung: Die Funktion®

f:00,1] = R, flz):=e"

ist Riemann-integrierbar mit
1 2
0< / e dr <1.
0

Beweis: Da die Funktion stetig und beschrénkt ist, ist sie geméss Satz 6.12(ii)
Riemann-integrierbar. Da f < 1y, folgt mittels Satz 6.12(iv) (Monotonie), dass

1 1
/e‘xQdazg/ 1o = 1. (6.19)
0 0

Ein analoges Argument zeigt, dass 0 < fol e~**dz. Das beweist die Behauptung.

Bemerkung: Die Funktion f ist die Einschrankung der gauf$schen Glockenkurve
auf das Intervall [0, 1].

e Behauptung: Die Funktion

1
f:0,1], f(z) :=sin <—> :
ist Riemann-integrierbar mit

<1

! 1
/ sin (—) dx
0 x

Beweis: Da diese Funktion stetig und beschrankt ist, ist sie geméss Satz 6.12(i
Riemann-integrierbar. Gemiss Satz 6.12(vi) ist die Funktion ]0,1] 5 z — |[sin (2
R daher Riemann-integrierbar mit

/Olsm (1) ar g/ol sin (1)

1
< / Lo, (gemaéss Satz 6.12(iv), Monotonie)
0

)

I

dz

=1
Das beweist die Behauptung.

Bemerkungen. [Abschitzung fiir ein Integral, numerische Integration]

. . . . k k .
3Wir verwenden hier die Konvention e** := e(¥7") also nicht (e**)F = etke,
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e Es gibt keine Formel fiir die Funktion = fox e_ygdy. Trotzdem konnten wir
zeigen, dass f integrierbar ist und die Abschéitzung (6.19) fiir ihr Integral zeigen.

e Wir konnen ein Integral numerisch ndherungsweise berechnen. Ein einfaches nu-
merisches Integrationsverfahren ist die linke Rechteckregel. Bei diesem Verfahren
niéhern wir das Integral durch eine bestimmte Riemannsumme an. Siehe Ab-
schnitt 6.8.4 und die Vorlesungen Numerische Methoden (ITET, 4. Semester)
und Numerical Methods for CSE (RW, 3. Semester).

Im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 6.15) wird neben dem
gewoOhnlichen Integral auch ein Integral mit vertauschten Grenzen auftreten. Dieses
ist wie folgt definiert.

Definition 6.13 (Integral mit vertauschten Grenzen). Seien a,b € R mit a < b und
f :la,b] = R Riemann-integrierbar. Wir definieren das Integral

/baf:——/abf-

Bemerkung 6.14. [Integral mit vertauschten Grenzen, Gebietsadditivitét] Integration
ist auch dann gebietsadditiv, wenn wir vertauschte Grenzen zulassen. Das bedeutet
Folgendes. Seien a,b,c € R und f : [min{a,b, c}, max{a,b, c}} — R eine Riemann-
integrierbare Funktion. Dann gilt

/acfz/abf+/bcf-

Das folgt aus Satz 6.12(vii) (Gebietsadditivitit). (Uberpriifen Sie das!)

6.3 Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, Stammfunktion

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.2] und [Stra, 6.3]. Der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung besagt grob, dass Ableiten und Integrieren zu einander inverse
Prozesse sind. Genauer gesagt, betrachten wir im Hauptsatz das Riemann-Integral ei-
ner Funktion f, in welchem die obere Integrationsgrenze variabel ist. Dieses Integral
ist eine Funktion einer reellen Verdnderlichen. Der erste Teil des Hauptsatzes besagt,
dass die Ableitung dieses Integrals gleich der urspriinglichen Funktion f ist.

Der zweite Teil des Hauptsatzes besagt, dass das Integral (mit variabler oberer Gren-
ze) der Ableitung einer Funktion F' gleich F' minus den Wert von F' an der unteren
Integrationsgrenze ist.
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Eine Stammfunktion einer Funktion f ist eine Funktion F', deren Ableitung gleich f ist.
Gemaiss dem zweiten Teil des Hauptsatzes ist das bestimmte Integral einer Funktion
f gleich dem Unterschied der Werte einer Stammfunktion F' von f an den Integra-
tionsgrenzen. Der zweite Teil des Hauptsatzes ist daher ein wichtiges Werkzeug zur
Berechnung von bestimmten Integralen.

Seien a, b € R so, dass a < b. Wir schreiben
I :=[a,b].

Satz 6.15 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). (i) (erster Hauptsatz)
Seien ¢ € I und f : I — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Wir definieren

F:I—-R, F(z):= /I f. (6.20)

Sei x € I eine Stetigkeitsstelle von f.* Dann ist F' an der Stelle x differenzierbar
mit Ableitung

Fi(x) = f(z).

(i1) (zweiter Hauptsatz = Formel von Newton und Leibnitz) Sei F' : I — R eine
differenzierbare Funktion, deren Ableitung Riemann-integrierbar ist. Dann gilt

/ab F' = F(b) — F(a).

Beweis: [Wal97, erster, zweiter Hauptsatz, S. 259]

Wir werden Aussage (i) auf S. 250 beweisen.

Fir (i) im Fall, dass f auf ganz I stetig ist, siche auch [Stra, Satz 6.3.4., S. 139].
Fir (ii) im Fall, dass F’ stetig ist, sieche auch [Stra, Korollar 6.3.4., S. 140].

Dieser Satz wurde von Isaac Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz gefunden. (Siehe
Abbildungen 0.1 und 0.2.)

Bemerkungen. [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung]

e (i): Im Fall z < ¢ ist das Integral ff f wie in Definition 6.13 definiert.

e (i): Fiir = a meinen wir mit Differenzierbarkeit an der Stelle a die rechtsseitige
Differenzierbarkeit an der Stelle a und mit F'(a) die rechtsseitige Ableitung F (a)
(wie in Definition 5.9). Analoges gilt fir z = b.

4Damit meinen wir, dass f an der Stelle z stetig ist.
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Beispiele 6.16. [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung]

(i)

(i)

Erster Hauptsatz: Wir betrachten
a:=0, b:=1, f:1:=100,1] >R, f(z):=1.

Diese Funktion ist stetig und beschrinkt. Gemdéss Satz 6.12(ii) ist sie daher
Riemann-integrierbar. Somit ist die Voraussetzung des Satzes 6.15(i) (erster Haupt-
satz) erfiillt. Wir definieren

F:1—R, F(x)::/ 11:/ 1dy.
0 0

Gemiss der Aussage von Satz 6.15(i) ist diese Funktion differenzierbar mit Ab-

leitung
F'(z) = f(z) =1, Vo el (6.21)

Wir kénnen das auch direkt sehen. Geméss Definition 6.11 und Satz 6.12(i) gilt
ndmlich

Flz) :/ Liliow = 1- [[0,2]| = .
[0,2]

Gemdéss Beispiel 5.3(i) ist diese Funktion differenzierbar mit Ableitung F’ = 1.
Das stimmt mit (6.21) iiberein.

Zweiter Hauptsatz: Wir betrachten
a:=0, b:=1, F:1:=1[0,1] R, F(z) := x.

Diese Funktion ist differenzierbar mit F” = 1. Die Funktion F” ist daher Riemann-
integrierbar. Geméss Satz 6.15(ii) (zweiter Hauptsatz) gilt daher

/1F’:F(1)—F(O):1—O:1.

Wir kénnen das auch direkt sehen. Da F” = 1, gilt nimlich fol F' = fol 1=1.

Sei X eine Teilmenge von R so, dass jeder Punkt xy € X eine Umgebung in X besitzt,
die ein offenes oder halb-offenes Intervall ist.

Bemerkung 6.17. Es gibt eine Kollektion Z von nichtleeren Intervallen, deren Verei-
nigung gleich X ist so, dass die Vereinigung von je zwei verschiedenen Elementen von
T kein Intervall ist.

Sei f: X = R.
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Definition 6.18 (Stammfunktion). Fine Stammfunktion fiir f ist eine differenzierbare
Funktion F': X — R so, dass

F =t

Bemerkungen 6.19. [Integral, Stammfunktion und Hauptsatz] Wir nehmen an, dass
f stetig und beschrinkt ist.

(i) Die Funktion f besitzt eine Stammfunktion F. Im Fall, dass X = I ein Intervall
ist, ist ndmlich geméss dem ersten Hauptsatz fiir jedes ¢ € I die Funktion F(z) :=
fcx f eine Stammfunktion von f. In der allgemeinen Situation wenden wir den
ersten Hauptsatz auf jedes Intervall in Z an, wobei Z eine Kollektion wie in
Bemerkung 6.17 ist.

(ii) Seien a,b € R so, dass a < b, f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und F eine
Stammfunktion von f. Geméss dem zweiten Hauptsatz gilt

/abf:/abF’:F(b)—F(a).

Wir konnen das Integral f; f daher mit Hilfe einer Stammfunktion F' berechnen.

Beispiel 6.20. [Integral mit Hilfe einer Stammfunktion berechnen| Wir betrachten
a:=0, b:=1, f:00,1] =R, f(x) = 2we”.
Um das Integral fol f zu berechnen, stellen wir fest, dass die Funktion
F:0,1] =R, F(x) :=e",

eine Stammfunktion von F ist. (Uberpriifen Sie das!) Gemiss Bemerkung 6.19(ii) gilt
daher

/Olf:F(l)—F(O):el—eoze—l.

Beweis des Satzes 6.15(i) (erster Hauptsatz): Sei zy € I eine Stetigkeitsstelle
von f.

Fall: zy €|a, b[: Sei € €]0,00[. Da f in x( stetig ist, gibt es ein ¢ €]0, 00| so, dass

Vyel:|ly—azo| <6=|f(y) — flzo)| <e. (6.22)
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Sei x € I so, dass |v — zg| < 6 und z # zo. Es gilt

F(z) — F(a)
VAR

= / f (gemiss Satz 6.12(vii) (Gebietsadditivitdt) und Bemerkung 6.14), (6.23)
zo

/x:f—f(xo)'@—xo)

/ (f—f (aco))‘ (gemiiss Satz 6.12((i),(v)), Integral einer Treppenfunktion, Linearitét)
o

< /x ‘f — f(:l:o)| (gemiiss Satz 6.12(vi))

< / € (gemdss (6.22) und Satz 6.12(iv), Monotonie)
xo

ez — xp) (gemiiss Satz 6.12((i),(v)), Integral einer Treppenfunktion), (6.24)

Joo [ = f(20) - (z = )

r — 2o

‘M (geméss (6.23))

r — X9

—f(l‘o)‘z

<e (gemiéss (6.24)).

Es folgt, dass F' an der Stelle z( differenzierbar ist mit Ableitung

F'(x0) = f(x0).

Das beweist Satz 6.15(i) im Fall, dass o €la,b]. Der Fall xy = a oder b kann analog
behandelt werden. O

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass Integration und
Ableiten (= Differentiation) zueinander inverse Operationen sind, im folgenden Sinn.
Seien n,p € N, X C R" und Y C RP. Wir definieren

C(X,Y) := {stetige Funktion von X nach Y}, C(X):=C(X,R).
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Sei I ein Intervall mit positiver Linge und ¢ € I. Wir definieren®

C*(I; ¢) := {stetig differenzierbare Funktion F': I — R: F(c) = 0},
D.: C'(I;c) — C(I), D.(F) := F,

[ew=cma. [in= [ (6.25)

Bemerkungen. e Wir definieren also [ (f)(z) := [ f.
e Fiir f € C(I) und x € I so, dass © < ¢, ist [ f wie in Definition 6.13 festgelegt.

e Sei f € C(I) und = € I so, dass > c. Da f stetig ist und [c,z] kompakt
ist, besitzt die Einschrankung f|., ein Maximum und ein Minimum. Daher ist
[lie,z] beschrénkt. Geméss Satz 6.12(ii) ist f|[., daher Riemann-integrierbar. Der
Ausdruck ff f ist daher sinnvoll.

Geméss dem ersten Hauptsatz ist F' := fc f differenzierbar mit Ableitung F’ = f.
Da f stetig ist, gilt also ' € CY(I). Es gilt F(c) = fccf = 0. Also gilt, dass
[ f=FeC'(;c).

Die Abbildung (6.25) ist daher wohldefiniert, d. h., sie ist auf ganz C'(I) sinnvoll
und nimmt Werte in C''(I;¢) an.

Korollar 6.21 (Integration und Ableiten zueinander invers). Sei c € I. Es gilt

Dco/: ide(r), (6.26)
/O Dc == idcl([;c) . (627)
Bemerkungen. e Das bedeutet, dass

D [(n) =idew( =1, vrec),

[P =idoro(F) = F. ¥F e C(Tic)

C

e Es folgt, dass D, und fc bijektiv sind und Umkehrabbildungen voneinander sind,

d. h. B
Dgl—/, / =D..

5An den Endpunkten von I fordern wir einseitige Differenzierbarkeit und betrachten einseitige
Ableitungen.
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Beweis des Korollars 6.21: Aus dem ersten Hauptsatz (Satz 6.15(i)) folgt, dass

Dco/c(f):DC </C(f)> _fYfec(),  dh Dco/czidc(l), (6.28)

d. h. (6.26). Sei jetzt F € C'(I;c) und = € I. Aus dem zweiten Hauptsatz (Satz
6.15(ii)) mit a, b ersetzt durch ¢, x folgt, dass

/ (Do(F))(2) = / "F = F(z) - F(e) = F(a),

C

da F(c¢) = 0. Daraus folgt, dass

Es folgt, dass

/ODC = idC'l(I;c)a

d. h. (6.27). Das beweist Korollar 6.21. O

6.4 Unbestimmte Integration, Umkehrung des
Ableitens

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.2] und [Stra, 6.1]. Sei f eine Funktion, die eine
Stammfunktion Fy besitzt. Das unbestimmte Integral von f ist die Menge aller Stamm-
funktionen von f. Es besteht aus allen Funktionen der Form F+ C', wobei C eine lokal
konstante Funktion ist. Ableiten und unbestimmte Integration sind zueinander inverse
Prozesse.

Sei X eine Teilmenge von R so, dass jeder Punkt xy € X eine Umgebung in X besitzt,
die ein offenes oder halb-offenes Intervall ist. Sei f : X — R eine Funktion, die eine
Stammfunktion besitzt.

Definition 6.22 (unbestimmtes Integral). Wir definieren das unbestimmte Integral
von f als die Menge der Stammfunktionen von f,

/f = {Stammfunktz’on von f}. (6.29)

Bemerkungen 6.23. [unbestimmtes Integral, Schreibweise, Zusammenhang mit dem
bestimmten Integral]



254 KAPITEL 6. INTEGRATION AUF R

(i) (Schreibweise) Sei A ein Ausdruck in z so, dass x — A eine Funktion darstellt.
Wir schreiben

/Adx = /f, zum Beispiel /xdw = /pl, wobei p;:R—= R, pi(x) = z.

Bei dieser Schreibweise ist unsere Konvention, dass der Definitionsbereich von
f der grosstmogliche ist und der Zielbereich von f gleich R ist. Zum Beispiel
ist dieser Definitionsbereich fiir A := x durch R gegeben und fiir A := % durch

R\ {0}.

(ii) (Term wnbestimmtes Integral) Wir betrachten das Integral von f mit unterer
Grenze ¢ und verénderlicher oberer Grenze, d. h. [’ f wie in (6.25). Falls f
stetig ist, ist fc f gemiiss dem ersten Hauptsatz eine Stammfunktion von f. Das
motiviert den Term unbestimmtes Integral fiir die Menge der Stammfunktionen.

(iii) (kein echtes Integral) Das unbestimmte Integral beruht auf dem Begriff einer
Stammfunktion, der auf dem Begriff der Ableitung beruht. Im unbestimmten
Integral steckt also kein echtes Integral drin. Mit einem echten Integral meinen
wir hier ein bestimmtes Integral wie in Definition 6.7(ii). Der einzige Grund fiir
den Term unbestimmtes Integral und die Notation [ f ist der in (ii) genannte
Zusammenhang mit fc f. (In fc f steckt fiir jedes z € I das echte Integral ff f
drin.)

(iv) (Stammfunktion # Integral) Nicht jede Stammfunktion einer Funktion f hat die
Form fc f. Zum Beispiel ist fiir f = 0; die Funktion 1; eine Stammfunktion, aber
fC'OI =07 # 1y, fiir jedes c € I.

In Bemerkung 6.23 werden lokal konstante Funktionen vorkommen. Seien n,p € N,
XCRL,YCRundC: X —Y.

Definition ((lokale) Konstanz). (i) Die Funktion C' heisst konstant g. d. w. es ein
Yo €Y gibt so, dass C(z) = yo, fir jedes v € X.

(i) Die Funktion C heisst lokal konstant g. d. w. es fir jeden Punkt xo € X eine
Umgebung U von xy in X gibt so, dass C' auf U konstant ist. Wir definieren die

Mengen
C:=C% = {k‘onstante Funktion von X nach [R}, (6.30)
Cioc 1= Cpn. = {lokal konstante Funktion von X nach IR}. (6.31)

Bemerkung. Eine Eigenschaft gilt lokal, falls sie in einer (moglicherweise kleinen)
Umgebung jedes Punktes gilt. Entsprechend ist eine Funktion lokal konstant g. d. w. sie
in einer Umgebung jedes Punktes konstant ist. (Vergleichen Sie diese Bemerkung mit
Bemerkung 5.50(i).)
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Sei X eine Teilmenge von R so, dass jeder Punkt xy € X eine Umgebung in X besitzt,
die ein offenes oder halb-offenes Intervall ist. Sei Z eine Kollektion Z wie in Bemerkung
6.17.

Bemerkung 6.24. [Term lokal konstant, Charakterisierung lokaler Konstanz]Eine
Funktion C' : X — R ist genau dann lokal konstant, falls es eine Familie von Zah-
len (¢;)rez in R gibt so, dass

C=c; auf I, VI eT.

Beispiele 6.25. [lokale Konstanz]

(i) Wir betrachten den Fall, dass es ein k € Ny und verschiedene Intervalle Iy, .. ., I}
gibt so, dass 7 = {[1,...,Ik}, also X = Ule I;. Dann ist C' : X — R genau
dann lokal konstant, falls es Zahlen cq,...,c; € R gibt so, dass

C=g¢ auf I Vie{l,...,k}.
Das folgt aus Bemerkung 6.24.

(i) Wir betrachten den Fall k = 1. Dann ist I := X = |J;_, I; = I, ein Intervall.
Eine Funktion von I R ist genau dann lokal konstant, falls sie konstant ist.

(iii) Gemdéss (i) ist eine Funktion C' : R\ {0} — R genau dann lokal konstant, falls es
Zahlen c. € R gibt so, dass

O { ¢y auf ]0, ool

c_ auf | —o00,0[

Bemerkungen 6.26. [Darstellung des unbestimmtes Integrals mittels einer festen
Stammfunktion und lokal konstanter Funktionen] Wir kénnen das unbestimmte Inte-
gral einer Funktion mittels einer Stammfunktion wie folgt ausdriicken. Fiir jede Funk-
tion Fp: X — R und jede Menge F von Funktionen von X nach R definieren wir

R+ F:={FR+F|FeF} (6.32)

Seien jetzt f: X — R eine Funktion und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt
/}:F+qm=pM{HCe%J. (6.33)

Das folgt aus der Linearitit des Ableitens und Korollar 5.16(i) (Mittelwertsatz). (Siehe
[Stra, Satz 6.1.1, S. 117].) Die Inklusion “2” in (6.33) besagt, dass fiir jede Stamm-
funktion F' von f und jede lokal konstante Funktion C' die Summe F' + C ebenfalls
eine Stammfunktion von f ist. Die umgekehrte Inklusion “C” besagt, dass sich je zwei
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Stammfunktionen F' und GG von f durch eine lokal konstante Funktion C' unterscheiden
(d.-h. G- F =0C).

Wir nehmen jetzt an, dass X =: I ein Intervall positiver Lénge ist. Gemiss Beispiel
6.25(ii) gilt
Cl.=Cc=C'= {konstante Funktion von I nach IR}.

Gemiiss (6.33) gilt daher
/f:F+ClOC:F+C:{F+C|CeC}. (6.34)

Die konstante Funktion C' spielt hierbei die Rolle der Integrationskonstante. Die Inklu-
sion “2” in (6.34) besagt, dass fiir jede Stammfunktion F' von f und jede konstante
Funktion C' die Summe F'+ C' ebenfalls eine Stammfunktion von f ist. Die umgekehrte
Inklusion “C” besagt, dass sich je zwei Stammfunktionen von f durch eine konstante
Funktion C' unterscheiden.

Beispiele 6.27. [unbestimmtes Integrall
(i) Fiir jede Menge X und jedes ¢ € R schreiben wir wie in (6.17) c¢x : X — R fiir die
Funktion, die konstant gleich ¢ ist. Wir betrachten die konstante Funktion f :=

Ig : R — R. Die Funktion F' :=p; : R = R, pi(z) := z, ist eine Stammfunktion
fiir 1g. Daher gilt geméss (6.34), dass

/1d1::/1[R:p1—|—C:{p1—|—C‘C:[R—>[Rkonstant}:{:c»—>x+c‘ce[R}.
(6.35)

(ii) Wir betrachten die Funktion

f=p-1:R\{0} =R, pa(z):=2"" =—.

Die Funktion F' :=logo|+|: R\ {0} — R ist eine Stammfunktion fiir p_;. Das
folgt mit Hilfe der Kettenregel. (Uberpriifen Sie das!) Daher gilt geméss (6.33),
dass

1
/—da::/p_l:logo|-|+Cloc:{logo|-|+C|C:[R\{O}—)IRlokal konstant }
x

_ {x*—) { logx + ¢y, falls 2 > 0,

log(—2) +c_, falls z <0 ct € [R} geméss Beispiel 6.25(iii).

Zum Beispiel gilt also

( )_){logx—l—l, fallsx>(),>€ ldm
o log(—z), fallsz <0 r
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Bemerkung 6.28. [Notation fiir das unbestimmte Integral| Sei f eine Funktion und
F' eine Stammfunktion von f. Das unbestimmte Integral wird anstelle von F' + Cj,c
oft als A + ¢ geschrieben, wobei A ein Ausdruck in z ist und ¢ Integrationskonstante
genannt wird. Zum Beispiel wird geschrieben:

1
“/—dm = log |z| + ¢’
x

Das ist aus folgenden Griinden unprézise:

e Der Ausdruck log |z| ist keine Funktion, sondern eine Zahl (fiir ein gegebenes
x). “log|z|” sollte durch die Funktion F' : R\ {0} — R, F(x) := log|z| ersetzt
werden.

e s gibt Stammfunktionen der Funktion z %, die nicht die Form z — log |z|+¢
mit ¢ € R haben. (Siehe Beispiel 6.27(ii).) Eine allgemeine Stammfunktion fiir
z +— L hat die Form (z — log|z|) + C fiir eine lokal konstante Funktion C' :
R\ {0} —» R

e Das unbestimmte Integral von x +— % ist nicht eine einzelne Stammfunktion
dieser Funktion, sondern die Menge aller Stammfunktionen, d. h.

1
/_dx:{x’_){logx—i—c% falls > 0,
x

log(—z) +c_, fallsz <0 =€ [R} '

(Siehe Beispiel 6.27(ii).)

Bemerkung. [naive Definition des unbestimmten Integrals|] Naiv kénnen wir ver-
suchen, das unbestimmte Integral von f einfach als F' zu definieren, wobei F' eine
Stammfunktion von f ist. Das Problem mit diesem Versuch ist, dass es keine “ausge-
zeichnete” 6 Stammfunktion zu f gibt. Wir miissten bei diesem Ansatz also fiir jedes
f eine Stammfunktion [f = F wihlen. Diese Bevorzugung einer bestimmten Stamm-
funktion ist unnatiirlich. Es kann auch dazu fiihren, dass fiir gewisse f und g gilt
[(f+9) # [+ [g, also, dass [ nicht linear ist. Aus diesen Griinden definieren wir
das unbestimmte Integral [ f stattdessen als die Menge aller Stammfunktionen von

f

Unbestimmte Integration ist linear. Um das zu erkléren, sei X eine Teilmenge von R so,
dass jeder Punkt xg € X eine Umgebung in X besitzt, die ein offenes oder halb-offenes

6Mit “ausgezeichnet” meinen wir “speziell” oder “bevorzugt”.
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Intervall ist. Wir wéhlen eine Kollektion Z wie in Bemerkung 6.17. Wir definieren
X =UZ=U;ez!, Coc wie in (6.31), Fy + F wie in (6.32) und

V.= {F + Cioc ‘ F: X—>R differenzierbar},
W= {f:X — R|3F: X — R differenzierbar: F' = f}.

Fiir Funktionen definieren wir Addition 4+ und Skalarmultiplikation - punktweise wie
in (5.10,5.11). Das Tripel (W, +,-) ist ein (reeller) Vektorraum. Seien

c € R, F.GgeV.
Wir definieren

cF :=c-F :=cF + Coc, (6.36)
F+G:=(F+GQG)+ Coc, (6.37)

wobei F' € F und G € G beliebig sind. Das Tripel (V,+, ) ist ein Vektorraum. Wir
definieren die durch Ableiten (oder Differentiation) induzierte Abbildung als die Ab-
bildung

D:V—=W,  DF)=F:=F, (6.38)

wobei F' € F beliebig ist.

Bemerkung. D(F) ist wohldefiniert, d. h. hiingt nicht von der Wahl von F ab.
Wir definieren unbestimmte Integration als die Abbildung
/ W =V (6.39)

gegeben durch (6.29).

Satz 6.29 (Ableiten, unbestimmte Integration: Linearitdt, Umkehrung des Ableitens).

Die durch Ableiten induzierte Abbildung D (wie in (6.38)) und unbestimmte In-
tegration [ (wie in (6.39)) sind lineare Abbildungen.

(i1) Die durch Ableiten induzierte Abbildung und unbestimmte Integration sind invers
zuetnander, d. h.

/ oD = idy, d. h. / (D(F)) = / (F)=F, VF eV, (6.40)

Eo/zidw, d. h. ﬁ(/(f))z(/f)lzf, VieW. (6.41)

(i)
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Bemerkung. Eine Abbildung T zwischen zwei Vektorrdumen ist linear g. d. w. sie
(5.4) erfiillt. Fiir [ bedeutet das, dass fiir alle f,g € W und ¢ € R gilt, dass

/cf - c/f, (6.42)
Jt+o= [+ ]a (6.43)

wobei die rechten Seiten wie in (6.36,6.37) definiert sind.

Beweis des Satzes 6.29: (i) folgt aus Bemerkung 5.11(ii) (Linearitét des Ableitens).
(Uberpriifen Sie das!)

(ii): Die Gleichheiten (6.40,6.41) folgen aus Definition 6.22. Das beweist Satz 6.29. O

Bemerkungen. e Aus (ii) folgt, dass D und [ bijektiv sind und Umkehrabbil-
dungen voneinander sind, d. h.

o /4:5

Aus diesem Grund wird im Englischen die unbestimmte Integration auch anti-
differentiation genannt.

e Im Gegensatz zu Korollar 6.21 ist Aussage (ii) des Satzes 6.29 eine Aussage nur
iiber Ableitungen, nicht echte Integrale. (Vergleiche mit Bemerkung 6.23(iii).)

Beispiele. [unbestimmte Integration: Linearitdt, Umkehrung des Ableitens| Fiir jedes
k € Ny definieren wir die k-te Potenzfunktion als

Pk R—=R, pr(x) = 2", (6.44)

e (Linearitit) Wir berechnen [(p1 + po). Gemiss Beispiel 5.12(ii) gilt pj., = (k +
1)px, also

/(k + 1)pk = Pr+1 + Cloc-

Mittels Satz 6.29(i) (Linearitét) folgt daraus, dass

1 1 P
/(pl +po):/<§2p1 +p0) 25/2]714‘/}90:524‘291 + Cioc-

Wir kénnen das auch mittels der Variable x wie folgt schreiben:

2
/(:L'—I—l)dx: (:Er—> %—{—x) ~+ Cioc-
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e (Umkehrung des Ableitens) Wir betrachten X = R. Wir {iberpriifen Satz 6.29(ii),
Gleichheit (6.40), fur F := Coc = C: Es gilt

/(BC)=/0=0+C=C,

wie behauptet. Wir iiberpriifen (6.41) fiir f := 1g: Es gilt

B(/LR) _D(p+C) = p, = 1,

wie gewiinscht.

6.5 Partielle Integration, Anwendung: Darstellung
von 7 als Wallissches Produkt

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.3] und [Stra, 6.1]. Partielle Integration ist eine
wichtige Integrationstechnik. Sei X eine Teilmenge von R so, dass jeder Punkt xo € X
eine Umgebung in X besitzt, die ein offenes oder halb-offenes Intervall ist. Sei Fj :
X — R eine Funktion. Wir definieren

Fo‘i‘./t‘:: {F0+F|F€f}

wie in (6.32). Sei F eine Kollektion reelwertiger Funktionen auf X so, dass es eine
Funktion F': X — R gibt so, dass F = F + Cjo.. Wir definieren

~Fi==F+Coc={-F+C|Ce€Cpu}, (6.45)
wobei F' € F beliebig ist. Wir schreiben
Fo—F :=F+ (=F) = (Fo — F) 4 Ciqc, (6.46)
wobei F' € F beliebig ist. Seien u,v : X — R Funktionen.

Satz 6.30 (partielle Integration). Falls u,v differenzierbar sind und w'v eine Stamm-
funktion besitzt, dann besitzt uv’ eine Stammfunktion, und es gilt

/uv’:uv—/u’v.

Bemerkung. Die rechte Seite ist wie in (6.46,6.45) mit Fy := wv und F = [u'v
definiert.
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Beweis des Satzes 6.30: Wir wihlen eine Stammfunktion G fiir v'v. Dann gilt
G € [w'v und daher gemiss (6.45)

-G+ Coe = — /u’v. (6.47)

Gemiss der Produktregel fiir die Ableitung (Satz 5.10(ii)) gilt
(w) =u'v +w' =G +u, d. h. (uv — G)' = v/,

d. h., F:= uv — G ist eine Stammfunktion fir f := uv'. Geméss (6.33) gilt daher

/uv’ = (uw — G) + Cioc
=uv + (—G + C]OC)
= uv — /u'v (wegen (eq:-int u'v,6.46)).

Das beweist Satz 6.30. O

Beispiele 6.31. [partielle Integration]Wir betrachten X = R und definieren py : R —
R, pr(z) := .

(i) Problem: Man berechne [ ze®dx

Losung: Wir definieren u := py,v := exp : R — R. Es gilt v/ = exp’ = exp und
daher

/mewd:b = /p1 exp

_ / Py exp (6.48)

= prexp — [ pjexp (gemiss Satz 6.30, partielle Integration) (6.49)

= ppexp — /1[R exp

= p exp —(exp +C) (daCf, =CR=:0)
= (p1 — 1g) exp+C (6.50)
= (z— (z—1)e") +C.

(ii) Problem: Man berechne [ z2e”dzx.
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Losung: Wir definieren u := po,v :=exp : R — R. Es gilt

/x%xdx :/p2 exp’

=Py exXp — /p'2 exp (gemaéss Satz 6.30, partielle Integration), (6.51)

/ phexp = / 2p1 exp
:2/p1 exp

(gemdss Linearitét der unbestimmten Integration, Satz 6.29(i)
=2((p1 — 1g) exp +C) (geméiss (6.50))
=2(p1 — 1g) exp+C (gemiiss (6.36)), (6.52)

/x2e”3dx =ps exp —(2(p1 — 1r) exp +C) (gemadss (6.51,6.52)

=(paexp —2(py — 1Ig) exp ) +C (gemiiss (6.46))
:(p2 —2p1 + 2[.2) exp +C
=(z— (2* — 20+ 2)e") +C.

Um dieses Integral zu bestimmen, haben wir partielle Integration zweimal ange-
wandt, namlich in (6.49) und (6.51).

Bemerkungen 6.32. [Notation, Einsetzen der Grenzen, Zusammenhang zwischen un-
bestimmtem und bestimmtem Integral]

(i) In Beispiel 6.31(i) konnen wir auch schreiben
/xe“dw = (x — xe") —/1-e“dx = (x> ze® —€*) +C.

Hierbei schreiben wir alle Funktionen explizit mit Hilfe von Ausdriicken, die x

enthalten.

(ii) Seien a,b € R mit a < b, I := [a,b] und F eine Kollektion von Funktionen der
Form F = F+C mit F': X — R. Wir definieren F mit eingesetzten Grenzen als
die Zahl

FIb=FP .= F(2)|°_, .= F(b) — F(a), (6.53)

wobei F' € F beliebig ist. Der Ausdruck F|° ist wohldefiniert, d. h. die rechte
Seite von (6.53) hangt nicht von der Wahl von F ab. Das folgt aus der Tatsache,
dass sich je zwei Funktionen in F durch eine additive Konstante unterscheiden.
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(iii) Sei jetzt f: I := [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Gemiéss (6.29)
ist [ f die Menge aller Stammfunktionen von f. Sei F' € [ f, d. h. eine Stamm-
funktion von f. Mit der Definition (6.53) gilt, dass

IE

b

= F(b) — F(a)
’ b
= / f (geméss dem zweiten Hauptsatz, Satz 6.15(ii)).

Die Zahl [ f ‘Z stimmt also mit dem bestimmten Integral von f (wie in Definition
6.7) iiberein.

Beispiel 6.33. [bestimmtes Integral einer geraden Potenz des Kosinus, partielle Inte-
gration| Fiir jedes n € Ny definieren wir

I, = /2 cos™. (6.54)
0

Wir definieren rekursiv

e
a0:§,
20— 1
= ay_ leN 6.55
Ay Ap—1 247 S ) ( )
Taxr20—1 7 1 3 2m—1

1 m=—ll===.2.2... , v No. 6.56
asoazgzé 221 om m € Mo (6.56)

Behauptung: Fiir jedes m € N gilt die Aussage
P(m) :=“I5,, = a,,”

Es gilt also zum Beispiel

Beweis: Wir verwenden Induktion.

Induktionsverankerung: Fiir m = 0 gilt 7(0) = f% cos’ = I = ag. Daher ist P(0)
wahr.
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Induktionsschritt: Wir schreiben
Jp = /cos%. (6.57)

Sei k € Ny so, dass P(k) gilt. Mittels partieller Integration (Satz 6.30) mit u := cos?**!,
v := sin erhalten wir

i1 = /cosz(’““)

:/uv/
/
:uv—/uv

= cos® 1 gin — /(2k + 1) cos®(— sin) sin, (6.58)
/cos% sin? = (/ cos™ (1 — COS2)>
= Jr — Jk+1, (6.59)

Jpr1 = cos™ M sin+(2k + 1) (J, — Jps1) (wegen (6.58,6.59)).  (6.60)

Es gilt
Iopyo = /2 cos?h 2 (wegen (6.54))
0
= Jk+1‘o% (geméss Bemerkung 6.32(iii))
= cos? ! sin|0% + (2k + 1)( Jk\og - Jk+1|0%) (gemiiss (6.60))
= cog?kt! (g) sin (g) — cos® 0 sin 0 + (2k + 1) Loy, — (2k + 1) I po,
| I 2k +1
also = ——1Iy.
242 = 5o o

Mittels unserer Induktionsannahme P(k) (Iyx = ax) und der Tatsache g’;—i;ak = gy

(siehe (6.55)) folgt daraus, dass

Dogyo = agy1,
d. h. die Induktionsbehauptung P(k + 1) gilt. Das schliesst den Induktionsschritt ab.

Mittels Induktion folgt, dass fiir jedes m € Ny die Aussage P(m) wahr ist. Das beweist
die Behauptung.
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Beispiel 6.34. [bestimmtes Integral einer ungeraden Potenz des Kosinus, partielle
Integration] Wir definieren rekursiv

boi—l,
20
by := by_ {eEN 61
¢ e12€+1, €N, (6.61)
LY/ 2 4 om
1 b,=1-1]—-=2.-... — v N,. 6.62
also g%+1 35 omtl m € No (6.62)

Ein zu Beispiel 6.33 analoges Argument zeigt, dass

jus

]2m+1 = /2 COS2m+1 = bm, Ym € No. (663)
0

Es gilt also zum Beispiel

Folgender Satz liefert eine Formel fiir die Kreiszahl 7. Er ist eine Anwendung der
Beispiele 6.33 und 6.34. Fiir jedes n € Ny definieren wir

T (20)? 2.2 4.4 (2n)(2n)
C"'_g(%—l)(%ﬂ) T 1-3 35 (2n—1)@2n+1)

1

us

Satz 6.35 (Wallissches Produkt). Die Folge (cy)nen, konvergiert gegen 7, also

[\
[\
W
N

gzlimcn: I (6.64)

n—o00 1-

w
w
ot

Dieser Satz ist nach John Wallis benannt. Siehe Abbildung 6.5.

Bemerkung. [Wallissches Produkt| Dieser Satz liefert eine Formel fiir 7. Falls wir das
unendliche Produkt (6.64) an der Stelle n € Ny abbrechen, erhalten wir ein endliches

Produkt, dass 7 annéhert.
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Abbildung 6.5: John Wallis, 1616-1703, englischer Mathematiker.

Beweis des Satzes 6.35: Sei n € N. Wir definieren

wie in (6.54). Auf [0, 7] gilt, dass 0 < cos < 1 und daher

cos" ! < cos™ < cos™ L.

(6.65)

Sei m € N. Aus (6.65) mit n := 2m und Monotonie der Integration (Satz 6.12(iv))
folgt, dass

% 2m+1 % 2m
Iy = cos < cos™ =< Iy, < I,
0 0

IZm—i—l
1 1>
also =
IZm—i—l
o
b
= (wegen (6.63))
2m
T (wegen (6.61))
—1 fiir m — oo.
Daraus folgt, dass
Lo
2l 51 fiir m— oo. (6.66)

[2m
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Es gilt

m (20)°

R S YO VICTRY

(ORI
—=

ST S| o
+ | <
—_

(gemaiss (6.56,6.62))

(geméss Beispiel 6.33 und Beispiel 6.34).

N[ N oy

Mittels (6.66) folgt daraus, dass
(Cm)meh\lo —

Das beweist Satz 6.35. O

Bemerkung. [Beweis von 0 = 1 (?7) mittels partieller Integration|Wie erwéhnt, ist
partielle Integration eine wichtige Integrationstechnik. Man kann damit nicht nur In-
tegrale wie fog cos™ berechnen, sondern sogar zeigen, dass 0 = 1. (?) Dazu betrachten
wir die Funktionen

u: v :=log.

:@’

Es gilt

u'(z) = “Tlog ) log'(x) = — (6.67)

v'(z) = log/(z) = —, (6.68)

(log z)2x’
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I = / ! dz
(logz)x

_ / w'  (wegen (6.68))

= uv — / u'v (gemiss Satz 6.30 (partielle Integration))

1 1

- 1 ——logxd
log og+/ (log x)%x gL ar

— 141,

also I =1+ I. Daraus folgt, dass 0 = 1, wie behauptet.

Frage: Ist dieses Argument korrekt? Falls nicht, wo steckt dann der Fehler?

6.6 Substitutionsregel, Anwendungen:
gewoOhnliche Differentialgleichung erster
Ordnung, Trennung der Veridnderlichen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.3, 4.6] und [Stra, 6.1].

6.6.1 Substitutionsregel

Im Teil 6.70 der Substitutionsregel wird die Verkniipfung einer Menge von Funktionen
mit einer Funktion auftreten. Diese Verkniipfung ist wie folgt definiert. Seien X, Y C R,
F : X — Y stetig und G eine Funktionenmenge der Form G + CY _, fiir eine Funktion

loc»

G :Y — R. Wir definieren die Verkniipfung von F' mit G als die Menge
GoF :=GoF +Cp., (6.69)
wobei G € G beliebig ist.

Satz 6.36 (Substitutionsregel). (i) (bestimmte Integration) Seien I ein offenes In-
tervall, F € C*(I,R), g € C(im F,R) und xo,z, € I. Es gilt

/xl(g o F)F' — /F(xl) g (6.70)

xo F(zo)

(i1) (unbestimmte Integration) Sei X eine Teilmenge von R so, dass jeder Punkt
xo € X eine Umgebung in X besitzt, die ein offenes oder halb-offenes Intervall
ist. Sei Y ebenfalls eine solche Menge. Seien F' : X — Y differenzierbar und
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g - Y — R eine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt. Dann besitzt die
Funktion (g o F)F' eine Stammfunktion, und es gilt

/(goF)F’:(/g)oF, (6.71)

wobei die rechte Seite wie in (6.69) definiert ist.

Bemerkung. [Substitutionsregel] Die Gleichheit (6.70) bedeutet, dass

x1 F(m)
/ 9(F(2))F () d = / o(y) dy.

zo F(zo)

Formal bedeutet das, dass wir F'(z) durch die Variable y und die “infinitesimale Grosse
F'(z)dx” durch das “Differential dy” substituieren (d. h. ersetzen) konnen. Intuitiv ist

das sinnvoll, da F’ = Z—Z.

Beweis des Satzes 6.36: (i): Gemiss dem ersten Hauptsatz (Satz 6.15(i)) besitzt g
eine Stammfunktion G. Es gilt

x1 €1
/ (go F)F' = / (Go FY (wegen g = G’ und der Kettenregel, Satz 5.13)

o o

= (GoF); (gemiiss dem zweiten Hauptsatz, Satz 6.15(ii))
F(x1
= G‘FE )

zo)
F(z1)
= / g (wegen G’ = g und des zweiten Hauptsatzes).
F(xo)

Das beweist (i). Aussage (ii) folgt aus einem analogen Argument. Das beweist Satz
6.36. O

Beispiele 6.37. [Substitutionsregel

(i) Problem: Man berechne f;’ e’ 2 di.

Losung: Wir definieren

Fi=py:[2,3] = R, palx):= 2% g:=exp:imF =[4,9] - R.
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Es gilt

3 3
/ ¢ 2z dr = / (exp op2)py
2 2

p2(3)=9
= / exp (geméss der Substitutionsregel, Satz 6.36(i))
p2(2)=4
= exp [j
=e’ — e
Bemerkung: Wir kénnen diese Rechnung auch mit Hilfe von Variablen wie folgt
schreiben. Mittels der Substitution F(z) := 22 =y, F'(z) = 22 = %(z) erhalten

dx
wir
3, 9
/e”” Qxdx:/ e’dy
2 4

= 6y|2:4

= 69 —64.

(ii) Problem: Man berechne [ 22 du.

Losung: Wir definieren
1
X =R, Y :=]0,00], F:X =Y F(z):=2+1, gi=p_1:Y =R gy =-.
Y

Es gilt F'(x) = 22 und daher
2
/ Y dr = /(goF)F’ (6.72)

2+ 1

= < / g) oF (geméss der Substitutionsregel, Satz 6.36(ii))

(6.73)
= logoF + Cp. (6.74)
= (z— log(z* + 1)) + CR (6.75)

Bemerkungen: Wir konnen diese Rechnung auch mit Hilfe von Variablen wie
folgt schreiben. Mittels der Substitution F(z) :=2*+1 =y, F'(z) =2z = %(m)
erhalten wir

[ 2o ([ ) or

= (y = log(y)) o F + Cioc (6.77)
= (2 v log(a® + 1)) + Cioc- (6.78)
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Oft wird diese Rechnung wie folgt geschrieben:

2 1
“/ T e = /—dy (Substitution y = 2° + 1, dy = 2x dx) (6.79)
Yy

2?2 +1
= log(y) + ¢ (6.80)
=log(z*+ 1) +c  (Riicksubstitution)” (6.81)

Das ist aus folgenden Griinden unprézise:

e Die Gleichheit (6.79) ist falsch, da [ %5dx = logoF + Ciec # log = [ idy.
e Der Ausdruck log(y) ist keine Funktion, sondern eine Zahl (fiir ein gegebenes
y). Die Gleichheit (6.80) ist daher nicht sinnvoll.

e 2 — log(z? + 1) + c ist eine einzelne Funktion. (¢ € R ist hierbei eine

Konstante.) Das unbestimmte Integral [ $22_“;1dx ist jedoch keine einzelne
Stammfunktion, sondern die Menge aller Stammfunktionen. (Siehe Defini-
tion 6.22.) Das Resultat (6.81) ist deshalb nicht sinnvoll, selbst, wenn wir

log(x* + 1) + ¢ als x + log(z? + 1) + ¢ interpretieren.

(Vergleichen Sie diese Bemerkungen mit Bemerkung 6.28.) Im Schritt (6.79) geht
die Information iiber F', also iiber die Substitution, verloren. Diese Informati-
on wird im Schritt (6.81) unter dem Titel Ricksubstitution wieder hinzugefiigt.
Nachdem wir log(z? +1) + ¢ zu (x — log(2? + 1)) 4 Cioc korrigiert haben, kommt
am Ende zwar ein korrektes Resultat heraus. Die einzelnen Gleichheiten stimmen
jedoch wegen der obigen Griinde nicht.

(iii) Problem: Man berechne f_ll 1 —y2dy.

Losung: Wir definieren

F :=sin: [—5,5} =R, g:imF=[-11]—=R, g(y):=+1-y%



272

KAPITEL 6. INTEGRATION AUF R

Es gilt sin (—%) = —1, sin (%) = 1 und daher

1
/ V1 —y2dy
-1

jus

sn(3)
- /sin(—ﬂ) g

o sin) sin’ (Substitutionsregel (Satz 6.36(i)) riickwérts angewandt
g g g

/%
Bl
= / COS - COS (da g osin = /1 —sin? = | cos | und | cos | = cos auf [—g,g})
3
1 bl
=3 ( cos sin +p1) (Das folgt mittels partieller Integration wie in Beispiel 6.33.)
3
—1<0 1+2 - (0-(-n-2))
2 2 2
T
2

(Integral einer logarithmischen Ableitung) Seien I ein Intervall mit positiver
Lange, F': I — R\ {0} stetig differenzierbar und zo,z; € I.

T / T /
Problem: Man berechne / 5 = / r (x)dx
Fo ), Fo)

xo 0
Losung: Wir definieren

g:=p_1:imF — R

Es gilt
X1 F/ /xl
= (P10 F)F
/11:0 F xo
F(x1)
= / P_1 (gemiéss der Substitutionsregel, Satz 6.36(i))
F(zo)

= logo| | |§Ez;; (gemiiss Beispiel 6.27(ii))
= log(|F'(x1)]) — log(|F'(o)|)

= log (‘?Ez;; ) . (6.82)

Bemerkungen. [Substitution, erste und zweite Art]
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e (Substitution erster Art, vorwérts) In Beispiel 6.37((i),(ii),(iv)) haben wir die
Substitutionsregel vorwérts angewandt. Das bedeutet, dass wir die Gleichheiten
(6.70,6.71) von links nach rechts angewandt haben.

Das ist Substitution erster Art. Bei dieser Art Substitution ist die Substituti-
onsfunktion F' schon im gegebenen Integranden enthalten. In Beispiel 6.37(i) ist
das die Funktion F(z) := 22, die im Integranden z — € 2z im Exponenten vor-
kommt. Durch die Substitution vereinfacht sich der Integrand. So ist in Beispiel
6.37(i) der neue Integrand einfach die Exponentialfunktion.

e (Substitution zweiter Art, riickwérts) In Beispiel 6.37(iii) haben wir die Substitu-
tionsregel riickwérts, d. h. von rechts nach links, angewandt. Das ist Substitution
zweiter Art. Bei dieser Art Substitution wahlen wir eine Substitutionsfunktion
F. In Beispiel 6.37(iii) haben wir F' := sin : [—2, 2] — R gewdhlt. Durch diese
Substitution wird der Integrand zunéchst komplizierter. In guten Fillen lésst sich
der neue Integrand jedoch explizit integrieren.

In Beispiel 6.37(iii) wird aus dem Integranden y — /1 — y? zunéchst der kom-

pliziertere Integrand /1 — sin® cos, den wir dann mit Hilfe des Satzes von Py-
thagoras zu cos - cos vereinfachen und danach mittels partieller Integration inte-
grieren. Mittels Substitution werden wir also die Wurzel los, was den Integranden
schliesslich vereinfacht.

e (zweite Art: verschiedene Substitutionsfunktionen) Bei der Substitution zweiter
Art withlen wir die Substitutionsfunktion F beliebig.” Wir kénnen bei dieser Wahl
also kreativ sein. So konnen wir im Beispiel 6.37(iii) die Substitution auch mit

F :=cos : [r,0] = R oder mit F : [-F,%] — R, F(z) := sin(2z), durchfiihren.
Das fiithrt ebenfalls zum Ziel. (Berechnen Sie mittels dieser Substitutionen das

Integral nochmals!)

Ebenso funktioniert Substitution mit F' := sin : [ z 57?] — R8 Esgilt v/1 — sin? =

T 202
— cos auf [%, %W] (nicht + cos). Um das Integral mit Hilfe dieser Substitution zu

37 . . .
berechnen, miissen wir das Integral [2.(go F))F’ daher in Integrale iiber die Teil-
2

intervalle [—%, %], [g, %W] und [%W, gﬂ] aufspalten. (Tun Sie das und berechnen

Sie damit f_ll /1 — y%dy nochmals!)

e (mehrmalige Substitution) Manchmal kénnen wir ein Integral mittels mehrmali-
ger Substitution berechnen. Ein Beispiel dafiir ist

/b dz
a V1+e®
"F muss C! sein und sein Bild im Definitionsbereich von g enthalten sein.

8Diese Funktion unterscheidet sich von der in Beispiel 6.37(iii) verwendeten durch den Definiti-
onsbereich.
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Dieses kann durch die Substitutionen zweiter Art x = Fy(¢t) :=logt, t = Fy(u) :=

u? — 1 auf das Integral f;,/ —2=du zuriickgefiihrt werden. (Siehe [Bla96b, 4.3,
Nummer 8, S. 45].) Dieses Integral konnen wir mittels Partialbruchzerlegung
berechnen. (Siehe [Bla96b, 4.3, Nummer 8, S. 45] oder Abschnitt 6.7.)

e (Beispiel 6.37(iv), Integral einer logarithmischen Ableitung) Seien [ ein Intervall
mit positiver Liange und F' : I — R\ {0} eine differenzierbare Funktion. Wir
definieren die logarithmische Ableitung von F' als die Ableitung des Logarithmus
des Betrags von F', d. h. als

/
L J—
Gemaéss Beispiel 6.37(iv) ist das bestimmte Integral der logarithmischen Ablei-

tung von F' durch den Logarithmus des Quotienten der Werte von F' an den
Integrationsgrenzen gegeben. Siehe (6.82).

(log of F'|

Dieses Beispiel liefert also eine allgemeine Methode, um eine Funktion der Form

% zu integrieren. Diese Methode haben wir bereits in Beispiel 6.37(ii) angewandst.

Manchmal wird diese Methode “logarithmische Integration” genannt. Diese Be-
zeichnung scheint mir irrefithrend, da es sich um gewohnliche Integration handelt.
Besonders ist nur die Situation, in welcher wir die Methode anwenden. Wir neh-
men nédmlich an, das der Integrand die Form FF/ besitzt.

6.6.2 Anwendung: gewohnliche Differentialgleichung erster
Ordnung, Trennung der Verédnderlichen

Als eine Anwendung des Beispiel 6.37(iv) zur Substitution kénnen wir eine homogene
lineare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung l6sen. Das ist der Inhalt des
folgenden Beispiels.

Beispiel 6.38. [gewohnliche Differentialgleichung] Seien I ein Intervall, a € C(I),
to € I und zy € R.Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung fiir eine diffe-
renzierbare Funktion v : I — R,

U= au (6.83)

zusammen mit der Anfangsbedingung

Wir nennen (6.83,6.84) ein Anfangswertproblem. Wir nehmen an, dass xy > 0. Sei u
eine Losung des Anfangswertproblems, das positive Werte annimmt. Gemaéss Beispiel
6.37(iv) gilt fiir jedes t € I, dass

U

log(u(t)) = log(u(to)) + / —

tou
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und daher u(t) = exp (10g(u(t0)) - /t g)

t()u

= u(ty) exp (/tt a) (6.85)

= T exp (/t: a0> (wegen (6.84,6.83)) (6.86)

=: up(t). (6.87)

Umgekehrt erfiillt die Funktion ug tatséchlich das Anfangswertproblem (6.83,6.84).
(Uberpriifen Sie das!) Im Fall 25 > 0 besitzt dieses Anfangswertproblem somit eine
eindeutige Losung, die positive Werte annimmt, namlich uqg.

Bemerkungen. [gewohnliche Differentialgleichung, Trennung der Verénderlichen]

e Auch ohne die Voraussetzungen, dass xy > 0 und dass u positive Werte annimmt,
ist die Funktion ug gegeben durch (6.87) die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems (6.83,6.84). Das folgt aus einem Argument wie in Beispiel 5.18.

e Wir betrachten den Fall, dass a konstant ist. Dann ist ug gegeben durch
ug(t) = zoe™.

Gemiss Beispiel 6.38 und der letzten Bemerkung ist das in diesem Fall die ein-
deutige Losung des Anfangswertproblems (6.83,6.84). Das haben wir schon im
Beispiel 5.18 mittels einer Anwendung des Mittelwertsatzes gezeigt.

e (Trennung der Verénderlichen) Heuristisch erhalten wir die Losung ug wie folgt.
In der Differentialgleichung (6.83), also % = au, trennen wir die Variablen t und
u voneinander, d. h., wir formen die Gleichung um zu

d
W _ Lt (6.88)
u

Hierbei ist “dt” ein “Differential”, also eine “infinitesimale Differenz At # 0”7 und
“du” die zugehorige “infinitesimale Differenz Au”. (Siehe Bemerkung 5.8(iii).)
Wir zerlegen jetzt das Intervall [y, ¢] in unendlich viele “infinitesimale Teilinter-
valle I,” der Form “I; = [ti,ti + dti}”, 1 € Z. Fiir jedes ¢ € Z schreiben wir
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du; := u(t; + dt;) — u(t;). Durch Summieren erhalten wir

u(t) u
log(ul) ~ los(u(to)) = / %

= (wegen (6.88))

/adt

Durch Addieren von log(u(ty)) und Exponentieren erhalten wir wieder u = wuy,
wie in (6.87).
Die Losungsmethode von Beispiel 6.38 heisst Trennung der Verdnderlichen (oder

Separation der Variablen). Das widerspiegelt die Tatsache, dass wir in der obigen
heuristischen Herleitung von (6.85) die Variablen ¢ und u voneinander getrennt

haben.

e Im Fall eines konstanten negativen a = —c beschreibt die gewohnliche Differenti-
algleichung (6.83) zum Beispiel radioaktiven Zerfall mit Zerfallskonstante c. Die
Grosse u(t) ist dabei die Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur Zeit
t noch nicht zerfallen sind.

6.7 Integral einer rationalen Funktion,
Partialbruchzerlegung

Partialbruchzerlegung ist eine Methode, um eine rationale Funktion zu integrieren.

Definition 6.39 (rationale Funktion). (i) Eine (komplexe) rationale Funktion ist
eine Funktion der Form § :q 1 (C\{0}) — C, wobei p, q komplexe Polynome sind
so, dass q Z 0.

(ii) Eine reelle rationale Funktion ist eine Funktion der Form © : ¢ YR\ {0}) = R
wobei p, q reelle Polynome sind so, dass q % 0.

Beispiel 6.40. [Integral einer rationalen Funktion, Partialbruchzerlegung] Wir betrach-
ten
p,qg:R—=>R, p=1, q(z) =2 — 1.

Problem: Man bestimme das unbestimmte Integral f% =/ wildm.
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Heuristik: Wir machen den Ansatz
I a b
x2—1—x+1+x—1
d. h., wir nehmen an, dass es Konstanten a,b € R gibt so, dass die obige Gleichheit

gilt.Indem wir die beiden Briiche auf der rechten Seite von (6.89) mit (z — 1) und
(x + 1) erweitern, erhalten wir dann

1 alr—1)+bx+1)
R o : Vo e R\ {£1}, (6.90)
= l=(a+bzx—a+b, Ve e R\ {£1}
= 0=a+0, l=—a+0

=  0+1=2, 0-1=2a

. Vo eR\{%1}, (6.89)

1
= a=—-, b=

Es folgt, dass

L
= Y R +1 6.91
2 —1 x—|—1+x—1’ v € R\ {1} ( )

fx) =
(unter der Annahme, dass es a,b wie in (6.89) gibt).

Bemerkung: Die Gleichheit (6.91) stimmt tatsédchlich (bedingungslos). Der Grund
dafiir ist, dass alle Implikationen in (6.90) umgedreht werden koénnen.

Losung: Es gilt

1 1 1 1 1
dr = —= d = d 91
/xQ—lx 2/x+1 x—|—2/x_1x (wegen (6.91))

1
= <x =3 (—log |z + 1| + log |z — 1])) —l—CE}:{il}

r—1 > LRV
T+ 1 loc

—( »—>11
=\|x 20g

Die Darstellung (6.91) der rationalen Funktion f heisst Partialbruchzerlegung von f.
Um diesen Begriff allgemein zu definieren, bendtigen wir den folgenden Satz. Seien
ag, - ..,ay € C. Wir definieren das komplexe Polynom p durch p(z) := Z,ZCV:O a,2®. Wir
definieren den Grad von p als

degp :=max {k € {0,..., N} |ay # 0}

Seien jetzt p, ¢ komplexe Polynome so, dass ¢ #Z 0. Seien z1, ..., 2z, € C die Nullstellen
von ¢, wobei z; # z; fiir ¢ # j. Fir jedes i € {1,...,¢} sei m; die Vielfachheit der
Nullstelle z; von q.

9Falls aj, = 0 fiir jedes k € {0,..., N}, dann definieren wir degp := —oo0.
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Bemerkung. [Vielfachheit einer Nullstelle eines Polynoms| Es gibt eine Zahl ¢ €
C\ {0} so, dass

q(z) = cH(z —z)"M=c(z—z)™ (2= z)™. (6.92)

i=1
Das folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 2.26) und Polynomdivision.

Satz 6.41 (Partialbruchzerlegung). (i) Es gibt ein eindeutiges Paar (s, (@it ) k=1,....my, i=1,..., 4),

wobei s ein komplexes Polynom ist und a;, € C, firk=1,...,m;, 1 =1,...,/
so, dass

%:sngi(zﬁ—@m, Ve '(C\{0}).  (6.99)

yeeeyMgy 2=1,...,

P(z) _ (p(z) _s(2) - Z (L) (2 — 2", (6.94)

ok VT zi)!
fir jedes z € C, wofiir beide Seiten wohldefiniert sind.

(i1i) Seien P und Q wie in (ii). Dann gilt

P(z)

G = By (6.95)

Beweis: Das folgt aus Polynomdivision und [Stra, Satz 6.1.6., S. 125].

Definition 6.42 (Partialbruchzerlegung). Wir definieren die Partialbruchzerlegung
der rationalen Funktion £ als die rechte Seite von (6.93).

Die Partialbruchzerlegung wurde von Gottfried Wilhelm Leibniz und Johann I Ber-
noulli entwickelt. (Sie Abbildungen 0.2 und 5.2.)

Bemerkungen. [Partialbruchzerlegung]

e Mit Partialbruchzerlegung meinen wir die Darstellung von § wie auf der rechten
Seite von (6.93), nicht einfach die durch diese rechte Seite bestimmte Funktion.

..........

gegeben ist. (Dieses Paar enthélt die gesamte Information iiber die rechte Seite
von (6.93).)
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e Die Terme in der Doppelsumme auf der rechten Seite von (6.93) heissen Parti-
albriiche (oder Teilbriiche).

e Seii=1,...,¢ Mittels der Formel (6.95) kénnen wir die Koeffizienten a;, rekur-
siv fiir k = m;, ..., 1 berechnen. Dazu bestimmen wir sukzessive fiir k = m;, ..., 1
Polynome P und @ wie in (ii). Dabei verwenden wir geméss (6.94) die schon be-
rechneten Koeffizienten a;,,, ..., @;pt1-

Wir bestimmen also zuerst fiir £ = m; Polynome P und @ mit Q(z;) # 0 und

q(2)

Z — Z;
j=k+1=m;+1 ( ¢

Wir berechnen a;,, mittels (6.95).
Jetzt bestimmen wir fiir & = m; — 1 Polynome P und @ mit Q(z;) # 0 und

PO _ (00 B e N e
QG <q<z> G- 2 ,<z—zi>f'> ===
= (M —s(z) — L) (2 — z)™ .

(z —z)™

(Rechts tritt der schon berechnete Koeffizient a;,, auf.) Wir berechnen a;,,_1
mittels (6.95).

Wir verfahren nun &hnlich fiir £ = m; — 2, ..., bis wir £ = 1 erreichen.

e Es gibt ein eindeutiges Paar (s,7) von Polynomen so, dass
p=sq+r, degr < degq.

Das folgt aus Polynomdivision von p durch ¢. Das Polynom s stimmt mit dem
Polynom wie in Satz 6.41(i) iiberein. Es ist genau dann konstant gleich null, falls
deg(p) < deg(q). In diesem Fall f&llt in (6.93) der erste Term s(z) weg.

Beispiele 6.43. [Partialbruchzerlegung]

(i) Wir betrachten

3 9 2+z—1

p(z) =22 +2—-1, q(2) = 2" = 2, 1z) = 23 — 22

Gemiss Satz 6.41(i) besitzt die rationale Funktion f eine eindeutige Partial-
bruchzerlegung. Um diese zu bestimmen, stellen wir zuerst fest, dass degp =
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2 < 3 = degq. Daher gilt s = 0. Wir bestimmen jetzt die Nullstellen von ¢. Da
q(z) = 2?(2—1), sind die Nullstellen von ¢ und ihre Vielfachheiten gegeben durch

21 = 0, mi = 2,
Zp=2 — 1, meo = 1.
Sei i = 1. Wir verwenden die Formel (6.95), um die Koeffizienten ay;, rekursiv

fir & = my = 2,1 zu berechnen. Sei k = m; = 2. Die rechte Seite von (6.94) ist
gegeben durch

pe) o NS e e (Pl Yy
(q(z) (2) jk;mz_zl)j)( ) (_ 0 o)< 0)

Py |
z—1

Wir schreiben den Zahler und Nenner dieses rationalen Ausdrucks als
P(z):=2"4+2—1, Q(z) =2z—-1.

P und @ sind Polynome mit Q(z; = 0) = —1 # 0. Gemaéss Satz 6.41(iii) gilt
daher

P(Zl) —1
= = — =1. 6.96
ai2 Q=) 1 ( )
Sei jetzt k = m; — 1 = 1. Die rechte Seite von (6.94) ist gegeben durch
(22+z—1_0_a12:1>(z_0)1:z2+z—1—(z—1)zz ‘-
23— 22 (z —0)2 22(z—1) z—1

Wir schreiben den Zahler und Nenner dieses rationalen Ausdrucks als

P(z) := z, Qz) =z—1.

P und @ sind Polynome mit Q(z; = 0) = —1 # 0. Gemiéss Satz 6.41(iii) gilt
daher

P(Zl) 0
= = —=0. 6.97
Q) - (697)
Seien ¢ = 2 und k := my = 1. Die rechte Seite von (6.94) ist gegeben durch
24+2-1 |
(G 0-0) - -

Wir schreiben den Zahler und Nenner dieses rationalen Ausdrucks als

P(z) =22 +2-1, Q(z) = 2%
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P und @ sind Polynome mit Q(z; = 1) = 1 # 0. Geméss Satz 6.41(iii) gilt daher

P(ZQ) 1
Q) o4
Gemiss (6.93,6.97,6.96,6.98) gilt daher
Z2+Z—1 aiq a2 a921 1 1

=——F=0 = — . (6.99
/) 23— 22 +(z—z1)1+(z—z1)2+(z—22)1 z2+z—1 (6.99)

(Uberpriifen Sie das durch Nachrechnen!)

(ii) Wir betrachten
3 z°
p(Z) =z, Q(Z) ::Z_la f(Z) :Z—l'

Polynomdivision ergibt
p=sq+r, s(z) =22+ 241, r(z) =1
und daher
r(z)

f(2) = s(z)Jr@ =22+z+1+i. (6.100)

Die rechte Seite hat die Form (6.93). Daher ist sie schon die Partialbruchzerle-
gung von f.

Beispiele 6.44. [Integral einer rationalen Funktion mittels Partialbruchzerlegung]

e Das unbestimmte Integral der rationalen Funktion f|g fiir f wie in Beispiel 6.43(i)
ist gegeben durch

2 +x—1 1 1 )
/ 5 _ $2_d$ = / (; + o 1) dx (gemaéss (6.99))

1
= (m ==+ log(|z — 1|)> + Cioc-

e Das unbestimmte Integral der rationalen Funktion f|g fir f wie in Beispiel
6.43(ii) ist gegeben durch

3 1
/ Y dr= / (1‘2 +z+1+ —1> dx (gemiss (6.100))
T —

r—1

3 2P
= (x — 34— 5+$+log(|x— 1|)> + Cioc-
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Bemerkung 6.45. [Partialbruchzerlegung fiir Quotienten reeller Polynome, Integral
davon| Wir nehmen jetzt an, dass p,q reelle Polynome sind. Dann gilt geméss (6.92)
fiir jedes x € R, dass

L L

= 2™ = qle) = a@) = e[ (@ - ™.

1=1 =1

Daher ist fiir jede Nullstelle i = 1, ..., ¢ die Zahl Z; ebenfalls eine Nullstelle von ¢, mit
derselben Vielfachheit m; wie z;. Sei ¢’ € {1,..., ¢} so, dass

2 = %, (6.101)

und k € {1,...,m;}. Wir nehmen an, dass i # i'. Indem wir in (6.93) reelle Zahlen z =
x einsetzen, folgt mittels der Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung (Satz 6.41(i)),

dass
Qi = Q- (6.102)

Wir konnen daher in der Partialbruchzerlegung (6.93) fiir 2 = x € R die Terme fiir
(¢, k) und (i, k) zusammenfassen. Wir erhalten fiir die Summe dieser beiden Terme

Ak i Qi _ aik(x — Zi/)k + ai/k(x — Zl)k
(x —z)F  (z— zi)k (x — zi)F(z — 2z)F
2Re (ap(r — z)*
_ e ’(a (@ |2kz ") (wegen (6.101,6.102))
r — Zz;
= ful2) (6.103)

Die Funktion f;; ist eine reelle rationale Funktion. Im Fall £ = 1 kénnen wir sie mittels
schon behandelter Methoden integrieren.

Beispiel 6.46. [Partialbruchzerlegung fiir Quotienten reeller Polynome, Integral da-
von]Wir betrachten

1
=1 =22 41 ==
o) =1 )= Rl ()i
Die Nullstellen von ¢ sind z; = i und zo = —i mit Vielfachheiten m; = my = 1. Die
Partialbruchzerlegung von f ist gegeben durch
fl2)=—2L+ 2 (6.104)

z—1 z4+1

(Wir konnen diese Zerlegung wie in Beispiel 6.40 oder Beispiel 6.43(i) bestimmen.)
Gemiss der Formel (6.103) in Bemerkung 6.45 mit Indizes i = k = 1 gilt

_ 2Re(=4(x—17) 1

f(x) = fii(z) = z— ] BRSNS Vr € R.
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Das stimmt mit unserer Definition von f iiberein. Geméss Proposition 5.30(ix) ist das
unbestimmte Integral von f|g gegeben durch

1
/ oo 1dm = arctan +C.
T

Bemerkungen 6.47. [komplexe Partialbruchzerlegung, komplexer Logarithmus, Zweig

davon]

(i) Alternativ kénnen wir versuchen, das unbestimmte Integral von f mit Hilfe der
komplexen Partialbruchzerlegung (6.104) zu berechnen. Geméss dieser Zerlegung

gilt
1 1 1 1
d ——<— d d). 6.105
/I2+1x 2 /x—i x+/x+ix ( )

Naiv vermuten wir, dass

1

/ -dr = “log(+—1)” +C. (6.106)
T —1

Der Ausdruck “log(s — 4)” ist jedoch undefiniert, da der Logarithmus nur fiir

positive reelle Zahlen definiert ist. Um diesem Ausdruck einen Sinn zu verleihen,

konnen versuchen, den Logarithmus zu einer Funktion

log:C\ {0} = C

zu erweitern. Dabei wollen wir, dass die Gleichheit log o Exp = id erfiillt. Eine
solches lfo\é gibt es leider nicht, da Exp : C — C nicht injektiv ist. (Uberlegen Sie
sich, dass es darum kein f()Tg wie oben gibt!) Zum Beispiel gilt ndmlich geméss
der eulerschen Formel, dass Exp(27i) = cos(27) + i¢sin(27) = 1 = Exp(0).

(ii) Um dieses Problem zu lésen, verwenden wir statt einer Funktion log : C\{0} = C
einen Zweig des komplezen Logarithmus. Ein solcher Zweig ist ein Paar (X, L),
wobei X C C\ {0} eine Teilmenge!'® ist und L : X — C eine stetige Funktion so,
dass

ExpolL =id.
Es existiert zum Beispiel ein Zweig (X, L) mit X = C\] — 00,0]. Sei (X, L) ein
solcher Zweig. Dann gilt

/ ! -dx = L(~—1)+C, / : -dv = L(-+1)+C
Tr—1 T+

) .
und daher geméss (6.105) / o 1dx = %( —L(e—d)+ L(-+ l)) +C.

10Tn Biichern wird hier oft vorausgesetzt, dass X offen ist. Die allgemeinere Definition ist jedoch
ebenfalls sinnvoll.
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Wir koénnen das unbestimmte Integral [ Cczlﬂdx also mit Hilfe eines Zweiges des

komplexen Logarithmus ausdriicken. Wir haben damit einen Ersatz fiir die nicht
sinnvolle Gleichheit (6.106) gefunden.

Jeder Zweig des komplexen Logarithmus ist holomorph, d. h., komplezx diffe-
renzierbar. (Fir diesen Begriff siehe die Vorlesung Mathematische Methoden fiir
ITET und RW.)

Es ist moglich, den komplexen Logarithmus auf C \ {0} als eine mehrwertige
Funktion zu definieren, ndmlich als die Urbildfunktion

Log := Exp~': C\ {0} — {Teilmenge von C},
Log(z) = Exp~'(2) = Urbild von z unter Exp = {w € C| Exp(w) = z}.

Fiir jedes z € C\ {0} unterscheiden sich die Werte dieser mehrwertigen Funktion,
also die Elemente von Log(z), durch ganzzahlige Vielfache von 27mi. Der Vorteil
von Log gegeniiber Zweigen ist, dass Log nicht von einer Wahl eines Zweiges
abhéngt. Wir kénnen damit jedoch kein Integral einer rationalen Funktion wie

x 1,2—1“ berechnen, da Log mehrwertig ist.

Beispiel 6.48. [Partialbruchzerlegung fiir Quotienten reeller Polynome, Integral da-
von] Problem: Man berechne

/2x2+x+1
3—d:1:.
x° +x

Wir definieren

p(z) =222 + oz + 1, q(z) = 2° + x, f= g

Heuristik: Da ¢(z) = z(z* + 1) und die Nullstellen von z +— 2* + 1 nicht reell sind,
machen wir den Ansatz

b . cx
2+1 2241

fla) ==+

Wie in Beispiel 6.40 erhalten wir a = b = ¢ = 1 und daher

1 1 T

f<x):5+x2+1+x2—|—1'

(6.107)

Bemerkung: Die Gleichheit (6.107) stimmt tatsichlich (bedingungslos). (Uberpriifen
Sie das!)
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Losung: Gemiiss (6.107) gilt

/2x2+x+1d /<1+ 1 L2 )d
—1‘: —_ ZL‘
3+ x 2241 z22+1

1
= <x — log(|z|) + arctan(z) + 5 log(z? + 1)> 4 RO}

loc

Hierbei haben wir Beispiel 6.37(ii) verwendet.

Fiir weitere Beispiele zur Partialbruchzerlegung und Integration rationaler Funktionen
siehe [Stra, Beispiel 6.1.7. 1),ii), S. 126].

6.8 Strategien fiir das Integrieren, symbolische
Integration, Grenzen davon, numerische
Integration, Grenzen des Rechnens

Im Unterabschnitt 6.8.1 stellen wir eine Liste von Strategien zur Berechnung von Inte-
gralen zusammen. Davon beruhen einige auf den Techniken, die wir in diesem Kapitel
behandelt haben. (Das sind partielle Integration, Substitution und Partialbruchzerle-

gung.)

Grob gesprochen nennen wir eine Funktion elementar, falls sie aus rationalen Funk-
tionen und der komplexen Exponential- und Logarithmusfunktion zusammengesetzt
ist. Mit einer exzpliziten Formel fiir ein unbestimmtes Integral [ f meinen wir eine
Gleichheit der Form [ f = F + Cioc, wobel F' eine elementare Funktion ist. Wir sagen,
dass wir eine Funktion f symbolisch unbestimmt integrieren, falls wir ihr unbestimmtes
Integral f f durch eine explizite Formel darstellen.

Wie wir im Unterabschnitt 6.8.2 sehen werden, existieren einfache Funktionen f, die
sich nicht symbolisch unbestimmt integrieren lassen. Das gilt zum Beispiel fiir die

Funktionen

2 1
x):=e", und x) = .
/(@) /@) Vi +Dz(z—1)

(Siehe Beispiel 6.51 und Bemerkungen 6.54.) Die Integrale

/eIde wnd / V(i + 1;(3: —1) e
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lassen sich also nicht symbolisch berechnen.'' Symbolische Integration stosst hier an
ihre Grenzen. Insbesondere gibt es keinen Algorithmus, der jede elementare Funktion
f symbolisch integriert. Die Integrationsstrategien in Unterabschnitt 6.8.1 fithren also
nicht immer zum Ziel.

6.8.1 Strategien fiir das Integrieren,
Computeralgebrasysteme

Die folgende Liste enthilt einige Strategien fiir das Integrieren:

1. Integranden vereinfachen:

Beispicl: ()= =, [ 1=
eispiel: f(z) := =7

P r+1’

Es gilt f(x):%:x—lund damit

x?—1 < x? )
= 1 - Lo
/x+1d:c /(:U )dx T 5 ) + Cioc

2. Stammfunktion erraten:
Beispiel: f := e cos, [ f ="

F := " ist eine Stammfunktion fiir f und daher
/ e cos = S + C
Allgemeines Beispiel: Integral einer logarithmischen Ableitung:
F/
/F :lOg|F| +Cloc

Das folgt aus einem Argument wie in Beispiel 6.37(iv).
2x
22 +1

Konkretes Beispiel dazu: Beispiel 6.37(ii): / dz = (z — log(z® + 1)) +C

3. Produkt von Funktionen: partielle Integration:

Siehe Beispiel 6.31.

1Mit einer symbolischen Berechnung eines unbestimmten Integrals meinen wir eine Folge von
symbolischen Umformungen, an deren Ende eine elementare Funktion (plus lokal konstante Funktio-
nen) steht. Ein Beispiel dafiir ist die Berechnung des unbestimmten Integrals [ ze”dz gegeben durch
Jxe"dr = (x> ze®) — [1-e"dz = (z — ze” — €¥) + Cioc.
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Manchmal erhalten wir nach mehrmaligem partiellen Integrieren wieder c f f,
wobei ¢ eine Konstante und [ f das gesuchte Integral sind. Dann nehmen wir
¢ [ f auf die linke Seite. Falls wir Gliick haben, dann ist ¢ # 1. In diesem Fall
heben sich [ f und ¢ [ f nicht auf. Wir erhalten dann einen expliziten Ausdruck
fir [ f, indem wir durch 1 — ¢ dividieren. Siehe Beispiele 6.33 und 6.34.

4. rationale Funktion: Partialbruchzerlegung:

Siehe Beispiele 6.40, 6.43, 6.44, 6.46, 6.48

5. rationaler Ausdruck in e“: Substitution mit F(z) := e“:

Dadurch wird der Integrand zu einer rationalen Funktion. Diese integrieren wir
mittels Partialbruchzerlegung.

1 T
Beispiel: / S
0 e<r 4 ].

Substitution y = F(x) := €*, %(x) = F'(z) = e?,

1

1 e e =e 1 .
/ 5 dr = / 5 dy = arctan y| _, = arctane — arctan 1
0o e +1 =1 Y*+1 v=

6. rationaler Ausdruck in cos,sin, d. h. [ R(cos,sin), wobel R eine rationale
Funktionen zweier Variablen!? ist:

Substitution mit
F :=cos, sin, tan oder tan (§>

Beispiele und Bemerkungen dazu siehe p. 287
7. Integrand enthilt /a? — y?: Substitution mit y = F'(x) := asinx:
Siehe Beispiel 6.37(iii).
Beispiele und Bemerkungen zur Strategie 6:

1
Beispiel: Aufgabe: Berechne | —.
sin

Heuristik: Substitution:
d d 1 1

Yy = cosuz, —y:—sinx, also dr = — 'y , / - d:L':/ —5 dy
dx sinx sinz —sin“z =9y —1

124. h.eine Funktion der Form %, wobei p und ¢ Polynome in zwei Variablen sind und ¢ # 0
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Loésung: Substitution mit:

FZ:COS:XI:R\{...,—ﬂ',o,’ﬂ,...}—)|R, g:]—L1[—=R, gy :=

1
Esgilt — = —
5 &l sin  cos?—1

/iz/(goF)F’

= (/ g> oF (Substitution, Satz 6.36(ii))

1 1
-1 1 1
= < / ( 24 2 ) dy) o cos (Partialbruchzerlegung fiir g(y) = )

y+1 y—1 y? —1

(—sin) = (g o F')F’ und daher

— (y - %( —log(y + 1) + log(—(y — 1)))) 0 €08 +Cioe

(Wir verwenden, dass der Integrand auf | — 1, 1] definiert ist.)
1 —cos +1

=—1 (—> Cloc 6.108
2%\ eosr1 /7O (6.108)

alternativer Versuch: Mit der naheliegenderen Substitution F':= sin erhalten wir

1 1
/.— = / dy | osin.!3
sin y (i 1— y2>

Diese Substitution vereinfacht das Integral nicht, da der neue Integrand eine Wurzel
enthalt.

systematische Methode fiir [ R(cos, sin): Halbwinkelsubstition':

Mittels dieser Substitution erhalten wir als neuen Integranden eine rationale Funktion.
(Uberlegen Sie sich das!) Wir verwenden jetzt Partialbruchzerlegung, um das neue
Integral zu berechnen.

13Genauer gesagt: Sei G eine Stammfunktion von Yy L Wir definieren G := G auf X N
N vV 1-y?
cos~1([0, 00[) und G := =G auf X Ncos™(] — 00,0[). Dann ist G o sin eine Stammfunktion von --.

Diese Substitution wird oft Weierstraf-Substitution genannt, nach Karl Weierstraf. (Siehe Abbil-
dung 4.1.) Weierstrass verwendet in [Wei67, Achtes Kapitel. Bestimmung eines Gaussschen Integrals.]
auf Seite 89 die eng verwandte Substitution ¢ = — cot % Die Halbwinkelsubstitution war jedoch vor
Weierstrafl schon Adrien-Marie Legendre bekannt.
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1 1 t, 1 .
/Sl—n:/ 2t ‘t2+1 :</§dy>otzlog’tan§‘+cloc

t2+1 2

Beispiel:

Das stimmt mit (6.108) iiberein. (Rechnen Sie das nach!)

einfacherer Ansatz, falls der Integrand ein rationaler Ausdruck in cos? und sin? ist:
F':=tan

Fiir weitere Beispiele zu Integralen von rationalen Ausdriicken in cos und sin siehe
Schnelliibung 6 (Integrale, Tangenssubstitution).

Bemerkungen. [Strategien fiir das Integrieren einiiben]

e Die Ubungsserien 12 und 13 und die Schnellilbung 6 enthalten viele Beispiele,
womit Sie die obigen Strategien einiiben konnen.

e Eine weitere Moglichkeit zum Uben von Integrationstechniken bietet der Integral-
Trainer. Sie finden diesen unter:

https://moodle-app2.let.ethz.ch/course/view.php?id=27005

In diesem vorlesungsbegleitenden Moodle-Kurs konnen Sie das Integrieren selbsténdig
itben. Die {iiber 100 Aufgaben zum Bestimmen von Stammfunktionen sind in
Quizzes zu unterschiedlichen Integrationsmethoden und auf verschiedenen Schwie-
rigkeitsstufen zugénglich. Quizzes “mit Tricks” beinhalten schwierigere Aufga-
ben, weil das reine Anwenden der Methode noch nicht zur Losung fithrt. Wenn

Sie sich noch nicht so sicher fiihlen, kénnen Sie sich ausserdem ein paar Tipps
geben lassen.

Bemerkungen 6.49. [Algorithmus, Computeralgebrasystem, symbolische Integrati-
on]

e Ein Algorithmus ist eine endliche Abfolge von eindeutigen Anweisungen, die von
einer Maschine automatisch ausgefiihrt werden kénnen.'® Algorithmen werden als
Computerprogramme implementiert. Diese werden durch Computer ausgefiihrt.
Ein Computeralgebrasystem (kurz CAS) ist ein Computerprogramm, das Pro-
bleme 16st, die symbolische Ausdriicke wie Variablen und Funktionen enthalten.
Unter anderem integriert ein CAS symbolisch, d. h. es stellt gewisse Integrale
durch explizite Formeln dar. (Wir werden den Begriff der symbolischen Integra-
tion in Unterabschnitt 6.8.2 prézisieren.)

Beispiele fiir Computeralgebrasysteme sind SageMath, Mathematica und Maple.

15Tm Unterabschnitt 6.8.5 werden wir diesen Begriff prizisieren.
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e SageMath, kurz auch Sage genannt, ist eine freie Software und kann online auf

https://sagecell.sagemath.org/ verwendet werden. Die Eingabe erfolgt in
der Sage Programming Language, die auf der Programmiersprache Python be-
ruht. Zum Beispiel berechnet Sage bei folgender Eingabe eine Stammfunktion
fiir die Funktion f: R — R, f(x) := ze™:

integral (x*exp(x) ,x)

(Probieren Sie das aus!) Sage liefert das Resultat (x - 1)*e"x. Dieses Resultat
ist nicht wortlich korrekt, da (x — 1)e” keine Funktion ist. Gemeint und korrekt
ist die Funktion z +— (x — 1)e”. Das ist eine einzelne Stammfunktion, nicht das
unbestimmte Integral von f. (Was war schon wieder das unbestimmte Integral
von f7) Der Sage-Name integral ist daher ein wenig irrefithrend. Vergleiche mit
Bemerkung 6.28.

Probieren Sie weitere Integrale aus!

cos(x) acos(x) sqrt(x) exp(2*pi*Ixx)

integral (cos(x),x)
integral (acos(x),x)

cos x funktioniert nicht.

Python: Potenzieren: e*xx

Eine auf dem CAS Mathematica aufbauende Antwortmaschine ist Wolfram Al-
pha, verfiighar unter https://www.wolframalpha.com/ . Die Eingabe kann in
natiirlicher Sprache erfolgen. Zum Beispiel berechnet Wolfram Alpha bei folgen-
der Eingabe das unbestimmte Integral [ ze®da:

integrate x*e"x with respect to x

Wolfram Alpha liefert das Resultat e”(x — 1) +constant. Dieses Resultat ist nicht
wortlich korrekt. Gemeint und korrekt ist [ ze®dz = (v — (z — 1)e”)+C, da das
die Menge der Stammfunktionen von = +— ze® ist. Vergleiche mit Bemerkung
6.28.
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6.8.2 Symbolische Integration, Grenzen davon, elliptisches
Integral

Grob gesprochen nennen wir eine Funktion elementar, falls sie aus rationalen Funk-
tionen und der komplexen Exponential- und Logarithmusfunktion zusammengesetzt
ist. Mit einer expliziten Formel fiir ein Integral [ f meinen wir eine Gleichheit der
Form [ f = F + Ci., wobel F eine elementare Funktion ist. Wir sagen, dass wir eine
Funktion f symbolisch unbestimmt integrieren, falls wir ihr unbestimmtes Integral [ f
durch eine explizite Formel darstellen.!® Es gibt einfache Funktionen f, die sich nicht
symbolisch unbestimmt integrieren lassen. Ein Beispiel ist durch f(x) := e gegeben.
Elliptische Integrale liefern viele weitere Beispiele.

Um den Begriff einer elementaren Funktion zu erkliaren, benotigen wir Folgendes. Sei
Xo C C. Eine (komplex) mehrwertige Funktion auf X, ist eine Abbildung von X nach
der Menge der Teilmengen von C. Wir nennen eine mehrwertige Funktion komplex
elementar g. d. w. wir sie aus

e rationalen Funktionen,
e der komplexen Exponentialfunktion Exp : C — C,

e der mehrwertigen komplexen Logarithmusfunktion Log!”

in endlich vielen Schritten mittels folgender Operationen bilden kénnen'®:

e arithmetische Operationen +, —, x, +
o Verkettung!?

e Losen von algebraischen Gleichungen mit Koeffizienten gegeben durch komplex

elementare mehrwertige Funktionen?

16Manchmal wird symbolische Integration in einem weiteren Sinne verstanden, indem gewisse
Stammfunktionen F' zugelassen werden, die nicht elementar sind, zum Beispiel die Gaufische Feh-
lerfunktion erf. Siehe (6.113) und Beispiel 6.51.

17Sieche Bemerkung 6.47(iv).

8Dabei setzen wir entstandene Funktionen soweit moglich stetig fort. Seien zum Beispiel f :
C\{0} = C, f(») := %, g:C—C, g(z) := z. Wir setzen das Produkt fg zur stetigen Funktion auf
C fort, die konstant gleich 1 ist. Ahnlich verfahren wir mit mehrwertigen Funktionen.

9Wir definieren die Verkettung zweier mehrwertiger Funktionen F und G, indem wir G o F(x)
gleich der Menge der Elemente aller G(y) setzen, wobei y alle Elemente von F(z) durchlduft.

20Damit meinen wir eine Gleichung der Form ). ; A;F* = 0 fiir eine mehrwertige Funktion F,
wobei Ay, ..., A, komplex elementare mehrwertige Funktionen sind, die nicht alle konstant gleich 0
sind. Ein Beispiel einer solchen Gleichung ist 2F(z)® + Exp(22)F(z) + Logo Log(z) = 0, V=.
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Ein Zweig einer mehrwertigen Funktion F' auf X, C C ist eine stetige Funktion f auf
einer Teilmenge X von Xy ! so, dass f(z) € F(z) fiir jedes x € X. Eine Funktion von
einer Teilmenge X C C nach C heisst elementar g. d. w. sie ein Zweig einer komplex
elementaren mehrwertigen Funktion ist.

Beispiele 6.50. [elementare Funktion] Beispiele fiir elementare Funktionen sind:

e jede rationale Funktion, Beispiel: Polynom
e Potenzfunktion p, :]0,00[— R, p,(z) := 2% = exp(alog z), fiir a € R
e Exponentialfunktion exp, : R — R, exp,(z) := b® = exp(z logb), fiir b €]0, o]
e Logarithmus zur Basis b: log, = % 10, oo[— R, fiir b €]0, oo
e trigonometrische Funktion: (Ko-)Sinus, (Ko-)Tangens
Grund: cos = 5 (Exp(i+) + Exp(—i+)), sin = £ ( — Exp(i+) + Exp(—i-))
e jede Arkusfunktion = Umkehrfunktion einer trigonometrischen Funktion

2
ear:—ﬁ—l

R—=R =
* [iR=R f@) arctan o log (cos* x + 2)

e die eindeutige Losung f : R — R der algebraischen Gleichung f° + f +id = 0,
d. h f(z)’+ f(x)+2=0,Vz €R

Beispiel 6.51. [nicht elementare Funktion, Integral ohne Formel] Jede Stammfunktion
der Funktion

f:R—=R, f(z):=e"",

ist nicht elementar. Das ist ein schwierig zu beweisender mathematischer Satz.?? Das
unbestimmte Integral [ e* dz lisst sich daher nicht durch eine Formel im Sinne einer
elementaren Funktion darstellen. Die Funktion f(z) := e”” lisst sich also nicht im
obigen Sinne symbolisch integrieren. Das ist bemerkenswert, da wir bei der Definition
einer elementaren Funktion sogar zulassen, dass wir eine algebraische Gleichung l6sen,
d. h. Nullstellen eines Polynoms nehmen.?3

21Tn Biichern wird hier oft vorausgesetzt, dass Xy und X offen sind.

22Giehe [Chu][Corollary 5.4].

23Gemsiiss dem Satz von Abel-Ruffini gibt keine Formel fiir diese Nullstellen, falls das Polynom
Grad mindestens 5 besitzt. Mit einer Formel meinen wir hier einen endlichen Ausdruck, der aus den
Koeflizienten des Polynoms mittels Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Wurzelziehen
gebildet wird.
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Abbildung 6.6: GauBifunktion.

Eine Variante dieses Integrals ist durch die folgende Funktion gegeben:

1 T2
= —— lim e_dey

1 y?
d:R— [R, q)(l') = E/ Q_Tdy : \/%x_g)foo

Dieser Grenzwert ist ein uneigentliches Integral. Wir werden solche Integrale im Ab-
schnitt 6.10 behandeln. Siehe Definition 6.67.) Die Funktion ® heisst Gaufsches Feh-
lerintegral. Sie ist ebenfalls nicht elementar.

Bemerkungen 6.52. [Gaufische Glockenfunktion, GauBsches Fehlerintegral]

e Seien C,p € R und o €]0,00[. Wir definieren die Gaufische Glockenfunktion

(oder Gauf-Funktion) mit Maximum C', Mittelwert (oder Erwartungswert) p und
Standardabweichung o als die Funktion

(z—p)?

fC’,u,a R— [Rv fC,,u,J(x) =(Ce 20

Abbildung 6.6 zeigt diese Funktion fiir 4 = 0 und o = \}- Wir betrachten den Fall

C= \/— . Dann ist die Funktion fc , , normiert im Sinne, dass ihr uneigentliches
Integral von —oo bis oo gleich 1 ist. Das folgt mit Hilfe eines zweidimensionalen
Integrals, das wir in Analysis 2 behandeln werden. (Siehe Beispiel 10.29.)

Die Funktion f¢ . ist die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Mittelwert p
und Standardabweichung o. (Fiir diese Begriffe siehe die Vorlesung Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik (ITET und RW: 4. Semester). Das ist der Grund
fiir die Terminologie Gaufische Glockenfunktion mit Maximum C', Mittelwert p
und Standardabweichung o. (Uberpriifen Sie, dass C' tatséchlich das Maximum
der Funktion fc¢, , ist.)

Das Gaufische Fehlerintegral ¢ ist gleich dem Integral der Gaufischen Glocken-
funktion f := fo_ 1 Das bedeutet, dass ® die Verteilungsfunktion der

Standardnormalvertezlung ist. Dass f normiert ist, ist der Grund fiir die Kon-
stante \/— in der Definition von .

—u 0,0=1"

Das Gaufische Fehlerintegral ® spielt eine zentrale Rolle in der Statistik.

Bemerkung 6.53. [geschlossene Form, analytische Losung]
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(i) In angewandten Gebieten wird oft gesagt, dass eine gegebene Funktion f in
geschlossene Form gebracht werden kann, wobei typischerweise nicht definiert
wird, was das bedeutet. Meistens ist damit wohl gemeint, dass f elementar ist.
(Siehe Seite 292.)** Der Begriff einer elementaren Funktion prizisiert also die
Sprechweise geschlossene Form.

(ii) In angewandten Gebieten wird mit analytischer Losung einer vorgegebenen Diffe-
rentialgleichung oft eine Losung f bezeichnet, die in geschlossene Form gebracht
werden kann. Geméss Bemerkung (i) bedeutet das wohl meistens, dass f elemen-
tar ist. Zum Beispiel ist die Funktion f : R — R, f(z) := z eine analytische
Losung der gewohnlichen Differentialgleichung f' = 1.

Diese Verwendung des Wortes analytisch ist problematisch, da eine Funktion f im
Sinne der Analysis analytisch genannt wird g. d. w. f lokal durch eine Potenzreihe
dargestellt wird. (Siehe die Vorlesung mathematische Methoden fir ITET und
RW.) Viele in diesem Sinne analytische Funktionen sind nicht elementar. Ein
Beispiel dafiir ist das GauBsche Fehlerintegral. (Siehe Beispiel 6.51.)

Weitere Beispiele von Funktionen, die sich nicht durch eine Formel im Sinne einer
elementaren Funktion darstellen lassen, sind durch viele elliptische Integrale gegeben.
Ein gewisses elliptisches Integral beschreibt die Bogenlénge einer Ellipse. Elliptische
Integrale treten auch in der Physik auf, zum Beispiel beim ebenen Pendel und beim
elektrischen Potential einer ringformigen Ladungsverteilung.

Ein (unvollstindiges) elliptisches Integral ist eine Funktion F' einer reellen Variable

der Form
F(z) = /OxR (t, \/%> dt,

wobei R eine rationale Funktion zweier Variablen und P ein Polynom dritten oder
vierten Grades mit nur einfachen Nullstellen ist.

Beispiel 6.54. [elliptisches Integral, keine Formel] Wir betrachten den Fall, dass
R(z,y) = i Dann ist das elliptische Integral F' = [; # nicht elementar (wie auf
Seite 292 definiert). Das ist ein schwierig zu beweisender mathematischer Satz.?> Das
Integral fo LP lasst sich daher nicht durch eine Formel im Sinne einer elementaren
Funktion darstellen. Es lédsst sich also nicht symbolisch berechnen. Konkrete Beispiele

24Moglicherwise wird bei geschlossener Form allerdings nicht erlaubt, dass wir algebraische Glei-
chungen fiir (mehrwertige) Funktionen lésen.
Z5Siehe [Con, Example 4.3].
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Abbildung 6.7: Die waagerechte Ellipse mit Mittelpunkt im Ursprung und Halbachsen
a und b.

eines solchen Integrals sind

dx,

) 1
/0 Vi +Dz(z—1)

(6.109)

) 1
dx
/0 V(L —a?)(4 - 2?)

Bemerkung. [elliptisches Integral] Insbesondere fithrt die Integrationsstrategie 7 (Sub-
stitution mit y = F(z) = asinz) beim Integral (6.109) also nicht zum Ziel, obwohl der
Integrand aus Ausdriicken der Form va? — 22 (mit a = 1, 2) besteht.

Bemerkung. [Zusammenhang zwischen elliptischem Integral und Lénge der Ellipse,
Grund fiir Namen| Der Name elliptisches Integral rithrt daher, dass die Lange einer
Ellipse durch ein (vollsténdiges) elliptisches Integral gegeben ist. Um das zu verstehen,
betrachten wir die waagerechte Ellipse mit Mittelpunkt im Ursprung und Halbachsen
a und b, d. h. die Menge

{(:L’,y) € R?| (2)2 + (%)2 — 1} . (6.110)

(Siehe Abbildung 6.7.) Wir definieren die (numerische) Exzentrizidt der Ellipse als

ei=y/1— <9>2.26 (6.111)

a

Wir definieren
1 — k222
1 —22

26Die lineare Exzentrizitit e ist der Abstand jedes der beiden Brennpunkte der Ellipse zum Mit-
telpunkt. Die numerische Exzentriziéit ist gegeben durch ¢ = £. Sie liegt zwischen 0 und 1. Fiir einen
Kreis ist sie gleich 0. Wenn die Ellipse immer flacher wird, ndhert sich ihre numerische Exzentriziét
der Zahl 1.

E:0,1[— R,
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Das ist ein wollstindiges elliptisches Integral, d. h. der Wert eines unvollstdndigen
elliptischen Integrals an der Stelle 1.2"Die Linge L der Ellipse®® ist durch ein Vielfaches
dieses elliptischen Integrals gegeben, ndmlich durch

L =4aE(e).® (6.112)
Das erkléart den Namen elliptisches Integral.

Bemerkung. [elliptische Integrale in der Mechanik und Elektrostatik| Elliptische Inte-
grale treten in der Mechanik und Elektrostatik auf. Ein Beispiel hierfiir ist die Schwin-
gungsdauer des Fadenpendels, das in Abbildung 6.8 dargestellt ist. Um das zu erkléren,
verwenden wir die folgenden Bezeichnungen:

¢ := Lange des Fadens
g := Fallbeschleunigung ~ 9.8m sec ™2

Ymax := maximaler Auslenkungswinkel

K :]0,1], K(k) = /0 N x;;?l — k2x?)

Das ist ein elliptisches Integral. Die Schwingungsdauer des Fadenpendels ist gegeben

durch
T=4K (Sin<90max)> E
2 g

2TWir definieren R(z,y) := #, P(z) = (1-k*2?)(1—2%) und F(z) := [; R (t, \/P(t)) dt. Da
0 < k < 1, ist P ist ein Polynom vierten Grades mit nur einfachen Nullstellen. (Wodurch sind sie gege-
ben?) Daher ist F ein unvollsténdiges elliptisches Integral. Es gilt E(k) = F(1) = fol R <t, \/P(t)> dt.
Daher ist E(k) ein vollstéindiges elliptisches Integral.

28Gemiiss (6.110) ist die Ellipse eine Kurve, d. h. ein eindimensionales Objekt. Die Ellipse besitzt
daher eine Lénge. Die hier verwendete Definition des Begriffes einer Ellipse ist in der modernen
hoheren Mathematik gebréuchlich. In der elementaren Geometrie ist mit Ellipse stattdessen oft die
elliptische Scheibe gemeint, die von der Kurve (6.110) begrenzt wird. Entsprechend wird dann vom
Umfang der Ellipse statt von ihrer Lénge gesprochen. Vergleiche mit Bemerkung 1.19.

29Beweis: Der Schnitt der Ellipse mit dem offenen ersten Quadranten ist durch den Graphen

der Funktion f :0,a[— R, f(z) = 2Va2—2? = 2(a® - 22)2, gegeben. Die Linge der El-

lipse ist gegeben durch L = 4 ['\/1+ f/(x)?dz. Sei = €]0,a[. Wir schreiben ¢ := £. Geméss
b 1 . —24

der Kett 1 gilt f/ = = . —(a® — 2%)77(-22) = ——%— und daher 1 "(x)? =

er Kettenregel gilt f/(z) . 2(a x?)T2(—2x) Vi und daher 1 + f/(z)

1= 124 (2)% 42 = 1 — 22
1=

a 1
1— 2t2
erhalten wir also L = 4/0 V1 + f/(2)2ds = 4a/0 \/1_—:2(# = 4aE(e). Das beweist (6.112).

. Hierbei haben wir (6.111) verwendet. Mittels der Substitution x = at
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Abbildung 6.9: Der blaue Ring ist ho-
mogen (=gleichmissig) elektrisch gela-
den. Die Ladungsverteilung erzeugt im
Abbildung 6.8: Ein Fadenpendel. Die  roten Punkt ein elektrisches Potenti-
Variable ¢ bezeichnet den Auslenkwin-  al. Dieses Potential héingt vom Punkt
kel. geméss einer Formel ab, in der ein el-
liptisches Integral auftritt.

Siehe zum Beispiel [Cra04, formula (14), p. 2] und [Tka, 1.1.2. The simple pendulum)].
Idealisierend nehmen wir hier unter anderem an, dass der Faden vernachléssighar
diinn ist und die rote Kugel vernachlassigbar klein ist. Wir nehmen jedoch nicht
ndherungsweise an, dass die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung ist.

Ein elliptisches Integral tritt auch in der Formel fiir das elektrische Potential einer ho-
mogenen ringférmigen Ladungsverteilung im dreidimensionalen Raum auf. Eine solche
Ladungsverteilung ist in Abbildung 6.9 dargestellt. Sie erzeugt ein Potential, das durch
eine Formel gegeben ist, die ein elliptisches Integral enthilt. Siehe [Goo98, Example
6-11, p. 146].

6.8.3 Algorithmische symbolische Integrierbarkeit,
Risch-Algorithmus

Ein Algorithmus ist eine endliche Abfolge von eindeutigen Anweisungen, die von einer
Maschine automatisch ausgefithrt werden konnen. Aus Beispielen 6.51 und 6.54 folgt,
dass es keinen Algorithmus gibt, der jede elementare Funktion f symbolisch integriert,
indem er eine elementare Funktion angibt, die eine Stammfunktion fiir f ist.

Auf der anderen Seite entscheidet der sogenannte Risch-Algorithmus fiir eine grosse
Klasse von elementaren Funktionen f, ob f eine elementare Stammfunktion F' be-
sitzt und berechnet in diesem Fall ein solches F'. Der Algorithmus wird zum Beispiel
in [Grol3, Chapter 10, Risch Algorithm] und [Bro05, Chapters 5-8] beschrieben. Er
ist teilweise in Computeralgebrasystemen (CAS) implementiert, zum Beispiel in Sage-
Math. Das Sage-Skript in Abbildung 6.10 bestimmt mit Hilfe des Risch-Algorithmus,
ob die Funktion f : R — R, f(z) := e, eine elementare Stammfunktion F besitzt
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from sage.interfaces.fricas import fricas
import re
fricas.eval("f:=exp(-x~2)")
f_sa=fricas("f::Expression(Complex(Integer))") .sage()
m=fricas.eval(
"F:=complexIntegrate(f,x);"
)
fricas.eval(
"elem_ker (k) "
"== symbolIfCan(k) case Symbol or "
"(has?(operator(k), 'elem) or has?(operator(k), '%alg))"
)
fricas.eval(
"elem_F:=f=0 or reduce(_and, [elem_ker(k) for k in tower(F)])"
)
if bool(re.compile(r"error", re.IGNORECASE).search(m)) or bool(
re.compile(r"cannot\s+convert", re.IGNORECASE).search(m)
)==True: print(
"Es wurde nicht entschieden, ob x \u21A6",f_sa,
"eine elementare Stammfunktion besitzt."
)
elif fricas("elem_F").sage()==True: print(
"Eine elementare Stammfunktion von x \u21A6",f_sa,
"ist gegeben durch:"
); print("x \u21A6",integrate(f_sa,x)
)
else: print(
"Die Funktion x \u21A6", f_sa, "besitzt keine elementare Stammfunktion."

)

Abbildung 6.10: Ein Sage-Skript, das mit Hilfe des Risch-Algorithmus bestimmt, ob
die Funktion f: R — R, f(z) := e ", eine elementare Stammfunktion F besitzt und
in diesem Fall ein solches I’ berechnet.

und berechnet ein solches F' in diesem Fall.?" Sie kénnen selbst iiberpriifen, was dabei
herauskommt. Dazu kopieren Sie das Skript mit der Maus und fiillen es in das Ein-
gabefeld unter https://sagecell.sagemath.org/ ein. Verwenden Sie das Skript, um
fiir weitere Funktionen zu iiberpriifen, ob sie eine Stammfunktion besitzen! Passen Sie
dazu in der dritten Zeile den Ausdruck exp(-x~2) entsprechend an.

30Ich bin Prof. Waldemar Hebisch dankbar fiir seine Hilfe mit diesem Sage-Skript.
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Bemerkungen. e Das Sage-Skript ruft das Computeralgebrasystem FriCAS auf.3!
Der Ausdruck, der den Integranden f definiert, muss in der FriCAS-Sprache ge-
schrieben werden, nicht in der Sage-Sprache.

e Multiplikation wird in der FriCAS-Sprache als * geschrieben. Zum Beispiel ist
x*2 das Produkt von x und 2. Die Zeichenkette x2 wird dagegen als der Name
einer Variable interpretiert.

e Die Eulersche Zahl e und die Kreiszahl m werden als %e und %pi geschrieben.

e Die Arkus- und Areafunktionen, d. h. die Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen und hyperbolischen Funktionen, werden mit der Vorsilbe a geschrieben.
Zum Beispiel bezeichnet acos den Arkuskosinus arccos und acosh den Areaco-
sinus hyperbolicus arcosh.

e Folgende Tabelle liefert ein paar Beispiele von Ausdriicken in der iiblichen ma-
thematischen Schreibweise und der entsprechenden Ausdriicke in der FriCAS-
Sprache:

e2e | cos(2mx) | sin (arcsin(exp(log(ﬂﬁ))))

he” (2*x) | cos (2x%pix*x) | sin(asin(exp(log(x))))

Ve | Va2 +1

sqrt x | nthRoot (x"2+1,3)

[Was kommt wohl heraus, wenn wir sin(asin(exp(log(x)))) in obiges Skript
einfiillen?
nthRoot (1-x2,3)

J ae (a—l—ﬁxb)cdx: ($|—>$a+1.2F1 (‘“brl,—c ﬂ—i—l )) + Cloe

[ Va2 +1de = (z = z2F1(3,—5: 3 —2%)) + Cioc

Gauflsche hypergeometrische Funktion:

(o]
n

2 Fi(a,b;¢;2) = g
CTZ

n=0

3

Satz von Chebyshev (integration of differential binomial) — z +— v/x2 + 1 besitzt
keine elementare Stammfunktion.

acos(x"2) : keine elementare Stammfunktion

asin(log(x)) : Es wurde nicht entschieden ...

31F{ir eine Dokumentation dieses CAS siehe [BBD*25].
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e Das Sage-Skript und FriCAS enthalten moglicherweise Fehler. Es gibt daher keine
Garantie, dass das Ergebnis stimmt.

[f :=integrate(acos(x"2),x) ist nicht elementar integrierbar, aber Ausgabe:

Eine Stammfunktion ...ist gegeben durch ...

Eine auf Mathematica aufbauende Antwortmaschine ist Wolfram Alpha, verfiighar un-
ter https://www.wolframalpha.com/ . Die Eingabe kann in natiirlicher Sprache er-
folgen. Zum Beispiel berechnet Wolfram Alpha bei folgender Eingabe das unbestimmte
Integral [ xe®du:

integrate x*e"x with respect to x

Wolfram Alpha liefert das Resultat e”(x — 1) + constant. Dieses Resultat ist nicht
wortlich korrekt. Gemeint und korrekt ist [ ze®dr = (z — (z — 1)e*) + C, da das die
Menge der Stammfunktionen von = — xe® ist. Vergleiche mit Bemerkung 6.28.

Bisher ist der Risch-Algorithmus in keinem Computeralgebrasystem vollstindig imple-
mentiert. Der Grund dafiir ist, dass dieser Algorithmus sehr kompliziert ist.

Die Computeralgebrasysteme Sage und Mathematica berechnen in einem erweiterten
Sinn auch gewisse nicht elementare unbestimmte Integrale.

[Probieren wir mal integral(e”(-x"2),x) aus.

} So besitzt die Funktion f : R — R, f(z) := e~ keine elementare Stammfunktion, wie

in Beispiel 6.51 erwéhnt. Trotzdem liefert Sage auf die Eingabe integral (e” (-x~2) ,x)
das folgende Resultat: 1/2*sqrt (pi)*erf (x). Die Notation sqrt steht dabei fiir square
root = Quadratwurzel. Die Notation erf steht fiir error function. Das ist die Gauf$sche
Fehlerfunktion. Sie ist definiert als

2 T e
erf : R — R, erf(z) == — [ e ¥ dy. (6.113)
ﬁ/o

Die Funktion erf ist also gerade so definiert, dass sie bis auf eine multiplikative Kon-
stante eine Stammfunktion der Gaufunktion f ist. In diesem Beispiel hat Sage also
nichts wirklich berechnet, sondern einer Stammfunktion von f bis auf eine multiplika-
tive Konstante einfach einen Namen gegeben.

Die GauBsche Fehlerfunktion erf spielt eine wichtige Rolle in der Statistik.
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6.8.4 Numerische Quadratur (Integration)

Mathematik lédsst sich grob aufspalten in kontinuierliche und diskrete Mathematik.
Kontinwierliche Mathematik befasst sich mit kontinuierlichen Objekten, wie zum Bei-
spiel Funktionen reeller und komplexer Verénderlicher. In diesen Bereich gehoren zum
Beispiel die Analysis und die lineare Algebra®?. Im Gegensatz dazu befasst sich diskrete
Mathematik mit diskreten Objekten wie den ganzen Zahlen und Graphen. (Siehe die
Vorlesungen Diskrete Mathematik fiir ITET im 3. Semester und Diskrete Mathematik
fiir RW im 1. Semester.) Numerik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Algo-
rithmen zur nédherungsweisen Losung von Problemen der kontinuierlichen Mathematik
befasst. Ein Algorithmus ist endliche Abfolge von eindeutigen Anweisungen, die von
einer Maschine automatisch ausgefithrt werden koénnen.

In der Numerik wird unter anderem numerische Quadratur (oder numerische Integra-
tion) behandelt. Das ist das ndherungsweise Berechnen eines Integrals mittels einer
Quadraturformel (oder Niherungsformel). Quadraturformeln werden verwendet, falls
ein Integral nicht symbolisch berechnet werden®® oder auf andere Weise explizit an-
gegeben werden kann, zum Beispiel mittels einer konvergenten Potenzreihe. (Fiir Bei-
spiele nicht symbolisch berechenbarer Integrale sieche Abschnitt 6.8.2.) Selbst fiir ein
symbolisch berechenbares Integral wird allerdings eine Quadraturformel verwendet,
wenn damit das Integral schneller ndherungsweise berechnet werden kann als durch
die numerische Auswertung einer Stammfunktion. Dieser Abschnitt enthélt eine sehr
kurze Einfithrung in die numerische Quadratur. Das Thema wird in den Vorlesungen
Numerische Methoden (ITET, 4. Semester) und Numerical Methods for CSE (RW,
3. Semester) ausfiihrlicher behandelt.

Bemerkungen. [Quadratur, (numerische) Integration]

e (Quadratur ist eine traditionelle Bezeichnung fiir das Berechnen eines Flacheninhaltes.
Zum Beispiel ist eines der drei klassischen Probleme der griechischen Mathema-
tik die Quadratur des Kreises. Es besteht darin, in endlich vielen Schritten mit
Zirkel und Lineal ein Quadrat mit dem Fldcheninhalt des Einheitskreises zu kon-
struieren.

Das Integral einer Funktion f ist der Fldcheninhalt des Gebietes unter dem
Graphen von f. Das erkliart die Bezeichnung numerische Quadratur fiir das
ndherungsweise Berechnen eines Integrals.

32iiber dem Korper der reellen und komplexen Zahlen

33Mit einer symbolischen Berechnung eines unbestimmten Integrals meinen wir eine Folge von sym-
bolischen Umformungen, an deren Ende eine elementare Funktion (plus lokal konstante Funktionen)
steht. (Siehe die Definition auf Seite 292.) Ein Beispiel dafiir ist die Berechnung des unbestimmten
Integrals [ ze”dx gegeben durch [ze®dz = (z + ze®) — [1-e%dax = (x> ze® — €”) + Cioc.
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e Der Term Integration wird nicht nur fiir das Bestimmen von Integralen verwen-
det, sondern allgemeiner auch fiir das Losen einer Differentialgleichung. (Wir wer-
den gewohnliche Differentialgleichungen im Kapitel 7 behandeln.) Diese verallge-
meinerte Sprechweise ist sinnvoll, da wir das bestimmte Integral fab f bestimmen
konnen, indem wir die Differentialgleichung F" = f fiir F' l6sen. Geméss dem
zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt nédmlich fab f =
F(b) — F(a).

e Entsprechend wird der Term numerische Integration nicht nur fiir das ndherungsweise
Berechnen eines Integrals verwendet, sondern allgemeiner auch fiir das ndherungsweise
Losen einer Differentialgleichung.

Seien a,b € R so, dass a < b, n € N und f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare

Funktion. Eine Quadraturformel ist eine gewichtete Summe von Werten von f an n

sogenannten Stiitzstellen. Fiir grosses n liefert sie in guten Féllen eine gute Ndherung

fiir das bestimmte Integral fab f. Eine einfache Quadraturformel ist die linke Recht-

eckregel. Um sie zu beschreiben, definieren wir die Gitterweite (oder Schrittweite) als
b—a

h = . 6.114
. (6.114)

Die (zusammengesetzte) linke Rechteckregel ist gegeben durch

Lo(f) :=hS " fla+ih). (6.115)

=0

Bemerkungen 6.55. [Riemann-Summe, linke Rechteckregel]

(i) Seien xy,...,x, so, dass z; < z;4; fir jedesi = 0,...,n—1, 29 = a, z, = b.
Wir nennen das Tupel Z := (xg,...,z,) eine Zerlequng** des Intervalls [a,b].
Fiir jedes i = 1,...,n sei & € [x;_1,x;]. Wir nennen &; eine Zwischenstelle. Wir
definieren die zur Funktion f, der Zerlegung Z und den Zwischenstellen &, ..., &,
gehorige Riemann-Summe als

S(fa Z’ gla s 7671) = Zf(gz)(xl - xi—l)'
=1

Siehe Abbildung 6.11. Wir betrachten jetzt den Fall, in dem f stetig ist und
T =a+ z'b_T“, fiir jedes ¢ = 0,...,n. Dann konvergiert fiir jede Wahl der Zwi-
schenstellen die Riemann-Summe fiir n — oo gegen das Integral fab f. Das folgt
aus [Stra, Satz 6.2.3]. In diesem Sinn néhert die Riemann-Summe das Integral
an.

34Das Wort Zerlegung wird ausserhalb der Integrationstheorie in einem etwas abweichenden Sinn
verwendet, sieche Bemerkung 10.3(i).
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— 1 f T 31

a=x . asx,<¢, X=E, b=
0 % X, b“X;,» 0 5] >(1 2 b Xn
Abbildung 6.11: Riemann-Summe mit  Abbildung 6.12: Linke Rechteckregel

n = 3. Sie ist durch die Summe der fiir n = 2. Sie ist durch die Riemann-
Flacheninhalte der Rechtecke gegeben.  Summe fiir z; =& = a+ zb_T“ gegeben.

> \J VY
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(ii) Die linke Rechteckregel L, ist gegeben durch die Riemann-Summe fiir z; = §; =
a + i%=%. Siehe Abbildung 6.12. Geméss Bemerkung (i) néhert L,(f) daher fiir
grosses n das Integral von f beliebig genau an.

Wir definieren den Fehler E, der linken Rechteckregel L, durch

b
E.(f) :Ln(f)_/ /-

Geméss Bemerkung 6.55(ii) konvergiert E,(f) fiir n — oo gegen 0. Folgende Proposi-
tion schétzt den Betrag dieses Fehlers préziser nach oben ab.

Proposition 6.56 (Fehler der linken Rechteckregel). Falls f € C'([a,b]), dann gilt

fiir jedes n € N, dass
L (f) o /bf < (b - a‘)2 ma‘XIG[a,b] |f/($)|

|En(f)] = < 5 (6.116)

Beweis: S. 304
Bemerkungen. [Fehler der linken Rechteckregel

e Diese Abschitzung ist in der Praxis niitzlich, da wir damit herausfinden kénnen,
wie viele Stiitzpunkte wir bendtigen, um das Integral von f mit einer vorgegebe-
nen Genauigkeit zu berechnen.

e Nach dieser Proposition gibt es fiir jede Funktion f eine Konstante C' € [0, 00|

so, dass
b
Lin- [ 1

C
<=,
n

(6.117)
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Beispiel 6.57. [linke Rechteckregel] Aufgabe: Berechne ff %dw bis auf einen Fehler
mit Betrag hochstens %.

Losung: Wir betrachten a := 1, b := 2 und die Funktion

FLASR O fa) =

- .

Es gilt f'(z) = —= und daher max,cpi o [f'(2)| = |f'(1)] = 1. Geméss Proposition
6.56 gilt daher fiir jedes n € N, dass
2-12-1 1
E(f)| <20~
B <o L

Fiir n = 5 gilt daher |E5(f)| < 5. Wir berechnen mit der linken Rechteckregel geméiss
(6.115,6.114):

L -
»(f) 5 \1x0 141127158 141

_2—1( 1 1 1 1 1
5

Es gilt
21
/ ~dx =logz|?>_, =log2 —logl =1log2=10.69---
. T

(geméss Taschenrechner), also mit Hilfe von (6.118)

FHﬁZLgﬂ—A ?x:0%~~<%.

Der Betrag des Fehlers der linken Rechteckregel Ls; betriagt also tatséchlich hochstens
%, wie gewiinscht.

Bemerkung. [Berechnen von Logarithmen| Allgemeiner kénnen wir fiir jedes x €
10, o] eine geeignete Quadraturformel zum ndherungsweisen Berechnen des natiirlichen
Logarithmus von x verwenden, da logx = flx idy.

Beweis der Proposition 6.56: Wir schreiben

¢ := max |f'(z)].
z€la,b]

Seii € {0,...,n —1}. Wir definieren die i-te Stitzstelle als

l

T ::a—l—ﬁ(b—a). (6.119)
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fl@)—flxs)

T—x;

Sei x €]x;, x;41]. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ €]x;, [ so, dass

(&), d. h. f(z) — f(z;) = f'(§)(x — x;). Daher gilt
| [f(@) = fla)] = 1] Ol@ = z:) < e(e — ), (6.120)
[ 0@ = s < [ 15w - sas

Tit1
< c/ (x — x;)dx (wegen (6.120))

i

_ 2] E
. (x — ;)
2 T=X;
bh— 2
_ g (( n2“> - 0) (wegen (6.119)), (6.121)
b n—1 Tit1 b—a
[i-1 ([ r-22000) a=mb = 6115)),
a i=0 VT
(6.122)
n—1 le b —a
< / - f(z;)| ((6.122), Dreiecksungleichung)
i=0 'V Ti
c(b— a)
< - (wegen (6.121,6.119)). (6.123)

2n?
Das zeigt (6.116) und beweist Proposition 6.56. O
Wir definieren jetzt den Begriff einer allgemeinen Quadraturformel. Seien dazu a,b € R

mit a < b, n € N, zg,...,z, € [a,b] und wy,...,w, € R. Wir nennen x,...,z,
Stiitzstellen und wy, . .., w, Gewichte.

Definition 6.58 (Quadraturformel). Die zu den Integrationsgrenzen a, b, den Stiitzstellen
Zg, - .., Ty und den Gewichten wy, ..., w, gehorige Quadraturformel ist die Abbildung

I = Iapag,.on o © { €1gentlich Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R} — R,

=2_wif () (6.124)

Beispiele 6.59. [Quadraturformel| Seien a < b, n € N. Wir definieren die Gitterweite

h = b_Ta und fiir ¢ = 0, ..., n die i-te Stiitzstelle als

x; == a+ ih.
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Jede Zeile der folgenden Tabelle beschreibt eine Quadraturformel mit diesen Stiitzstellen

und den angegebenen Gewichten.

Symbol | Name (wo, o ,wn) }Fehler En(f)’ <
I (zusammengesetzte) B, 1 1,0) (b—a)® maxey | f/ (7)) 1
" linke Rechteckregel T 2 n
(zusammengesetzte) 3 "
1 1 b— z€la 1
T, Trapezregel h{=,1,1,...,1, = ( a)” maXacjo |/ ()] C—
2 2 12 n?
=Trapezsumme
g (zusammengesetzte) I (1 é 2 % g 2 % 1) (b—a)® MaXge(a,b] |f(4)(I)| ) i
" Simpson-Regel 3’373’3’3777773"3’3 180 n4

Erklarungen: Die dritte Spalte enthélt die Gewichte der Quadraturformel. Wir be-
trachten eine Zeile der Tabelle und schreiben I, fiir die entsprechende Quadraturformel.
Wir definieren den Fehler der Quadraturformel als

b
E.(f) :In(f)_/ e

Die letzte Spalte der Tabelle gibt eine obere Abschétzung fiir den Betrag des Fehlers
an. Wir nehmen hierbei an, dass die Funktion f k-mal stetig differenzierbar ist, wobei
k die Anzahl Ableitungen von f ist, die in der Abschétzung auftreten. Bei der Simpson-
Regel nehmen wir an, dass n gerade ist. Diese Regel ist nach Thomas Simpson (1710-
1761, englischer Mathematiker) benannt. Wie wir sehen, ist die linke Rechteckregel
also tatsichlich eine Quadraturformel. Fiir die Fehlerabschiatzungen siehe Proposition

6.56 und [DHO8, Tabelle 9.1, S. 300].%

Aus der obigen Tabelle konnen wir ablesen, dass die Fehlerabschétzung asymptotisch
fiir grosses n fiir die Trapezregel besser ist als fiir die linke Rechteckregel und fiir die
Simpson-Regel noch besser. Fiir die Simpson-Regel gibt es geméss der Tabelle fiir jede
Funktion f eine Konstante C' € [0, oo[ so, dass

b C
BN =5uD- [ S| <5

a n
35Die erste Zeile von [DHO8, Tabelle 9.1, S. 300] beschreibt die einfache Trapezregel. Bei dieser
Version der Regel ist n gleich 1, es gibt also 2 Stiitzstellen xg, z1. Wir erhalten die Fehlerabschétzung
fiir die zusammengesetzte Trapezegel, indem wir das Intervall [a,b] in n gleichlange Teilintervalle
aufspalten und die einfache Trapezregel auf jedes Teilintervall anwenden. Die zweite Zeile von [DHOS,
Tabelle 9.1, S. 300] beschreibt die einfache Simpson-Regel, bei der n gleich 2 ist und es 3 Stiitzstellen

xg, 21, x2 gibt. Daraus folgt die Fehlerabschétzung fiir die zusammengesetzte Simpson-Regel.
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Abbildung 6.13: Trapezregel T,, fiir n = 2. Ty(f) ist durch die Summe der Fliachen der
Trapeze T2 und T2, gegeben. Die Gitterweite h ist Lénge der unteren Seite jedes
Trapezes.

Der Fehler dieser Regel ist also von vierter Ordnung in der Gitterweite h = b’T“

Bemerkung. [Trapezregel] Um den Namen Trapezregel zu erkldren, bezeichnen wir fiir
i=0,...,n—1mit T}, ; das Trapez mit Eckpunkten (z;,0), (z;41,0), (z;, f(2:)), (is1, f(Tit1)),
siehe Abbildung 6.13. Die Trapezregel T,, ist durch die Summe der Fléchen dieser Tra-

peze gegeben, d. h.

n—1
Tn(f) = Z ’Tf,n,i|~
=0

(Uberlegen Sie sich das!) Das erklirt den Namen Trapezregel.

Beispiel. [ndherungsweise Integration mittels Simpson-Regel] Aufgabe: Berechne
f12 %dw bis auf einen Fehler mit Betrag kleiner als 1073.

Losung: Wir verwenden die Simpson-Regel S,,. Dazu betrachten wir a := 1, b := 2
und die Funktion

f:01,2] = R, flz):===2a""
Es gilt
fl(x) = 272, f(x) = 2273, O (z) = —6274, fW = 24275

und daher max,ep o |[f@ (2)] = |f®(1)] = 24. Gemiiss der letzten Zeile der Tabelle in
den Beispielen 6.59 gilt daher fiir jedes n € N, dass

- b (2—1)°-24 2
En(f) = Su(f) _/a f‘ s 180nt  15nt

Fiir n > {/ =55 = 3.--- gilt daher |E,(f)| < 107%. Daher berechnen wir fiir n = 4
b—a

die Gitterweite h = 1 und mit (6.124) und der Simpson-Regel I, = Sy geméss

T on
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der Tabelle in den Beispielen 6.59:

- 11 1 4 1
S4(f>:;wif($i)zz<§'m+§~1+

= 0.69325- - - (6.125)

=

Es gilt
2
1
/ —dr =logz|>_, =log2 —log1 =log2 = 0.69314- - -
LT

(geméss Taschenrechner). Der Fehler der Simpson-Regel mit n = 4 betréigt daher

2
1
Ey(f) = Sa(f) — / —dr = 0.00010--- < 1.1- 1074,
1

x
also tatséchlich weniger als 1073, wie gewiinscht.

Bemerkung. [Simpson-Regel, linke Rechteckregel] Geméss (6.125) nahert die Simpson-
Regel mit 5 Funktionsauswertungen, also sehr wenig Rechenaufwand, das Integral
ff 1 dz bis fast auf einen Fehler von 107* an. Mit der linken Rechteckregel bendtigen wir
mehr als 2000 Funktionsauswertungen, um dieselbe Genauigkeit zu erreichen. (Siehe

Beispiel 6.57.)

6.8.5 Grenzen des Rechnens

Gewisse mathematische Objekte lassen sich nicht berechnen, weder symbolisch noch
numerisch. Das gilt zum Beispiel fiir fast alle reellen Zahlen. (Siehe Bemerkung 6.62((iii),(iv)).)
Es gibt konkrete nicht berechenbare Objekte, zum Beispiel sogar eine explizit definierte
reelle Zahl H. (Siehe (6.126) unten.) Es gibt keinen Algorithmus, der die Binérstellen®¢
von H sukzessive berechnet. Es gibt auch keinen Algorithmus, der H ndherungsweise
berechnet, indem er zu einem gegebenen rationalen € > 0 eine rationale Zahl r be-
rechnet so, dass |H — r| < e. Das intuitive Konzept eines Algorithmus wird durch den
mathematischen Begriff einer Turingmaschine préazisiert. Dieser Abschnitt enthélt eine
sehr kurze Einfithrung in das Thema Algorithmus. Dieses Thema wird in den Vorle-
sungen Informatik I, Informatik II fur ITET (2., 3. Semester) und Informatik fiir RW
(1. Semester) ausfiihrlich behandelt.

Um den Begriff der Berechenbarkeit zu verstehen und die Zahl H zu definieren, wieder-
holen wir zuerst kurz das intuitive Konzept eines Algorithmus. Ein Algorithmus ist eine
endliche Abfolge von eindeutigen Anweisungen, die von einer Maschine automatisch
ausgefithrt werden konnen. Ein Beispiel fiir einen Algorithmus ist gegeben durch:

36oder Dezimalstellen



6.8. STRATEGIEN FUR DAS INTEGRIEREN, SYMBOLISCHE INTEGRATION,
GRENZEN DAVON, ... 309

Abbildung 6.14: Alan Turing, britischer Logiker und Informatikpionier, 1912-1954.
Turing wird als Vater der Informatik betrachtet.

1. Lies die Zahl n ein.
2. Definiere s als 0.
3. Fiir ¢ = 1 bis n tue Folgendes:

a) Addiere s und i.
b) Uberschreibe s mit dem Resultat.

4. Gib die Zahl s aus.

5. Halte an.

Dieser Algorithmus berechnet die Summe der ersten n Zahlen.

Algorithmen werden zum Beispiel verwendet, um die Grundrechenarten auszufiihren
und Funktionen symbolisch und numerisch abzuleiten und numerisch zu integrieren
(siche Abschnitt 6.8.4). Ein wichtiger Algorithmus in der Signal- und Systemtheorie
ist die schnelle Fourier-Transformation. Sie berechnet die diskrete Fouriertransfor-
mation einer Funktion. (Siehe die Vorlesung Signal- und Systemtheorie I fir ITET
(3. Semester) und RW (3. Jahr)). Algorithmen lésen Probleme. Sie berechnen zum
Beispiel numerische Losungen von Differentialgleichungen und finden die kiirzeste Velo-
route zwischen zwei Punkten. Algorithmen “berechnen” also in einem sehr allgemeinen
Sinn.

Turingmaschine ist ein mathematisch préziser Begriff, der die wesentlichen Aspekte
eines Algorithmus erfasst. Der Begriff ist nach Alan Turing benannt. (Siehe Abbildung
6.14.) Eine (deterministische) Turingmaschine ist eine bestimmte Art Maschine, die
aus einer Eingabe nach festgelegten Regeln eine Ausgabe berechnet. Schematisch wird
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Abbildung 6.15: Schematische Darstellung einer Turingmaschine. Das Speicherband be-

steht aus unendlich vielen Feldern, die mit 0 und 1 gefiillt sind. Der Lese-Schreib-Kopf

ist unterhalb des Speicherbandes dargestellt. Darin befindet sich in dieser schemati-

schen Darstellung das Zustandsregister. Dieses enthélt den Zustand der Turingmaschi-

ne, der hier durch A gegeben ist.

Abbildung 6.16: Ein physisches Modell einer Turingmaschine. Im Unterschied zu ei-
ner mathematischen Turingmaschine ist sein Speicherband endlich. Quelle: https:
//commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=24369879

eine Turingmaschine durch Abbildung 6.15 dargestellt. Fiir ein physisches Modell einer
Turingmaschine siehe Abbildung 6.16. FEine Turingmaschine besteht aus:

e Einem Speicherband, das in beide Richtungen unbegrenzt ist und aus unendlich
vielen aufeinanderfolgenden Feldern besteht. Jedes Feld enthélt ein Zeichen aus
einem endlichen Alphabet I', welches das Zeichen 0 enthélt. (Wir fassen 0 als
Leerzeichen auf.) Ein Beispiel ist I' = {0, 1}.

e Einem Lese-Schreib-Kopf, der sich auf dem Speicherband befindet. Dieser kann
das Zeichen im Feld einlesen, bei dem er sich befindet. Er kann dort auch ein
Zeichen schreiben. Er kann sich auch auf dem Band hin- und herbewegen.

e Einem Zustandsregister, das den Zustand der Turingmaschine speichert. Dieser
ist durch ein Element einer endlichen Menge @ gegeben, die A (Anfangszustand)
und HALT (Endzustand) enthélt. Ein Beispiel ist @ = {A, B, HALT}.
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e Einer Ubergangstabelle. Das ist eine endliche Tabelle, deren Zeilen die Form
qaq a' d haben, wobei ¢,¢ in der Zustandsmenge @ liegen, a,a’ im Alphabet
I' liegen und d durch L, R oder N gegeben ist. Die Maschine interpretiert eine
solche Zeile als folgende Regel:

Falls der Zustand der Turingmaschine ¢ ist und der Lese-Schreib-Kopf das Zei-
chen a vom Speicherband einliest, dann tue der Reihe nach Folgendes:

— Uberschreibe das Zeichen auf dem Speicherband mit a’.%”

— Bewege den Lese-Schreib-Kopf um ein Feld nach links (d = L)/ rechts (d =
R)/ bleibe stehen (d = N).

— Wechsle in den Zustand ¢'.

Diese Regel wird auch Ubergangsregel genannt, da sie den Ubergang der Turing-
maschine in einen neuen Zustand und Bandinhalt und eine neue Kopf-Position
regelt. Fiir jedes gegebene Paar (¢, a) enthélt die Tabelle genau eine Regel, falls
q # HALT, und keine Regel, falls ¢ = HALT. Ein Beispiel einer Regel ist durch
qgaq a'd = A0B1 R gegeben.

Die Eingabe besteht aus einem Wort (= endliche Zeichenfolge) im vorgegebenen Alpha-
bet. Dieses Wort steht zu Beginn der Berechnung auf dem Speicherband. Die restlichen
Felder werden mit 0 gefiillt. Zu Beginn befindet sich der Lese-Schreib-Kopf beim ersten
Zeichen des Eingabewortes®® und die Turingmaschine im Zustand A.

Die Turingmaschine fiihrt jetzt schrittweise die durch die Tabelle vorgegebenen Re-
geln aus. Die Konfiguration der Maschine ist das eindeutige Tupel (q, u, a, v) mit den
folgenden Eigenschaften:

e ¢ ist der Zustand der Maschine.

e u,v sind Worter im Alphabet I'.3 a ist ein Buchstabe aus I'. u beginnt nicht
mit 0. v endet nicht mit 0.

e Der gegenwirtige Inhalt des Speicherbandes ist durch - - - 00uav00 - - - gegeben.
e Der Lese-Schreib-Kopf befindet sich beim Zeichen a.

Falls die Maschine dabei den Endzustand HALT erreicht, stoppt sie und liefert als

Ausgabe das Tripel (u,a,v). Als ein Beispiel betrachten wir die Zustandsmenge @ :=
{A, B,HALTY}, das Alphabet I" := {0, 1} und die folgende Ubergangstabelle:

3TEs ist erlaubt, dass a = a’. In diesem Fall éndert das Uberschreiben nichts.
38falls dieses nicht leer ist
39Das leere Wort ist erlaubt.
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jetziger Zustand | eingelesen | ndchster Zustand | schreibe | bewege
A 0 B 1 R
A 1 HALT 0 N
B 0 A 1 L
B 1 B 1 N

Wir starten mit dem leeren Eingabewort, das wir mit € bezeichnen. Das entspricht dem
Text ---000--- auf dem Speicherband. Die aktuelle Kopfposition ist fettgedruckt. Die
Turingmaschine durchlduft folgende Kombinationen von Zustand und Bandinhalt:

Zustand | Bandinhalt | Konfiguration
A ---0000--- | (A,¢,0,¢)
B -+-0100--- | (B,1,0,¢)
A 0110+ -+ | (A,e,1,1)
HALT | ---0010--- | (HALT,¢,0,1)

In der letzten Spalte stehen die entsprechenden Konfigurationen. Die Ausgabe ist
(u,a,v) = (5, 0, 1). Es kann passieren, dass die Turingmaschine nicht anhélt, son-
dern ewig weiterlduft. Das ist zum Beispiel der Fall fiir @ := {A, HALT}, T" := {0}, die
Tabelle gegeben durch die einzige Anweisung A0 A0 N und das leere Eingabewort e.
Die Turingmaschine bleibt in diesem Beispiel ewig in der Kombination des Zustandes
A und des Bandinhaltes - -- 000 - - - stecken.

Ein weiteres Beispiel ist gegeben durch Q := {A, HALT}, T := {0, 1}, die Ubergangstabelle

| jetziger Zustand | eingelesen | néchster Zustand | schreibe | bewege |

i N N

A 1 HALT 0 N

und das leere Eingabewort. Die Turingmaschine durchlauft in diesem Beispiel die fol-
genden Kombinationen:

Zustand | Bandinhalt |
A ---00000 - - -
A ..-01000- - -

A ---01100- - -

Sie lauft also ewig weiter. Gewisse Turingmaschinen laufen ewig weiter, da sie in eine
Endlosschleife geraten sind.
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Bemerkungen 6.60. [Turingmaschinen, Algorithmen, Computerprogramme]

(i) Die Church-Turing-These besagt, dass Turingmaschinen genau die mathemati-
schen Objekte berechnen koénnen, die intuitiv berechenbar sind. Das bedeutet,
dass der Begriff einer Turingmaschine das intuitive Konzept eines Algorithmus
richtig erfasst. Die Church-Turing-These ist keine prizise mathematische Aussa-
ge, da das Wort intuitiv keine prézise Bedeutung besitzt. Die These wird allge-
mein als wahr angenommen.

(ii) Wir betrachten eine Allzweck-Programmiersprache L wie Pascal oder C++. Ein
mathematisches Objekt kann genau dann mittels einer Turingmaschine berech-
net werden, falls es ein Programm in der Sprache L gibt, welches das Objekt
berechnet. Der Begriff einer Turingmaschine entspricht in diesem Sinne dem ei-
nes Computerprogrammes.

Sei x eine reelle Zahl. Fiir n € N schreiben wir x_,, fiir die n-te Binérstelle von x nach
dem Radixpunkt (=Komma). Wir nennen = berechenbar g. d. w. es eine Turingma-
schine M mit Alphabet I' = {0, 1} gibt, die fiir jedes n € N bei Eingabe von n 4° nach
endlich vielen Schritten hélt mit der Ausgabe z_,. 4!

Bemerkung. [Berechenbarkeit] Der Vorkommaanteil von z ist automatisch berechen-
bar mit Alphabet {0,1}, da er endliche Lange besitzt. x ist daher genau dann bere-
chenbar, falls es eine Turingmaschine mit Alphabet {0,1} gibt, die alle Stellen von x
berechnet.

Beispiel 6.61. Jede rationale Zahl, /2, 7 und e sind berechenbar.

Wir betrachten eine Allzweck-Programmiersprache L wie Pascal oder C++. Dann ist
x genau dann berechenbar, falls es ein Computerprogramm in der Sprache L gibt, das
x berechnet. Der hier definierte Begriff der Berechenbarkeit stimmt daher mit unserem
intuitiven Konzept iiberein.

Bemerkungen 6.62. [in Praxis auftretende Zahlen berechenbar, Mehrheit der reellen
Zahlen nicht berechenbar, berechenbar ist verschwindend wahrscheinlich]

(i) Die konkreten Zahlen, die in der Praxis auftreten, sind berechenbar. Wie im
Beispiel 6.61 erwihnt gilt das unter anderem fiir alle rationalen Zahlen, v/2, 7
und e.

4OGenauer gesagt schreiben wir n; fiir die i-te Binrstelle von n und k fiir den maximalen Index
wofiir ny # 0. Die Eingabe ist das Wort ng ... ng.
41Genauer gesagt meinen wir die Ausgabe (u, a,v) = (€,7_,,¢).
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(ii) Es gibt abzaéhlbar unendlich viele berechenbare reelle Zahlen, also gleich viele
wie natiirliche Zahlen. (Siehe Bemerkung 2.19(v).) Es gibt namlich unendlich
viele berechenbare Zahlen, da jede natiirliche Zahl berechenbar ist und es unend-
lich viele natiirliche Zahlen gibt. Andererseits gibt es hochstens abzihlbar viele
berechenbare Zahlen, da es nur abzéhlbar viele Turingmaschinen gibt, bis auf
Umbenennung der Zeichen im Alphabet und in der Zustandsmenge.

(iii) Es gibt iiberabzdhlbar viele reelle Zahlen. (Siche Bemerkung 2.19(iv).) Wegen
(ii) gibt es daher mehr reelle Zahlen als berechenbare Zahlen. Die allermeisten
Zahlen sind also nicht berechenbar.

(iv) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewihlte reelle Zahl z € [0, 1] bere-
chenbar ist, ist 0.%2 Priizise gesagt ist das Lebesguemass der Menge aller bere-
chenbaren Zahlen gleich 0. Intuitiv ist das Lebesguemass einer Teilmenge von
R ihre Léange. Dieses Mass wird in der Vorlesung Analysis III (Masstheorie) fiir
Mathematiker /innen behandelt. Die berechenbaren Zahlen bilden also auch im
wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne eine verschwindend kleine Menge. Das wi-
derspricht (i) nicht, da wir in der Praxis Zahlen nicht zufillig aus allen reellen
Zahlen wéhlen.

Gemiss Bemerkung 6.62(iii) sind die allermeisten reellen Zahlen nicht berechenbar.
Wir konstruieren jetzt eine konkrete solche Zahl mit Hilfe von Turingmaschinen. Dazu
betrachten wir die Symbole HALT, A, A,, ... .*3> Wir erstellen wie folgt eine Liste aller
Turingmaschinen, fiir welche gilt, dass Q) = {HALT, Ay, ... ,Am} und I' ={0,...,n}
fiir gewisse Zahlen m,n € Ny. Sei M eine solche Maschine. Wir definieren die Zei-
chenfolge s, wie folgt. Wir ordnen die Zeilen der Ubergangstabelle fiir M lexikogra-
phisch.#* Dabei verwenden wir die Reihenfolgen HALT, A;, A,... und 0,1,... und
L, N, R. Hierbei fassen wir jede natiirliche Zahl als ein Symbol auf. Zum Beispiel ist
folgende Ubergangstabelle lexikographisch geordnet:

jetziger Zustand | eingelesen | ndchster Zustand | schreibe | bewege
Al 0 A2 1 L
Ay 1 Ay 0 N
Ag 0 HALT 0 R
Ag 1 Ay 0 N

Wir definieren s,; als die endliche Zeichenfolge, die wir erhalten, indem wir neben-
einander m + n, n und alle Eintrage der Ubergangstabelle in den Spalten ndchster

42Wir nehmen hier an, dass die Zufallsvariable, die x bestimmt, gleichverteilt ist.

3Wir fassen hier HALT als ein Symbol auf. Das Gleiche gilt fiir A; usw.

44Die Ordnung ist also wie in einem Lexikon oder Worterbuch. Zuerst sortieren wir die Zeilen nach
dem ersten Zeichen, dann die Zeilen mit dem gleichen ersten Zeichen nach dem zweiten Zeichen usw.
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Zustand, schreibe, bewege Zeile fiir Zeile hinschreiben. Im obigen Beispiel ist m = 2,
n=1,m+n =3 und s, daher gegeben durch:

Fiir zwei Zeichenfolgen s und s’ schreiben wir s < s’ g. d. w. s lexikographisch vor s
steht. Zum Beispiel gilt:

Wir ordnen nun die Turingmaschinen mit ) = { HALT, A4,..., Am} und ' = {0,...,n}
so, dass fiir je zwei Maschinen M und M’ die Maschine M in unserer Liste vor
M’ erscheint g. d. w. sy < spr.* Wir nummerieren die Maschinen in unserer Lis-
te der Reihe nach und schreiben dafiir My, My, Ms, ... . Zum Beispiel ist My durch
Q = {HALT}, I = {0} und die leere Ubergangstabelle gegeben. M, ist durch Q =
{HALT, A}, T' = {0} und die Ubergangstabelle A; 0 HALT 0L gegeben. (Wodurch
sind My, M3, My gegeben?) Fiir jedes i € Ny definieren wir

- { 1, falls M; fiir das leere Eingabewort irgendwann hélt,

a; :
! 0, sonst.

Fiir jedes i € Ny gilt 0 < @;27% < 27, Da die geometrische Reihe konvergiert, konver-
giert daher auch die Reihe (Zf:o aiZ*")keN . Wir definieren die reelle Zahl H als den
0

Limes dieser Reihe, d. h.
[e9) k
H:= Z;aiz = lim > a; 27" (6.126)

Es gilt H < Z;’io 27t =19,
Satz. Die Zahl H ist nicht berechenbar.

Dieser Satz folgt daraus, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist. (Siehe [Sip12,
Theorem 5.1].) Es gibt also keine Turingmaschine, die fiir jeden gegebenen Index n die
n-te Bindrstelle von H nach dem Radixpunkt berechnet. Wegen Bemerkung 6.60(ii)
gibt es somit auch kein C++ Programm, welches H berechnet.

Bemerkungen. [die nicht berechenbare Zahl H|

e Dic in (6.126) definierte Zahl H ist nicht einmal ndherungsweise berechenbar.
Damit meinen wir, dass es keine Turingmaschine gibt, die fiir ein gegebenes
rationales € > 0 eine rationale Zahl r berechnet so, dass |H — r| < . In diesem
Beispiel versagt also auch jede numerische Methode.

e Die Zahl H enthilt die Information iiber eine Variante des Halteproblems. (Siehe
[Sip12, p. 216].) Dieses spielt eine wichtige Rolle in der theoretischen Informatik.

45Das legt die Ordnung eindeutig fest.
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6.9 Integration und gleichméssiger Limes,
gliedweise Integration einer Potenzreihe

Dieser Abschnitt entspricht [Stra, 6.3, Korollare 6.3.2, 6.3.3]. Seien [ ein Intervall und
fy fm : I — C fiir m € Ny Riemann-integrierbare Funktionen.

Proposition 6.63 (Integral eines gleichméssigen Limes). Falls die Folge (fin)men,
gleichmdssig gegen [ konvergiert, dann konvergiert die Folge der Integrale (fI fm)

mENg

gegen das Integral [, f.

Beweis: [Stra, Korollar 6.3.2., S. 137]

Bemerkung. Der Beweis beruht auf der Abschitzung | [, f| < [;|f| (Proposition
6.12(vi)) und auf Monotonie des Integrierens (Proposition 6.12(iv)).

Aus Proposition 6.63 folgt, dass jede durch eine Potenzreihe definierte Funktion auf
jedem kompakten in der Konvergenzkreisscheibe enthaltenen Intervall integrierbar ist
mit Integral gegeben durch gliedweise Integration. Das ist der Inhalt des folgenden
Korollars. Sei (cg)ren, eine Folge in € und p der zugehorige Konvergenzradius (wie in
Definition 3.27). Wir definieren die Funktion

f:]=p,pl— C, flz) = chxk = li_>m chxk.
k=0 k=0

Seien a,b €] — p, p[.

Korollar 6.64 (durch Potenzreihe definierte Funktion ist gliedweise integrierbar). Es
qilt

n b

Ck k41 k+1 .
E —(b —a )—>/f fiir n — oo.
prt k+1 a

Bemerkungen. e Fiir jedes k& € Ny gilt

1 xk-i—l b

b pkl kR
k+1(b a"™) k1

b
= / r*da, (6.127)

r=a
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wobei wir in der zweiten Gleichheit Beispiel 5.12(ii) und den zweiten Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung verwendet haben. Es gilt

b o b
/chxkdaz:/ f
a k:() a

= lim kZ:O kc——tl (b5 — ) (gemiss Korollar 6.64)

noob
lim Z / cra® dr (wegen Linearitit der Integration und (6.127))
n—oo

k=0

00 b
= g / cpx de.
k=0"Y?

Das bedeutet, dass wir eine Potenzreihe gliedweise integrieren diirfen.

Beweis des Korollars 6.64: Fall a < b: Fiir n € N; definieren wir

n

fn i la,b] = C, folz) == chxk.

k=0

Gemiss Proposition 4.58 konvergiert (f,,)nen, auf [a, b] gleichmissig gegen f. Geméss
Proposition 6.63 gilt daher

n b b
St = [ [ e
k=0 a a

Der Fall @ > b kann analog behandelt werden. Das schliesst den Beweis von Korollar
6.64 ab. O

Beispiel. [durch Potenzreihe definierte Funktion ist gliedweise integrierbar, Potenz-
reihe fiir Logarithmus| Wir betrachten die geometrische Reihe, d. h. die zur Folge

(cr = 1)ken, gehorige Potenzreihe, also die Abbildung x (ZZZO xk)n cn - Der zu-
gehorige Konvergenzradius ist gegeben durch
1

1.

" msup VT

Die durch die geometrische Reihe definierte Funktion einer reellen Variable ist

fi]=-p=-1p=1]—=R, f(x):Zxk
k=0
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Sei x €] — 1, 1]. Gemaéss Beispiel 6.27(ii) gilt

log(1 — ) =log(1 — z) — log(1)

A

= — Z y* dy (geméss Beispiel 3.9(iii))

0 k=0
00 k+1 _ g+l
- Z S — (gemiiss Korollar 6.64)
—~ k+1

__;7

Daraus folgt, dass

log(1+x) = i (_1k)k_1xk, Vo €] —1,1]. (6.128)

Das ist eine Darstellung der Funktion log(1 + *) als punktweiser Limes einer Potenz-
reihe. Aus Beispiel 5.42(ii) folgt daher, dass (ZZ 1 . k) N die Taylorreihe von
neNo

log(1 + ¢) um den Punkt x¢ = 0 ist. (Wir kénnen diese Taylorreihe auch direkt berech-
nen.)

Wir kommen jetzt auf die Frage 3.36 nach dem Grenzwert der alternierenden Rei-
he zuriick. Indem wir # = 1 in (6.128) einsetzen, erhalten wir fiir diesen Grenzwert
heuristisch

(=D 111
k=1

Diese Schlussfolgerung ist mathematisch nicht prézise, da wir die Gleichheit (6.128)
nur fir x €] — 1, 1] gezeigt haben. Sie stimmt allerdings tatsichlich auch fir x = 1.
Das folgt aus dem folgenden Satz. Seien (cg)ken, eine Folge in C und r €]0, ool.

Satz 6.65 (Grenzwertsatz von Abel). Falls die Reihe (3-)_, ckrk)neNo konvergiert,
dann gilt

Z et — Z cprt firx /. (6.130)
k=0 k=0

Beweis: [Wal97, 7.12 Der Grenzwertsatz von Abel, S. 149] 46

46In diesem Satz wird angenommen, dass r durch den zur Koeffizientenfolge (ci)rew, gehorigen
Konvergenzradius p gegeben ist. Falls p > r, dann gilt die Aussage des Satzes 6.65 geméiss Korollar
4.62.
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Bemerkung. [Grenzwertsatz von Abel] Wir schreiben p fiir den zur Koeffizienten-
folge (ck)ren, gehorigen Konvergenzradius. Aus der Voraussetzung, dass die Reihe
(> ckrk)neNo konvergiert, und aus Korollar 3.29(ii) folgt, dass p > r. Daher ist
die linke Seite von (6.130) fiir jedes = € [0, ] sinnvoll.

Beispiel 6.66. [Potenzreihe fiir Logarithmus, Grenzwert der alternierenden Reihe] Wir

betrachten cy, : # fiir k € N. Gemaéss Beispiel 3.34 konvergiert die alternierende

n -1 k—1
harmonische Reihe (Z ( k) > . Aus Satz 6.65 mit r = 1 folgt daher, dass
k=1 neN

1k fir x 7 1.

DI

k=1 k=1

Die linke Seite ist durch (6.128) gegeben. Da log(1++) im Punkt x = 1 stetig ist, folgt,
dass

log(1+1

Das beweist die Gleichheit (6.129).

Alternativer Beweis dieser Gleichheit ohne den Satz 6.65: Wir definieren

Sni= ) (k_j)l, (6.131)

1 xn+1
I, = (—1)”“/ dz. (6.132)
0
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Sei x €] — 1, 00[. Es gilt

1

(log(1 + ))/(m) = (gemiss (5.29) und der Kettenregel)
x
n+1
ek oyt E
(1)t 4 (-1

Il
M- 7

(gemiiss (3.10)), (6.133)
k=0
log2 =log(1+1) —logl
1
(log(1 ++))’ (geméss dem zweiten Hauptsatz)

I
S—

0

n 1
:Z(—l)k/ ahdr + 1,
k=0 0

(wegen (6.133), Linearitét der Integration und (6.132))
1

=>» (-1 + 1,
k=0 kit Llao

=s, + I, (gemiéss (6.131)). (6.134)
Fiir jedes z € [0, 1] gilt H% < 1. Mittels (6.132) und Monotonie der Integration folgt
daraus, dass

1 n+2 |1 1
’[n’ S/‘ ‘TnJrld,’lf = v = —
0 n+2|,., n+2

Mittels (6.134) folgt, dass
Sn, — log 2 fiir n — o0.

Das beweist die Gleichheit (6.129).

Somit haben wir nun Frage 3.36 beantwortet. Eine Variante dieser Frage ist die folgen-
de.

Frage. Was ist der Grenzwert der “ungeraden” alternierenden harmonischen Reihe,
d. h. die folgende unendliche Summe?

i(—l)j_l 1+1
Ze2j+1 1 3 5"

Wir koénnen diese unendliche Summe analog zu Beispiel 6.66 berechnen. Siehe Ubungsserie
14.
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6.10 Uneigentliches Riemann-Integral, Beispiele:
Gauflifunktion, Gammafunktion, Anwendung:
Arbeit des elektrischen Feldes

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.4] und [Stra, 6.4]. Um das uneigentliche Riemann-
Integral zu definieren, benotigen wir Folgendes. Seien X C R, p € N, Y C RP,
f: X —=Y und yo € RP.

Definition 6.67 (Konvergenz und Grenzwert einer Funktion bei +o00). (i) Wir neh-
men an, dass X nach oben unbeschrinkt ist. Wir sagen, dass f bei co gegen 1
konvergiert (oder dass f(x) fiir x — oo gegen yo konvergiert) g. d. w.

Ve €]0,00[Fz* € RVz € X 12> 2" = ||f(z) —wo|| < e (6.135)
In diesem Fall nennen wir yo den Grenzwert von f bei co und schreiben
lim f(z) :=lim f := y,.
T—>00 oo
(i) Wir nehmen an, dass X nach unten unbeschrdnkt ist. Wir sagen, dass f bei —oo
gegen yo konvergiert (oder dass f(x) fiir ¥ — —oo gegen yo konvergiert) ¢. d. w.
Ve €]0, 003" e RVz € X :z < 2" = ||f(z) —wo|| < e (6.136)
In diesem Fall nennen wir yo den Grenzwert von f bei —oo und schreiben
lim f(z):=lim f := y,.
T——00 -0
Beispiele. [Konvergenz und Grenzwert einer Funktion bei £o0]

(i) Wir betrachten die Funktion

1
fi=pa: X =R\ {0} =R, f(:c)z;
Diese Funktion konvergiert bei oo gegen y, := 0. (Uberpriifen Sie das!) Es gilt
also

lim f = lim — = 0.
00 T—00 I

Die Funktion konvergiert auch bei —oo gegen yq := 0.

(ii) Die Funktion
f R—=R, f(z):=e",

konvergiert bei oo gegen y, := 0, also

lim e ™ = 0.
Tr—r0o0
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Definition 6.68 (uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit, uneigentliches Riemann-Integral).

Seien a_ € R, a; € RU{oo} so, dass a— < ay, und f : [a_,a[— R. Wir nennen
f uneigentlich Riemann-integrierbar g. d. w. f eingeschrinkt auf jedes kompakte
Teilintervall von [a_, ay[ eigentlich Riemann-integrierbar ist und

T4
/ f fir vy 7 ay konvergiert. AT

In diesem Fall definieren wir das uneigentliche Integral von f als

/a+ fe tm [ F (6.137)

Ty oy f,

(i) Seien a_ € RU {—o0}, ay € R so, dass a- < ay, und f :la_,ay] — R. Wir
definieren uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit und das uneigentliche Integral
von f analog zu (7).

(111) Seien a_,ay € RU{£o0} so, dass a_ < ay, und f :Ja_,as[— R. Wir nennen f
uneigentlich Riemann-integrierbar g. d. w. es ein b €la_, a[ gibt so, dass flpa,|
und f|q_y uneigentlich Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall definieren wir
das uneigentliche Integral von f als

/ff::/jﬂ/b%f, (6.138)

wobei b €]a_, a | beliebig ist.

Bemerkungen. e Die rechte Seite von (6.138) héngt nicht von der Wahl von b
ab.

e Falls a, € R, dann heisst (6.137) uneigentliches Integral erster Gattung. Falls
a; = oo, dann heisst (6.137) uneigentliches Integral zweiter Gattunyg.

Beispiele 6.69. [uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit, uneigentliches Riemann-Integral]

(i) Sei a € R. Wir betrachten die Funktion p, :]0,1] — R, ps(x) := 2% Fiir jedes

T_ E]O, 1] gilt
1
1 Pa+1
/ Do = a+1

log |l :_()—logx_7 falls a = —1.

a+1

_1 , falls a # —1,

_1—x

a+

4"Im Fall a; = oo ist diese Konvergenz wie in Definition 6.67 definiert. Wir schreiben dann fiir
Ty — ay statt firzy Sag.
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Fall a > —1: Dann ist p, auf |0, 1] uneigentlich Riemann-integrierbar mit

' ! 1=ttt
Pa= [ x%dr = lim = :
0 0 z-\0 a-+ 1 a -+ 1

Fall a < —1: Dann ist p, auf ]0, 1] nicht uneigentlich Riemann-integrierbar, da
die Funktion z_ f;ﬁ pq in diesem Fall divergiert. (Uberpriifen Sie das!)

(ii) Sei a € R. Wir betrachten die Funktion p, : [1,00[— R, p,(z) := x*. Fiir jedes

x4 € [1,00] gilt

ot Pat1 | _ T4 C falls a # —1,
Do = a+1 1 a—+1
1

log|[{" =logz, — 0, fallsa=—1.

T a+l 1

Fall a < —1: Dann konvergiert xfl fiir 2. — oo gegen 0. (Uberpriifen Sie das!)
Dabher ist p, auf [1, oo uneigentlich Riemann-integrierbar mit

oo oo a+1
—1 1
/ pa:/ 20dr = lim -* = — > 0.
1 1 zy o0 a+ 1 a+1

Hierbei verwenden wir Definition 6.67(3).

Fall @ > —1: Fiir z, — oo divergiert dann %" und somit ff* pa. (Uberpriifen

Sie das!) Daher ist p, auf [1, co[ nicht uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beispiel 6.70. [bestimmtes Integral der GauBfunktion] Wir betrachten die Gau3funk-
tion (gauBsche Glockenkurve)

2

fR=R, f(x):=e",

siche Abbildung 6.6. Diese Funktion ist uneigentlich Riemann-integrierbar mit

/ e " dx < 3. (6.139)

—00

Das folgt aus der Abschitzung e < ™% fiir x € [1,00[, Monotonie der Integration
und Gebietsadditivitét. (Siehe Ubungsserie 14.)

Bemerkungen. [bestimmtes Integral der GauBfunktion]

e In Beispiel 10.29 werden wir das Integral (6.139) mit Hilfe des bestimmten Inte-
grals der zweidimensionalen Gauflfunktion und der Substitutionsregel berechnen.
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e Die Gauffunktion spielt eine wichtige Rolle in der Stochastik, wo sie als Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung auftritt. Siche Bemerkung 6.52
und die Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik (ITET und RW: 4. Se-

mester).
Im néchsten Beispiel kommt die I'-Funktion vor. Diese Funktion verallgemeinert die
Fakultatsfunktion. Um sie zu definieren, benotigen wir den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 6.71 (uneigentliche Integrierbarkeit einer Potenzfunktion mal eine abklin-
gende Exponentialfunktion). Seien a €] — 1, 00[ und ¢ €] — 00, 0[. Die Funktion

[ = fac:]0,00[— R, ft) ==t

st uneigentlich Riemann-integrierbar.

Im Beweis dieses Hilfssatzes werden wir den folgenden Hilfssatz verwenden.

Hilfssatz 6.72 (Jede steigende Exponentialfunktion wichst schneller als jede Potenz-
funktion.). Fir alle a € R und ¢ €] — 00, 0[ gilt

fac(t) =0 fiir t — 00.

Beweis: Ubungsserie 14.
Beweis des Hilfssatzes 6.71:

Behauptung 1. Die eingeschrinkte Funktion f | [1, 0ol ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beweis der Behauptung 1: Die Funktion f ist stetig. Daher ist sie auf jedem
kompakten Teilintervall von |0, oo beschrénkt und daher dariiber eigentlich Riemann-
integrierbar. Gemiéss Hilfssatz 6.72 gibt es eine Zahl ¢y €]0, 00| so, dass

VEER:t >ty = tleit < 1.

Es gilt
F(t) =t%test < 1-e3', Vi€ [ty o0

Daher gilt geméss Satz 6.12(iv) (Monotonie der Integration) fiir jedes t € [to, 00|, dass

/f</ez
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wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass ¢ < 0. (Uberpriifen Sie diese Kon-
vergenz!) Da f > 0, folgt, dass ftz f fir t — oo konvergiert. Es folgt, dass f|[1, o0
uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das beweist Behauptung 1. O

Behauptung 2. Die eingeschrdnkte Funktion f|]0, 1] ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beweis der Behauptung 2: Da f stetig ist, ist es auf jedem kompakten Teilintervall
von |0, 1] eigentlich Riemann-integrierbar. Es gilt

0< f(t) < pa(t) =t vt 6}07 1]'

Da a > —1, ist geméss Beispiel 6.69(i) die Funktion p, auf )0, 1] uneigentlich Riemann-
integrierbar. Mittels Satz 6.12(iv) (Monotonie der Integration) folgt, fxl_ ffirz_ N0

konvergiert.Es folgt, dass f|]0, 1] uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das beweist
Behauptung 2. O

Aus Behauptungen 1 und 2 folgt, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist. Das
beweist Hilfssatz 6.71. O

Definition 6.73 (Gammafunktion). Wir definieren die Gammafunktion als die Funk-
tion -
I":]0, c0[— R, [(x) ::/ t" e tdt.
0

Bemerkung. [Gammafunktion| Geméss Hilfssatz 6.71 existiert dieses uneigentliche
Riemann-Integral. Die Funktion I' ist daher wohldefiniert.

Proposition 6.74 (Gammafunktion). Es gilt

r(1) =1, (6.140)
I(z+1) =al(z), x €]0, c0l. (6.141)

Korollar 6.75. Fiir jedes n € Ny gilt

Fn+1)=n!

Beweis: Das folgt aus Proposition 6.74 und Induktion. (Uberpriifen Sie das!) O

Bemerkung. Gemiss diesem Korollar verallgemeinert I'(++1) also die Fakultétsfunktion.

Frage. Was ist T’ (%) ¢
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Diese Zahl kann mit Hilfe des Integrals der zweidimensionalen Gaufifunktion berechnet
werden. (Siehe Analysis 2.)

Beweis der Proposition 6.74: (6.140): Es gilt
ty .
/ efdt=—e | F=—eT e vt €]0,00]
0

und daher

o] ty
r(1):/ t'"te7'dt = lim etdt= lim (—e ™ +1)=1
0

ty—00 0 ty—00
Das beweist (6.140).
(6.141): Seien x €]0,00[ und t_,t, €]0,00[. Gemiss Satz 6.30, partielle Integration,
mit u(t) :=t*, v(t) := —e " gilt, dass

1 1 1
/ tretdt = — t%e 7| +/ at*leTtdt — —1%—1+0+x/ t*letdt  firt_ — 0.
t N - 0

(6.142)
Analog gilt, dass

ty . ty
/ thetdt = — "¢, 1, +/ at® e tdt
1 B 1
0

1

Es gilt

Mx+1) = / tY e dt
0

1 0
:/ t’”etdt—i—/ tTetdt
0 1

1 00
=—¢ 4z / t"letdt + e / t"lte7tdt  (wegen (6.142,(6.143))
0 1

= z['(z).

Das beweist (6.141) und schliesst den Beweis der Proposition 6.74 ab. O
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Beispiel. [Anwendung des uneigentlichen Integrals: Arbeit des elektrischen Feldes]
Wir betrachten zwei Teilchen, welche wir mit 0 und 1 bezeichnen und welche die
Ladungen ¢y > 0 und ¢; > 0 besitzen. Wir bezeichnen mit ¢ die Zeit. Zum Anfangs-
zeitpunkt ¢y sind die beiden Teilchen in Ruhe und befinden sich im Abstand ry > 0. Da
die Teilchen gleich geladen sind, stossen sie sich ab. Daher beginnen sich die Teilchen
zu bewegen und fliegen immer weiter auseinander.

Problem: Man berechne die Gesamtarbeit, also die Arbeit, welche die elektrostatische
Kraft asymptotisch fiir grosse Zeiten verrichtet.

Bemerkung: Diese Arbeit ist gleich der potentiellen Energie des Systems zum An-
fangszeitpunkt.

Losung: Die elektrostatische Kraft zwischen den Teilchen ist geméss dem Coulomb-
Gesetz gegeben durch

L qoq
F(r):= — 6.144
() ey 127 ( )
wobei o := elektrische Feldkonstante ~ 9-10""2Fm™!,

~9-10°Nm2C~2.
477'80

Wir betrachten einen Zeitpunkt ¢; > ¢y, und schreiben r; fiir den Abstand zwischen
den Teilchen zum Zeitpunkt ¢;. Wir kiirzen ab:

_ Goth

B 41 80.

Die von tq bis t; verrichtete Arbeit ist gegeben durch

e e
= C/ (gemiiss (6.144))
7‘ 0
:CC—1+%). (6.145)
Asymptotisch fiir grosse Zeiten verrichtet die elektrostatische Kraft die Arbeit

Woo:/ F(r)dr

T1

= lim F(r)dr
r71—>00 0
=C lim (—r;i'+75") (gemdss (6.145))
71—00
C

To
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Diese asymptotische Arbeit ist also durch ein uneigentliches Integral zweiter Gattung
gegeben.



Kapitel 7

Gewohnliche
Differentialgleichungen,

Anwendungen in der Mechanik und
Elektrotechnik

Dieses Kapitel entspricht [Blad96b, 2.1, 3.5, 3.6] und [Stra, 5.6, 5.7]. Grob gesagt, ist
eine gewohnliche Differentialgleichung eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion einer
reellen Verénderlichen, in der die Funktion und ihre Ableitungen auftreten. Solche
Gleichungen beschreiben zahlreiche physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt
die gesuchte Funktion die Rolle einer physikalischen oder chemischen Grosse, die von
der Zeit abhingt.

7.1 Gewo6hnliche Differentialgleichung,
Anfangswertproblem, Beispiele: geddmpfter
Federschwinger, elektrischer Schwingkreis

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 2.1, 3.5] und [Stra, 5.6]. Sein € Ng = {0, 1,2,...}

und I ein offenes Intervall. (I kann beschrinkt oder unbeschriankt sein.) Wir bezeichnen

die Variable in R mit ¢, verwenden die Notation u = v’ fiir die Ableitung einer Funktion
u ! und schreiben u®) fiir die k-te Ableitung von u.

Definition. Eine gewohnliche Differentialgleichung (GDG) der Ordnung n fir eine
Funktion u : I — R ist eine Gleichung der Form

e(t,u®),a(t),...,.u™@®) =0, Vtel, (7.1)
!Diese Notation ist in der Physik gebriuchlich, falls die Variable ¢ die Rolle der Zeit spielt.
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wobei v : I x R"™ — R eine feste Funktion ist, die nicht beziiglich der letzten Variable
konstant ist.

Analog definieren wir den Begriff einer GDG fiir eine Funktion u : I — C, indem wir
oben diberall R durch C ersetzen.”

Beispiele 7.1. [gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung, radioaktiver Zerfall]
Wir betrachten den Fall n = 1.

(i)

(i)

Sei f: R — R eine stetige Funktion und die Funktion ¢ : R* — R gegeben durch

o (t, o, x1) =21 — f(t).

Gemass 7.1 entspricht diese Funktion der GDG

e(t, u(t),u(t)) =a(t) — f(t) =0, Vt € R,
d. h. a(t) = f(t), vt € R. (7.2)

Aus dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass fiir
jede Konstante ¢ € R die Funktion

u(t):/otf(s)ds+c

die Gleichung (7.2) 16st. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass das die einzigen
Losungen dieser Gleichung sind. (Siehe Korollar 5.16(i). Alternativ folgt das auch
aus dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.)

Sei ap € R und die Funktion ¢ : R* — R gegeben durch
@(t,xo, xl) = 21 + apXop.
Gemass 7.1 entspricht diese Funktion der GDG

o(t, u(t),u(t)) = u(t) + apu(t) = 0, Vt € R,
d. h. © = —apu. (7.3)
Diese GDG beschreibt zum Beispiel radioaktiven Zerfall. Dabei spielen ¢, u, aqg
folgende Rollen:
t .= Zeit

u(t) := Anzahl Atome eines bestimmten Elementes, die zur Zeit ¢t noch nicht
zerfallen sind

2Das Intervall I bleibt dabei unverindert.
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ap := Zerfallskonstante (ag > 0)

Die allgemeine Losung der GDG (7.3) ist gegeben durch
u(t) = ce” ™",

wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Dass diese Funktion die Gleichung
(7.3) 16st, folgt durch Nachrechnen. (Rechnen Sie das nach!) Dass sie die einzige
Losung der Gleichung ist, haben wir in Beispiel 5.18 gesehen. A3

Bemerkung. [Anfangsbedingung] Sei uy € R. Die Konstante ¢ im Beispiel 7.1(ii) wird
eindeutig durch die Anfangsbedingung

u(0) = ug
festgelegt. Es gilt ndmlich ¢ = g, d. h. u(t) := uge™ " ist die eindeutige Losung des
Anfangswertproblems
U = —agu,
u(0) = wug
A
Beispiel. [keine GDG]| Die Gleichung
w(t) =u(t—1)

ist keine GDG*, da sich das Argument ¢ — 1 der Funktion auf der rechten Seite vom
Argument ¢t der Funktion auf der linken Seite unterscheidet. Die Gleichung ist eine
retardierte Differentialgleichung (english: delayed differential equation). A

Im Folgenden betrachten wir ein Beispiel aus der Mechanik. Fiir eine ausfiihrlichere
Beschreibung dieses Beispiels siehe [Papl5, 4.1 Mechanische Schwingungen, S. 417].

Beispiel 7.2. [gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung, freier geddmpfter Feder-
schwinger] Wir betrachten den Fall n = 2. Seien ag, a; € R und die Funktion ¢ : R* — R
gegeben durch

o (t, o, 21, T2) 1= Ta + @121 + apo.

Gemass 7.1 entspricht diese Funktion der GDG

ot u(t), ult),i(t)) = a(t) + aru(t) + apu(t) = 0, V¢ € R. (7.4)

3Mit diesem Zeichen wird das Ende eines Beispiels oder einer Bemerkung angedeutet.
4im Sinne dieser Vorlesung
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((

Abbildung 7.1: Federschwinger in einer zédhen Fliissigkeit

Diese GDG beschreibt zum Beispiel die Bewegung eines freien® Federschwingers (=Fe-

derpendel), der in einer zdhen Flissigkeit liegt und daher durch viskose Reibung

geddmpft wird. Damit meinen wir das mechanische System, das aus einem kugelférmigen
Korper besteht, der iiber eine horizontale Feder an einer ruhenden Wand befestigt ist

und in einer zéhen Flissigkeit liegt. Siehe Abbildung 7.1. Wir leiten die GDG (7.4)

mittels Gesetzen der Mechanik und der Strémungslehre her. Wir schreiben:

t = Zeit

x(t) := Auslenkung des Korpers aus der Ruhelage zur Zeit ¢ (= gesuchte Grosse)
F, := Riickstellkraft der Feder

Fy := durch die Viskositét der Fliissigkeit verursachte Reibungskraft

F := gesamte auf den Korper einwirkende Kraft

k := Federkonstante

¢ := Dampfungskonstante der Fliissigkeit

m := Masse des Korpers

Es gelten folgende Gesetze der Mechanik und der Stromungslehre:

e Hookesches Gesetz:

FQ = —kx
e Stokessches Reibungsgesetz:

FR = —cT
e zweites Newtonsches Gesetz:

F =maz.

5Frei bedeutet, dass es keine dussere Anregungskraft gibt.
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Diese Gesetze werden in den Vorlesungen Technische Mechanik (ITET, 1. Semester),
Physik I (RW, 1. Semester) und Fluiddynamik I (RW), 4. Semester, Grundlagenfach)
behandelt. Durch Kombinieren dieser Gesetze erhalten wir

mi=F=Fq+ Fr=—kr — cz,

also &+ —i+ Ex =0. (7.5)
m-m

Wir erhalten also die GDG (7.4) mit ap = £ und a; = <.

Wir betrachten jetzt den Fall eines idealen (d. h. ungeddmpften) Federschwingers. Das
bedeutet, dass ¢ = 0.Wir nehmen an, dass k, m > 0. Wir definieren

wo 1= \/ap = \/g €]0, oo.

Fiir alle a,b € R 16st die Funktion
x(t) := acos(wpt) + bsin(wot) (7.6)
in diesem Fall die GDG (7.4). (Uberpriifen Sie das!) A

Bemerkungen. [gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung]

e Die Funktionen (7.6) sind die einzigen Losungen der GDG i+ apu = 0. Das folgt
aus Satz 7.6 und der Tatsache, dass die Funktionen cos(wp+) und sin(wpe) linear
unabhéngig sind.

e Wir werden eine Formel fiir die allgemeine Losung der GDG (7.4) im allgemeinen
Fall kennenlernen. (Siehe Proposition 7.9 in Abschnitt 7.2.)

Wir betrachten nun ein Beispiel aus der Elektrotechnik. Fiir eine ausfiihrlichere Be-
schreibung dieses Beispiels siehe [Papl5, 4.2 Elektrische Schwingungen, S. 445].

Beispiel 7.3. [elektrischer Schwingkreis, freie und erzwungene geddmpfte Schwingung]
In diesem Beispiel betrachten wir die elektrische Reihenschaltung, die aus einem Wi-
derstand, einem Kondensator und einer Spule besteht, die hintereinandergeschaltet
sind. Wir betrachten zwei Typen realer (geddmpfter) Reihenschwingkreise:

(a) Freier Schwingkreis. Das ist die Schaltung, die wir aus der Reihenschaltung erhal-
ten, indem wir ihre Enden miteinander verbinden. (Dadurch entsteht ein Kreis.)
Siehe Abbildung 7.2.
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Abbildung 7.2: Freier Schwingkreis. Abbildung  7.3:  Schwingkreis mit

Wechselspannungsquelle.  Die  an-
gelegte  Spannung erzwingt eine
Schwingung.

(b) Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle. Das ist die Schaltung, die durch die
Reihenschaltung entsteht, indem wir ihre Enden mit einer Wechselspannungs-
quelle verbinden. Siehe Abbildung 7.3.

Probleme:

(i) (Freie Schwingung:) Beschreibe die Schwingungen der Stromstérke im freien
Schwingkreis (a).

(ii) (Erzwungene Schwingung:) Beschreibe die durch die angelegte Spannung er-
zeugte zeitabhingige Stromstérke I des Stroms, der durch die Schaltung (b)
fliesst!

Bemerkungen:

e Diejenigen von IThnen, die ITET studieren, haben elektrische Schaltungen in
der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen I kennengelernt. Sie werden sie noch
griindlicher in der Vorlesung Netzwerke und Schaltungen II untersuchen.

e Das 1. Kirchhoffsche Gesetz (Knotenregel) besagt, dass in einem Knotenpunkt
eines elektrischen Netzwerkes die Summe der zufliessenden Strome gleich der
Summe der abfliessenden Strome ist. (Siehe Netzwerke und Schaltungen II.) Da
wir eine Reihenschaltung betrachten, ist die Stromstérke daher an jedem Punkt
der Schaltung gleich. Es ist daher sinnvoll, von der Stromstéirke des durch die
Schaltung fliessenden Stromes zu sprechen.

e Der freie Schwingkreis (a) entspricht dem Spezialfall des Schwingkreises mit
Wechselspannungsquelle, in dem die angelegte Spannung konstant gleich null ist.
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Um die Schwingungen des freien Schwingkreises zu beschreiben, reicht es daher,
den Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle zu beschreiben.

e Zu Problem (ii): Mit der erzeugten Stromstirke meinen wir die nach einer Ein-
schwingphase erzeugte Stromstirke. Wir betrachten die angelegte Spannung als
ein Eingangssignal und die erzeugte Stromstérke als ein Ausgangssignal. Unser
Ziel ist es also, das Ausgangssignal in Abhéngigkeit vom Eingangssignal zu be-
rechnen.

Wir werden Problem (ii) fiir eine angelegte Spannung lésen, die eine Kosinusfunk-
tion der Zeit ist. (Siehe Beispiel 7.13, S. 352.) Wie wir sehen werden, erzwingt
die Spannung in diesem Fall eine kosinusformige Schwingung der Stromstérke
mit der gleichen Frequenz.

Wir betrachten jetzt den Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle (b). Wir werden
das Problem (ii) mittels der zwei folgenden Schritte 16sen:

1. Mittels Gesetzen der Elektrotechnik leiten wir eine gewohnliche Differentialglei-
chung fiir die Ladung ) des Kondensators her.

2. Wir l6sen die GDG und erhalten (). Die gesuchte Stromstérke ist die Zeitablei-
tung von Q).

Schritt 1: Wir schreiben:

e () := Ladung des Kondensators
e [ := Stromstérke

e U := angelegte elektrische Spannung

U, := Spannungsabfall an x = C,| R, L, also Ug := Spannungsabfall am Konden-
sator C', etc.

C := Kapazitiat des Kondensators

R := elektrischer Widerstand des Widerstands (Bauelement)

L := Induktivitat der Spule

Es gelten folgende Gesetze der Elektrotechnik (siehe Netzwerke und Schaltungen I und
II):
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e Aus der Ladungserhaltung folgt, dass die Stromstérke die Zeitableitung der La-
dung des Kondensators ist, also

I=0Q. (7.7)

e Kondensatorformel:
Q =CUx (7.8)

Das folgt aus dem GauBschen Gesetz der Elektrostatik. (Siehe Elektromagnetische
Felder und Wellen.)

e ohmsches Gesetz:
Upr=RI (7.9)

e Spulengleichung:
U,=LI (7.10)

Diese Gleichung folgt aus dem Induktionsgesetz von Faraday und dem Ampereschen
Gesetz. (Siehe Elektromagnetische Felder und Wellen.)

e 2. Kirchhoffsche Gesetz = Maschenregel: Alle Teilspannungen einer Masche in
einem elektrischen Netzwerk addieren sich zu null. Daraus folgt, dass

U,+Ur+Us="U. (7.11)
Indem wir (7.11,7.8,7.9,7.7,7.10) kombinieren, erhalten wir

B} 1
LQ+ RQ + 5@ =U,
= R 1 U
d. h. Q—FZQ—FEQ—Z (7.12)
Wir erhalten also die GDG (7.4) fiir die Ladung v = @ mit a9 = z; und a; = £
Somit haben wir Schritt 1 ausgefithrt (Aufstellen einer GDG fiir Q). Schritt 2 (Losen

der GDG) werden wir im Fall U = 0 in Proposition 7.9 in Abschnitt 7.2 ausfiihren und
im Fall einer kosinusféormigen Spannung U in Abschnitt 7.4 (siehe (7.45), S. 353). A

Bemerkung. [Federschwinger und elektrischer Schwingkreis] Durch Vergleich der in
den Beispielen 7.2 und 7.3 verwendeten physikalischen Gesetze sehen wir, dass ein frei-
er Federschwinger und ein freier elektrischer Schwingkreis analog beschrieben werden

kénnen.Die physikalischen Grossen der beiden Systeme entsprechen einander geméss
folgender Tabelle:
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Auslenkung x ) Ladung des Kondensators
Geschwindigkeit v I Stromstérke
— Riickstellkraft —Fy Ug Spannung am Kondensator
— Reibungskraft —Fr Ug Spannung am Widerstand
gesamte Kraft F U Spannung an der Spule
Federkonstante k % Kehrwert der Kapazitit des Kondensators
Dampfungskonstante ¢ R Widerstand

Masse m L Induktivitat

(Ordnen Sie die in den Beispielen 7.2 und 7.3 gebrauchten physikalischen Gesetze
einander zu!)

7.2 Linearitdt und Homogenitit einer GDG,
Superpositionsprinzip, Losungsraum einer
homogenen linearen GDG, charakteristisches
Polynom einer GDG

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 3.5, 3.6] und [Stra, 5.6]. Eine GDG heisst linear
g. d. w. nach Verschieben von Termen die linke Seite der GDG durch eine Linear-
kombination der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen gegeben ist und die rechte
Seite durch eine feste Funktion. Die folgende Definition macht das prézise. Sei I ein
Intervall mit positiver Lénge.

Definition (Linearitdt und Homogenitat einer GDG). Wir nennen die GDG fir eine
reellwertige Funktion linear g. d. w. es Funktionen a;, f : I — R (i=0,...,n) gibt so,
dass die GDG nach Verschieben von Termen © gegeben ist durch

iaiu(i) = f, d. h. Z a;()u? (t) = f(t), Vit e 1. (7.13)
i=0

i=0
Wir definieren Linearitdat fir eine GDG fir eine komplezwertige Funktion analog.

Wir nehmen jetzt an, dass die GDG linear ist. Falls in der Darstellung (7.13) die
Funktion f konstant gleich 0 ist, dann heisst die GDG homogen, sonst inhomogen.
Die Funktion f heisst die Inhomogenitét (Quellterm oder Storterm) der GDG.

In dieser Vorlesung befassen wir uns vor allem mit linearen GDG. Diese sind im All-
gemeinen einfacher zu behandeln als nichtlineare GDG.

6von der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt
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Beispiele. [(nicht-)lineare GDG, Homogenitét]

e Die GDG aus den Beispielen 7.1, 7.2 und 7.3 sind alle linear. Die Gleichungen
(7.3,7.4) (Beispiele 7.1(ii) und 7.2) sind homogen. Die Gleichungen (7.2,7.12)
(Beispiele 7.1(1) und 7.3 )sind inhomogen.

e Die GDG
u(t) +t*u(t) =0,  Vtel

ist linear.

e Die GDG erster Ordnung

U=1u

ist nichtlinear, da auf der rechten Seite die gesuchte Funktion u quadratisch
vorkommt.

A

Bemerkung 7.4. [Linearitét] Sei ¢ : I x R"™' — R eine Funktion ist, die nicht
beziiglich der letzten Variable konstant ist. Folgende Aussagen iiber eine GDG sind
dquivalent:

(a) Die GDG (7.1) ist linear.

(b) Es gibt eine Funktion f : I — R so, dass die Abbildung u gp(-, U, ... ,u(”)) +f
linear ist, d. h., die Bedingung (5.4) erfiillt.”

Die Implikation “(a) — (b)” folgt durch direktes Nachrechnen aus der Tatsache, dass
Ableiten eine lineare Operation ist. (Uberlegen Sie sich die Details!) A

Aus dieser Bemerkung folgt das Superpositionsprinzip. Um dieses zu formulieren, erin-
nern wir uns an Folgendes aus der linearen Algebra: Eine (endliche reelle) Linearkom-
bination der Funktionen uq, ..., u, ist eine Funktion der Form cyuq + ...+ coup, wobei
c1,...,c reelle Zahlen sind.

Bemerkungen 7.5. [Superpositionsprinzip]

go(-, U, ... ,u(”)) bezeichnet die Funktion ¢ — (t, u(t), ... ,u™ (t))
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(i) Eine Version des Superpositionsprinzips besagt Folgendes.® Sei £ € N und fiir
k=1,...,¢ seien fr : I — R eine Funktion, u; : I — R eine Losung der GDG
(7.13) mit f = fr und ¢ € R. Dann 16st die Funktion u := Zi:l cpuy, die GDG

)
(7.13) mit f = Zi:l ¢ fr- Das Superpositionsprinzip folgt aus Bemerkung 7.4.

(ii) Insbesondere 16st jede Linearkombination von Losungen der homogenen GDG

Z au? =0 (7.14)
i=0

diese GDG ebenfalls.
(iii) Es gilt auch ein analoges Superpositionsprinzip fiir eine GDG fiir eine komplex-

wertige Funktion.

Folgender Satz beschreibt die Losungsmenge der homogenen GDG (7.14). Der Beweis
der ersten zwei Teilaussagen beruht auf Bemerkung 7.5. Seien I ein Intervall mit po-
sitiver Lénge und ag, ..., a, : I — C Funktionen.

Satz 7.6 (Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprinzip). (i)

Die Menge
Z a;u® = 0}

=0

7 = {u e C"(1,C)

st ein komplexer Vektorraum.
(ii) Die Menge

Zg = {u € C"(I,R)| Y au® =0}
i=0
ist ein reeller Vektorraum.

Wir nehmen nun an, dass die Funktionen ag,...,a, Sstetig sind und dass ay
nirgends verschwindet.

(11i) Die (komplexe) Dimension von Z ist gegeben durch

dim Z = n.

8In der Physik wird der Term Superpositionsprinzip fiir die verwandte Eigenschaft verwendet,
dass die Wirkung einer Linearkombination von Anregungen eines Systems die entsprechende Linear-
kombination der Wirkungen der Anregungen ist.
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() Falls ag, ..., a, reellwertig sind, dann ist die (reelle) Dimension von Zg ist gege-
ben durch
dim Zg = n.

Beweis des Satzes 7.6: (i) folgt aus den folgenden Tatsachen:

e C"(R;C) ist ein komplexer Vektorraum.
e u=0¢ecC"R;C)

e Superpositionsprinzip, sieche Bemerkung 7.5

(ii) folgt analog.

Aussagen ((iii),(iv)) folgen aus [Tes12, Theorem 3.13, p. 87]. (Im Fall konstanter Koef-
fizientenfunktionen ay, . .. , a, stimmen diese Aussagen mit [Stra, Korollar 5.6.1, S. 108]
iiberein.) O

Bemerkungen. [Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprin-
zip]

e Gemiss Satz 7.6(iii) ist die Dimension des Losungsraums der homogenen GDG
gleich dem Grad der GDG (7.14).

e Im Fall n > 1 folgt aus Satz 7.6(iii) insbesondere, dass die GDG (7.14) eine
Losung besitzt, die nicht konstant gleich 0 ist.

Beispiele. [Losungsraum einer homogenen linearen GDG, Superpositionsprinzip|

e Die GDG

u—u=20

fiir eine Funktion u : I — C ist linear und homogen. Gemaéss Satz 7.6 ist ihr
Losungsraum Z ein komplexer Vektorraum der Dimension 1. Das haben wir auch
schon in Beispiel 7.1(ii) gesehen. Geméss diesem Beispiel ist der Losungsraum
namlich gegeben durch

Z ={cexp |c e C}.

e Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung

i =u (7.15)
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fiir eine Funktion u : I — C. Diese Gleichung ist linear und homogen, da wir sie
durch Verschieben eines Terms umschreiben konnen als

L-i+(=1)-u=0

und sie dann die Form (7.13) hat. Geméss Satz 7.6 ist der Losungsraum Z dieser
Gleichung ein komplexer Vektorraum der Dimension 2. Wir kénnen diesen Raum
wie folgt konkret beschreiben. Die Funktionen

Uy = exp, ug = exp(—+)

16sen die GDG (7.15). Gemiiss Bemerkung 7.5 (Superpositionsprinzip) 16st daher
fiir alle ¢q, co € C die Funktion

U= c1uy + Cous = €1 €Xp +cz exp(—+)

ebenfalls die GDG (7.15). (Das folgt auch aus einer direkten Rechnung.) Die
Funktionen u; und uy sind linear unabhéingig. (Uberpriifen Sie das!) Es folgt,
dass

7 = {cl exp +cg exp(—+) } C1,Co € C}.

e Sei qg €]0, 00[. Die GDG
i+ apu =0 (7.16)

fiir eine Funktion u : I — Rist linear und homogen. Geméss Satz 7.6 ist ihr reeller
Losungsraum Zg ein reeller Vektorraum der Dimension 2. Wir kénnen diesen
Raum wie folgt konkret beschreiben. Wir definieren wy := /ag. Die Funktionen

cos(wo*), sin(wp*)

16sen die GDG (7.16). Geméss Bemerkung 7.5 (Superpositionsprinzip) 16st daher
fiir alle a,b € R die Funktion

u := a cos(wp*) + bsin(wpe)

ebenfalls die GDG (7.16). Die Funktionen cos(wp+) und sin(wp+) sind linear un-
abhéngig. (Uberpriifen Sie das!) Es folgt, dass

Zg = {acos(wy) + bsin(wp+) | a,b € R}.

e Die GDG
i(t) = tu(t), Vvt € R,

fiir eine Funktion I — R ist linear und homogen. Geméss Satz 7.6 ist ihr reeller
Losungsraum Z ein reeller Vektorraum der Dimension 2. Es gibt also eine 2-
parametrige Schar von Losungen dieser Gleichung. Es gibt jedoch keine Formel
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fiir die allgemeine Losung der GDG. Siehe Beispiel 7.19. Man kann die Losungen
der GDG aber mit numerischen Methoden beliebig genau berechnen. Siehe das
Fach Numerische Methoden (ITET, 4. Semester). Das Fach Numerical Methods
for Partial Differential Equations (RW, Grundlagenfach, 4. Semester) behandelt
numerische Verfahren fiir partielle Differentialgleichungen (siehe Analysis 3).

A

Bemerkung. [Superpositionsprinzip] Fiir eine nichtlineare GDG gilt das Superposi-
tionsprinzip im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel dafiir ist die GDG

0= u’. (7.17)

Die Funktion

u(t) == —=
l6st die Gleichung (7.17). (Rechnen Sie das nach!) Wenn a eine reelle Zahl ist, dann
16st au die GDG (7.17) nur in den Féllen a = 0 und @ = 1. Es gilt ndmlich

(au)? = a*u?

=a*u (da u die GDG (7.17) 16st)
= a(au)’

Die rechte Seite ist genau dann gleich (au)’, wenn a = 0 oder a = 1 ist. Das bedeutet,
dass au die GDG (7.17) nur in diesen zwei Féllen 16st. Daher gilt das Superpositions-

prinzip fiir die GDG (7.17) nicht. A
Seien jetzt n € Ng und ag,...,a,_1 € C. Wir betrachten die homogene lineare GDG
n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
n—1
u™ + Z a;u = u™ 4+ a1 u"Y £ 4 agu = 0. (7.18)
i=0

Um eine Losung dieser GDG zu finden, machen wir den eulerschen Ansatz®
u(t) = uy(t) := e, AeC. (7.19)

Indem wir das in (7.18) einsetzen, erhalten wir

n—1
(A” + Za,ﬂ) M =0, vt € R. (7.20)
=0

9Dieser Ansatz ist nach Leonhard Euler benannt, siche Abbildung 3.5.
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Definition (charakteristisches Polynom). Wir definieren das charakteristische Poly-
nom der GDG (7.18) als die Funktion

n—1
p(A) == \" + Z a XN = X"+ a, AN+ +a.
i=0

Wenn u die GDG (7.18) 16st, dann gilt wegen (7.20) mit ¢ = 0 also insbesondere

0= p(A)e™ = p(A).

Umgekehrt 16st fiir jede Nullstelle A von p die Funktion uy (gegeben durch (7.19)) die
GDG (7.18).

Beispiel 7.7. [charakteristisches Polynom, Losungen der GDG| Das charakteristische
Polynom der GDG

u—u=0
ist gegeben durch
p(A) = A% — 1.
Die Nullstellen dieses Polynoms sind Ay = 1 und Ay = —1. Also l6sen die Funktionen

wt) =€, un(t) =

die GDG (7.18).

Die Funktionen uy bilden eine Basis des Vektorraums der Losungen der GDG, falls p
nur einfache Nullstellen besitzt. Das folgt aus dem néchsten Satz, der die Losungsmenge
der GDG (7.18) beschreibt.

Seien ag,...,an_1 € C, £ € Ng, M\i,..., A\ € C die Nullstellen!® des zugehorigen cha-
rakteristischen Polynoms p, und fiir i = 1, ..., ¢ sei m; die Vielfachheit von J;.

Bemerkung. Wir kénnen p also als folgendes Produkt schreiben:

pA) = [T = A)™ = (A= A)™ - (A= A)™.

i=1
Satz 7.8 (Basis fiir den Losungsraum). Die Funktionen

wip(t) i= thert, 1<i<l,0<k<m
bilden eine Basis des komplexen Vektorraums

Z :={ue C"(R;C)|u lost (7.18)}.
19Wir nehmen an, dass \; # \;, falls i # j.
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Bemerkungen. e Gemiss Satz 7.6 ist Z tatséchlich ein Vektorraum. Die Aussage
des Satzes 7.8 ist daher sinnvoll.

e Eine Basis eines Vektorraums ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.
Satz 7.8 sagt also Folgendes:
— Die Funktionen w; liegen in Z, d. h., sie 1ésen (7.18).
— Die Funktionen u;;, sind linear unabhéngig.
— Jede Losung der GDG (7.18) kann als eine Linearkombination der Funktio-

nen u; geschrieben werden kann.

Somit beschreibt der Satz die Losungsmenge der GDG vollsténdig.

Beweis des Satzes 7.8: Seien 1 <i </ und 0 < k < m,;. Wir zeigen, dass u;, € Z.
Wir schreiben

d n—1
D= D":=Do-- oD (k Operatoren D),  p(D):=D"+» a,D"
k=0

Behauptung. Es gilt
p(D)uy = 0.

Beweis der Behauptung: [Stra, Beweis von Satz 5.6.3 i), S. 110]. Der Beweis beruht
auf der Tatsache, dass p(D) = [[.(D — A\;id)™. O

Geméss dieser Behauptung 16st die Funktion w;; also die GDG (7.18), d. h., uy € Z,
wie behauptet.

Lineare Unabhéngigkeit der u;;: [Stra, Beweis von Satz 5.6.3 ii), S. 111].

Die Funktionen wu;. erzeugen Z: Das folgt aus der Tatsache, dass die wu;; linear un-
abhéngig sind, und ihre Anzahl gleich der Dimension von Z ist. (Geméss [Stra, Korollar
5.6.1, S. 108] ist diese Dimension gleich n.)

Das beweist den Satz 7.8. O

Bemerkung. [Basis des Losungsraums| Falls das charakteristische Polynoms p nur
einfache Nullstellen besitzt, dann bilden die Funktionen

uy, () = e, 1<i</(

eine Basis des Losungsraums Z. Das folgt unmittelbar aus Satz 7.8 und der Tatsache
Ux; = U40-
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Beispiele. e Wir betrachten die GDG
i —u=0.

Das charakteristische Polynom dieser GDG ist p(A\) = A\* — 1. Gemiss Beispiel
7.7 sind die Nullstellen dieses Polynoms gegeben durch A\; = 1 und Ay = —1.
Gemaiss Satz 7.8 bilden die Funktionen

daher eine Basis des Losungsraums Z der GDG. Insbesondere hat die allgemeine
Losung der GDG also die Form

u(t) = cre’ + coe ™, mit ¢y, co € C.

e Wir betrachten die GDG
u—2u+u=0.

Das charakteristische Polynom dieser GDG ist p(A) = A? — 2\ + 1. Die einzige
Nullstelle dieses Polynoms ist A\; = 1. Ihre Vielfachheit ist m; = 2. Geméss Satz
7.8 bilden die Funktionen

ulo(t) = €t, ull(t) = t@t

daher eine Basis des Losungsraums Z der GDG. Insbesondere hat die allgemeine
Losung der GDG also die Form

U(t) = Cl()@t “+ 1t6t, mit ¢19,c11 € C.

7.3 Homogene GDG zweiter Ordnung, freier
gedampfter harmonischer Oszillator

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 3.6] und [Stra, 5.6]. Wir betrachten jetzt die GDG
(7.18) im Fall n = 2 mit ag, a; € [0, o0, also die homogene GDG

ii—i—alib—i-aou = 0. (721)

Diese GDG beschreibt einen freien (geddmpften) harmonischen Oszillator. Beispiele
dafiir sind der freie Federschwinger (Beispiel 7.2) und der freie elektrische Schwingkreis
(Beispiel 7.3(a)). Der Term 1 driickt die Beschleunigung der Grosse u aus. Der Term
apu bewirkt eine Riickstellung des Systems in die Ruhelage. Der Term a;u bewirkt
eine Ddmpfung des Systems, also eine Abnahme der Amplitude der Schwingung.



KAPITEL 7. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,
346 ANWENDUNGEN IN DER MECHANIK UND ELEKTROTECHNIK

Bemerkung. Ein Oszillator ist ein schwingungsfihiges System. Harmonisch bedeutet
in diesem Kontext, dass fiir jedes ¢ der Riickstellterm agu(t) linear von wu(t) abhéngt.

Wir definieren Eigenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems als

wp 1= y/ag € [0, o0. (7.22)

Das ist die Kreisfrequenz (= Winkelgeschwindigkeit) des ungeddmpften Systems, wel-
ches durch die GDG
i+ agu = 0

beschrieben wird. Das folgt aus einer Rechnung wie in Beispiel 7.2. Wir definieren den
Diampfungskoeffizienten

a
0:= 51
Mit diesen Notationen wird die GDG (7.21) zur Gleichung
i 4 20U + wju = 0. (7.23)
Das néchste Resultat folgt aus Satz 7.8. Wir definieren
pi=1/62 — wi €]0, 00l
Falls 0 < wg, dann definieren wir die Kreisfrequenz der gedimpften Schwingung als

wa = \/wi — 6% €]0, o0

Proposition 7.9 (allgemeine Losung der homogenen GDG zweiter Ordnung, freie
geddampfte Schwingung). Die allgemeine reellwertige Losung u der GDG (7.23) ist
gegeben durch:

(a) Fall § < wy (unterkritische Dampfung):

u(t) = e (acos(wat) + bsin(wat)), a,beR (7.24)

(b) Fall § = wq (kritische Dampfung, aperiodischer Grenzfall):

u(t) = (cy + cot)e ™, c1,09 € R

(c) Fall 6 > wy (tberkritische Dimpfung, Kriechfall):

u(t) = crel7rmt 026(_5_M)t7 c1, 6 € R (7.25)



7.3. HOMOGENE GDG ZWEITER ORDNUNG, FREIER GEDAMPFTER
HARMONISCHER OSZILLATOR 347

vﬂv/\/\ t

Abbildung 7.4: Die Losung (7.24) fiir a = 1, b = 0 der GDG (7.23) im unterkritisch
geddmpften Fall § < wy.

\ |
Abbildung 7.5: Die Losung (7.25) der GDG (7.23) im iiberkritisch geddmpften Fall
d > wy fiir verschiedene Wahlen von ¢; und ¢,. Fiir die rote Losung ist #(0) < 0, fiir

die blaue Losung ist ©(0) = 0 und fiir die griine Losung ist £(0) > 0. Die rote Losung
geht einmal durch 0 hindurch, die anderen Lésungen bleiben positiv.

Bemerkungen. e Wir betrachten den Fall unterkritischer Dampfung, also § < wy.
(Siehe Abbildung 7.4.) Die allgemeine Losung u der GDG (7.23) ist dann das
Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion mit Abklingkonstante (= Ab-
fallkonstante) 0 und einer sinusformigen Funktion. Das rechtfertigt den Namen
Dampfungskoeffizient fiir 6. Das System fiihrt eine abklingende Schwingung mit
der Kreisfrequenz wy aus, die kleiner als die Kreisfrequenz wy der ungedampften
Schwingung ist. Die Bewegung des Systems ist also geddmpft periodisch!*.

e Wir betrachten jetzt den Fall iiberkritischer Dampfung, also 0 > wy. (Siehe Abbil-
dung 7.5.) Dann ist u eine Linearkombination zweier Exponentialfunktionen mit
Abklingkonstanten 6 — p > 0 und 6 + ¢ > 0. Das System fiihrt keine Schwingung

HUDamit meinen wir, dass die Bewegung durch das Produkt einer abklingenden Exponentialfunktion
und einer periodischen Funktion beschrieben wird.
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aus. Die Funktion u geht maximal einmal durch Null hindurch.'? Sie “kriecht”
fiir grosse Zeiten zum Gleichgewichtszustand 0 zuriick. Dieser Fall wird darum
Kriechfall genannt. Die Bewegung des Systems ist also nicht (geddmpft) peri-
odisch. Die zu starke Dampfung verhindert Schwingungen.

e Wir betrachten den Fall kritischer Dampfung, § = wy. Das System fiihrt keine
Schwingung aus. Die Funktion u geht maximal einmal durch Null hindurch.? Sie
“kriecht” fiir grosse Zeiten zum Gleichgewichtszustand 0 zuriick. 6 = wy ist der
kleinste Wert von 4, fiir den die Bewegung des Systems nicht geddmpft periodisch
ist. Dieser Fall heisst darum aperiodischer Grenzfall.

Beweis der Proposition 7.9: Das charakteristische Polynom der GDG (7.23) ist

gegeben durch
p(A\) = A? + 26\ + Wi

Gemiiss der Mitternachtsformel'® sind seine Nullstellen gegeben durch

A= -04+4/02—w2=-6+pueC.

In den Fiéllen § > wy und 6 = wy folgt die Aussage von Proposition 7.9 daher aus Satz
7.8. Wir betrachten den Fall § < wy. Wir haben

A= =0 iyJw? — 62 = =5 + iwg.
Geméss Satz 7.8 1ost die Funktion
up(t) = M = e et = ¢7%(cos(wyt) =+ i sin(wgt))
daher die GDG (7.23). Daher 16st die Funktion (7.24) die GDG.

Um zu zeigen, dass dies die allgemeine reellwertige Losung ist, sei nun u eine solche
Losung. Gemaéss Satz 7.8 erzeugen us den Losungsraum Z. Daher existieren Zahlen
cy € C so, dass

U=C_U_ + CiU4.

Da u reellwertig ist, haben wir u = u, daher
c_e Wil ¢, et = GTeal 4 Tl
daher ¢_ = ¢y und darum
u(t) = e " (acos(wat) + bsin(wat)), wobei a := 2Re(cy ), b:= —2Im(cy ).

Das beweist Proposition 7.9. O

12WWir nehmen hier an, dass ¢; und ¢z nicht beide gleich 0 sind.
13Wir nehmen hier an, dass ¢; und ¢ nicht beide gleich 0 sind.
“Damit meinen wir die Losungformel fiir eine quadratische Gleichung.
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Bemerkung. [freier Federschwinger, freier elektrischer Schwingkreis] Proposition 7.9
liefert die allgemeine Losung der GDG (7.5). Somit beschreibt sie die Bewegung eines
freien Federschwingers. (Siehe Beispiel 7.2 und Ubungsserie 1 (Federschwinger).) Des
Weiteren liefert Proposition 7.9 die allgemeine Losung der GDG (7.12) mit U = 0.
Somit beschreibt sie die Zeitentwicklung eines freien elektrischen Schwingkreises. (Siehe
Beispiel 7.3(a).) Somit haben wir Problem (i) (S. 334) gelost.

7.4 Inhomogene lineare GDG, Anwendung:
elektrischer Schwingkreis mit
Wechselspannungsquelle, erzwungene
Schwingung, Resonanz

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 3.6] und [Stra, 5.7]. Wir behandeln hier die all-
gemeine Losung einer inhomogenen linearen GDG und beschreiben wir damit den
elektrischen Schwingkreis mit kosinusférmiger Wechselspannungsquelle.

Wir betrachten die inhomogene lineare GDG (7.13), also
> antuP(t) = f(t), VteR (7.26)
k=0

Die allgemeine Losung dieser GDG ist die Summe einer festen partikuléren Losung der
GDG und einer beliebigen Losung der entsprechenden homogenen GDG

> atuP(t) =0, VteR (7.27)
k=0
Bemerkungen 7.10. [allgemeine Losung der inhomogenen GDG]

(i) Fiir jede Losung u, € C™(R;C) von (7.26) gilt:

{ue C"(R;C) |uldst (7.26)} = {up + un | uy € C™(R; C) = wy, 16st (7.27)}.

Die Inklusion “D” folgt aus dem Superpositionsprinzip, Bemerkung 7.5(i). (Uberpriifen

Sie, dass auch “C” gilt!)

(ii) Das p in der Notation u, steht fiir partikuldr. Die Funktion uy, ist eine partikuldre,
d. h., spezielle Losung der GDG (7.26).

(iii) Es gilt auch die zu (i) analoge Aussage, die wir dadurch erhalten, dass wir C
durch R ersetzen.
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Bemerkung 7.11. [partikuldre Losung der inhomogenen GDG]Seien n € Ny, ag, . . ., an, ¢, €
C so, dass ZZ:o apa® = a,a” + ...+ aja + ag # 0. Dann 16st die Funktion
at

U=U,:R>C, Uy(t) = =

L 7.98
Zk:o apa® ( )

die GDG
> aUW(t) = a, UM () + ...+ aU(t) + aU(t) = ce™,  VteR (7.29)

k=0
Das folgt durch mehrfaches Ableiten der Funktion U, und Einsetzen in die GDG.

Beispiel. [allgemeine Losung einer inhomogenen GDG] Wir betrachten die inhomo-
gene GDG fiir eine Funktion u : R — R gegeben durch

ii(t) + u(t) = e*. (7.30)

Geméss Bemerkung 7.11 16st die Funktion

63t e3t

) =— =
Go(t) 1-32+1-3° 10
die GDG (7.30). Geméss Proposition 7.9 ist die allgemeine reellwertige Losung der
homogenen GDG 1 + u = 0 gegeben durch

up(t) = acos(t) + bsin(t), a,beR.

(Diese GDG ist unterkritisch geddmpft, d. h., Fall (a) trifft zu.) Geméss Bemerkung
7.10(iii) ist die Losungsmenge von (7.30) daher gegeben durch

3t

{ue C*(R;R) |u lost (7.30)} = {t -t acos(t) + bsin(t)

Re.
10 a,b e }

Wir betrachten jetzt die inhomogene (7.29) im Fall n = 2, ay = 1,a9,a; > 0 und f
gegeben durch ein Vielfaches einer Kosinusfunktion.

Bemerkung 7.12. [partikuldre Losung der inhomogenen GDG der Ordnung 2, mit
kosinusférmiger Inhomogenitiit] Seien jetzt ag, a;,c,w € [0, 00][ so, dass ag # w? oder
ajw # 0. Wir betrachten die GDG

i(t) + ar1a(t) + agu(t) = ccos(wt). (7.31)
Wir schreiben in Polarform

re = ay — w? + iaw, r €]0,00], ¥ € [0, 7]. (7.32)
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Wir haben

r= \/(ao — w?)? + alw?. (7.33)

Wir definieren die Funktion
up : R— R, up(t) == ¢ cos(wt — ). (7.34)
r

Wir zeigen, dass diese Funktion die GDG (7.31) erfiillt. Wir definieren U,, wie in (7.28)
mit a; = 1 und a = iw, also

at

ce
Up(t) = n=2
5 ot
k=0
B ceiwt (7 35)
—w? 4 iaw + ag '
_ e 7.32 7.36
= (wegen 7.32) (7.36)
= Seilwt=v), (7.37)
r
Wir haben
up(t) = ° Re (ei(”t_w)> (wegen der Eulerschen Formel e = cosx + i sin )
r
= Re(Up(t)) (wegen 7.37). (7.38)

Gemiss Bemerkung 7.11 16st U = U,, die GDG (7.29), also

U(t) + a U(t) + aoU(t) = ce™'.
Wegen (7.38) 16st u = u,, daher die GDG
i(t) + aru(t) 4+ aou(t) = Re (ce™*) = ccos(wt),

also (7.31), wie behauptet. (Alternativ konnen wir das auch direkt nachrechnen, indem
wir u, zweimal ableiten und in die GDG einsetzen.) A

Bemerkung. [komplexe Zahlen] In Bemerkung 7.12 haben wir erfolgreich komplexe
Zahlen und die Eulersche Formel verwendet, um eine reellwertige Losung einer GDG
mit reellen Koeffizienten zu bestimmen. Komplexe Zahlen kénnen also auch in “reellen”
Situationen niitzlich sein. A

Wir verwenden jetzt die allgemeine Losung der inhomogenen GDG, um den elektrischen
Schwingkreis mit kosinusférmiger Wechselspannungsquelle zu beschreiben. Wir fiihren
jetzt also Schritt 2 (Beispiel 7.3) aus:
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Beispiel 7.13. [Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle, Losung der GDG fiir die
Ladung] Wir betrachten einen gedampften elektrischen Reihenschwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, wie in Beispiel 7.3 unter (b). Wir nehmen an, dass die vorgegebene
Spannung U eine Kosinusfunktion der Zeit ist, also

U(t) = Uy cos(wt), wobei Uy, w € [0, ool (7.39)
(Die Funktion U ist proportional zur Inhomogenitét in der GDG (7.12). Sie spielt also

nicht die Rolle der komplexwertigen Losung einer GDG wie in Bemerkung 7.11.) Die
GDG (7.12)wird dann zur Gleichung

Q}+%Q+E%Q)@y:%%%@@, vt € R. (7.40)

Die GDG (7.40) stimmt dann mit (7.31) iiberein, wobei

1 R Uo
apg = ﬁ, ap ‘= Z, C = f (741)
Wir definieren r, 1 durch (7.32),
Qp = up
wie in (7.34), die Phasenverschiebung als
s
p=v-3 (7.42)
und den Scheinwiderstand als
1 2
7 =1, = 2 (—— L ) 4
\/R + 0 + Lw (7.43)

Wir berechnen

=— gw sin(wt — 1) (wegen (7.34))

=Uy cos(wt — )
(=) + 1

(wegen (7.33,7.41,7.42) und — sinz = cos <x + g))

:% cos((,ut — gp) (Wegen (7.43)). (7‘44)
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Gemiiss Bemerkung 7.12 16st die Funktion @, die GDG (7.31), also die GDG (7.40).
Die allgemeine Losung der GDG ist gegeben durch

Q:Qh+Qpa

wobei @), die allgemeine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung ist. (War-
um?) Gemdss (7.7) ist die Stromstérke I gegeben durch

I=Q=0,+Q, =1L +1I,,  wobei I = Q.

Wir nehmen jetzt an, dass R > 0. Dann klingt [, exponentiell ab. Daher ist I asympto-
tisch fiir nach unendlich gehende Zeit durch I, gegeben. (In der Praxis bedeutet das,
dass I nach einer Einschwingphase nédherungsweise durch I, gegeben ist.) Die angelegte
Wechselspannung U (t) = Uy cos(wt) erzeugt im Schwingkreis mit Wechselspannungs-
quelle gemiss (7.44) also (asymptotisch) die Stromstérke

: U,
I(t) = I,(t) = Qu(t) = 70 cos(wt — ). (7.45)
Somit haben wir Problem (ii) (S. 334) gelost. A

Bemerkungen. [Schwingkreis mit Wechselspannungsquelle, Losung der GDG]

e Gemiss (7.45,7.39) ist die erzeugte Stromstérke im Schwingkreis mit Wechsel-
spannungsquelle gegeben durch die um den Winkel ¢ phasenverschobene Span-
nung U geteilt durch den Scheinwiderstand Z. Die Stromstérke fiihrt also eine
kosinusférmige Schwingung mit derselben Frequenz wie die angelegte Spannung
aus, aber die Phasen unterscheiden sich. Bis auf eine Phasenverschiebung verhélt
sich ein solcher Schwingkreis also wie die Schaltung, die aus einem Widerstand
besteht, der an eine Batterie geschaltet wird, wobei Z die Rolle des Widerstands
spielt.

e Wir definieren die Figenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems wie in (7.22) als

1
wg::\/a_g:ﬁ.

Das ist die Kreisfrequenz des idealen (= ungedampften) freien Schwingkreises, der
durch Beispiel 7.3(a) mit R = 0 gegeben ist. (Das entspricht einem Schwingkreis,
der nur aus einem Kondensator und einer Spule besteht, ohne einen Widerstand.)
Im Fall R # 0 und w = wy ist ¢ geméss (7.42,7.32) gleich 0. Die Spannung und
die Stromstérke sind dann also in Phase.
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=

wo
Abbildung 7.6: Amplitude A, der Stromstéirke in Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz
w fiir verschiedene Werte von R.

e Die Amplitude der Stromstdrke ist durch

_ Y

A,
Z

gegeben. Siehe Abbildung 7.6. Die Amplitude ist genau dann maximal, wenn der
Scheinwiderstand Z, minimal ist. Das ist genau fiir

der Fall. (In diesem Fall ist die Klammer in (7.43) gleich null.) In diesem Fall ist
das System in Resonanz mit der Anregung.

e Aus der Formel (7.43) folgt: Je mehr sich w, die Anregungsfrequenz, von wy, der
Eigenfrequenz des Schwingkreises, entfernt, desto kleiner wird die Amplitude A,,.
Fiir w — oo und w — 0 konvergiert A, gegen 0. Das Eingangssignal (die zeit-
abhéngige Spannung U) wird also abhéngig von der Kreisfrequenz w in ein starkes
oder schwaches Ausgangssignal (die zeitabhéngige Stromstérke /) umgewandelt.
Der Schwingkreis wirkt darum néherungsweise wie ein Filter, der nur Frequenzen
in der Néhe von wy durchlésst. Diese Eigenschaft wird in Anwendungen genutzt.

e Aus der Formel (7.43) folgt: Je grosser der Widerstand R, desto kleiner ist die
Amplitude. Der Widerstand hat also eine dampfende Wirkung auf den Schwing-
kreis. Fiir R — oo konvergiert die Amplitude gegen 0. Im Fall w = wy kon-
vergiert sie fiir R — 0 gegen oo. Tatséchlich wéchst im Fall w = wy und
R = 0 die Amplitude der Stromstérke linear mit der Zeit an. (In diesem Fall
ist Qp(t) :== 2ggotsin(cuot) eine partikuldre Losung der GDG (7.40).) Sie wichst
dann also ins Unermessliche. Es tritt daher die sogenannte Resonanzkatastrophe

€111.
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7.5 System gewohnlicher Differentialgleichungen,
Umschreiben einer GDG als ein System erster
Ordnung, Anfangswertproblem, Existenz- und
Eindeutigkeit der Losung,
Matrixexponentiation, Fundamentallésung

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 3.5] und [Stra, 5.6, 5.7]. Wir betrachten hier Sys-
teme gewohnlicher Differentialgleichungen. Ein solches System besteht aus mehreren
Differentialgleichungen fiir mehrere Funktionen. Solche Systeme beschreiben die Wech-
selwirkung verschiedener physikalischer Grossen. Ein Beispiel dafiir ist der elektrische
Schwingkreis. Wir haben diesen mit Hilfe mehrerer Differentialgleichungen fiir verschie-
dene elektrische Grossen beschrieben. (Daraus haben wir dann eine einzelne GDG fiir
die Ladung @ hergeleitet.) Jede GDG kann als ein System von GDG erster Ordnung
umgeschrieben werden.

In Anwendungen beschreiben gewohnliche Differentialgleichungen alleine ein physika-
lisches System meistens noch nicht vollstdndig. Das System wird jedoch oft vollstéandig
beschrieben, wenn wir zusétzlich zur Differentialgleichung noch Anfangsbedingungen
hinzunehmen. Diese Bedingungen werden oft durch den experimentellen Aufbau vor-
gegeben. Dadurch erhalten wir ein Anfangswertproblem. Fiir ein lineares System von
GDG erster Ordnung existiert eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems. Diese
Losung kann mittels Matrixexponentiation ausgedriickt werden, falls das lineare Sys-
tem konstante Koeffizienten besitzt und aus gleich vielen Gleichungen besteht, wie wir
Funktionen haben.

In diesem Abschnitt schreiben wir einen Punkt X € R™ als
X =(X°...,x"").

(Der obere Index lduft also von 0 bis n — 1.) Seien m,n € Ny und I ein offenes
Intervall. Wir nennen eine Funktion U : I — R" differenzierbar g. d. w. fiir jedes
i € {0,...,n — 1} die Komponente U? : I — R" differenzierbar ist. In diesem Fall
definieren wir

UO

et
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Definition. Fin System von m gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir n Funktionen von I nach R ist eine Gleichung fiir eine differenzierbare Funktion
U:I— R" der Form

(t,U(t),U(t)) =0, Vtel,
wobei ® : I x R" x R — R™ eine feste Funktion der Variablen t, X,Y ist, die nicht
beztiglich Y konstant ist. Wir nennen ein solches System linear g. d. w. es eine Funktion

F I — R™ gibt so, dass fir jedes t € I die Funktion (X,Y) — ®(¢t,X,Y) + F(t)
linear ist.

Analog definieren wir den Begriff eines Systems von GDG erster Ordnung fiir n Funk-
tionen von I nach C und Linearitdt eines solchen Systems.

Wir nehmen jetzt an, dass das System linear ist. Falls F' wie oben konstant gleich 0
gewdhlt werden kann, dann heisst das System homogen, sonst inhomogen. Die Funk-
tion F' heisst die Inhomogenitit (oder Quellterm) der GDG.

Bemerkung. Die Funktion F' wie oben ist eindeutig bestimmt (falls sie existiert).

Beispiel. [mehrstufiger radioaktiver Zerfall] Wir betrachten eine radioaktive Substanz
So, die iiber die Zwischenstufen S, ..., .S,_s in eine stabile Substanz S,_; zerfallt. Wir
schreiben:

U'(t) := Anzahl Atome der Substanz S; zum Zeitpunkt ¢ '
a; := Zerfallskonstante der Substanz S;

Der mehrstufige Zerfall wird durch folgende GDG beschrieben:

U° = —qoU°
Ut = aoU® — a,U?
(7.46)
Un—? = AU — a, U2

Un—l — an_2UTL—2

15Tm Zusammenhang mit Systemen von GDG verwenden wir einen oberen Index fiir die i-te ge-
suchte Funktion. Das stimmt mit der Konvention der Physik iiberein, einen oberen Index fiir die
Komponenten eines Vektors zu verwenden. Wenn die Gefahr besteht, den oberen Index mit einer
Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index verwenden.
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Wir definieren

—Qo 0 0
UO ap —aip
U:= : R—R", A= 0o .. - 7
n—1 .
U : —Ap—9 0
0 0 an—2 0

®(t,X,Y) =Y — AX.

(7.46) ist entspricht dem System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
gegeben durch

O(t,U®1),U(t)) =0, Vt,
d.h. U= AU (7.47)

Dieses System von GDG ist homogen linear.

Beispiel. [System von GDG] Wir betrachten den elektrischen Schwingkreis mit Wech-
selspannungsquelle, siehe Beispiel 7.3. Wie wir gesehen haben, wird der Schwingkreis
durch die Gleichungen (7.7,7.8,7.9,7.10,7.11) fiir die elektrischen Gréssen Q, I, U¢c, Ug, Uy,
beschrieben. Diese Gleichungen formen ein inhomogenes lineares System von GDG. Die
Inhomogenitét enthélt die angelegte Spannung U'.

Bemerkung. In diesem Beispiel enthalten 3 Gleichungen keine Ableitungen. Das ist
geméss unserer Definition eines Systems von GDG erlaubt. Gewisse Autoren/innen
von Biichern schliessen solche Systeme jedoch aus.

Wir betrachten jetzt eine Funktion ¢ : I x R"™! — R und die entsprechende GDG der
Ordnung n,
et u®),u(t),...,u™ () =0, Vtel (7.48)

Wir kénnen diese GDG als ein System von GDG erster Ordnung umgeschreiben:

Bemerkungen 7.14. [Umschreiben einer GDG als ein System erster Ordnung]

(i) Wir definieren die Funktion

Yo — Xt
Yyt — X2
d:IxR"x R — R", O(t, X,Y) = :
Yan_anl

e(t, X, Y1)
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Sei U = (UO, cee U”_l) : I = R" eine Funktion und u := U°. U ist differenzierbar
und 16st das System von GDG

o(t,Ut),Ut) =0, Vtel (7.49)
genau dann, wenn die Funktion u n-mal differenzierbar ist, die Gleichheiten
W =UF k=1,...,n-1,
erfiillt und die GDG (7.48) 16st. Daraus folgt, dass die Abbildung

{differenzierbare Losung U : I — R" von (7.49)}
— {n-mal differenzierbare Losung u : I — R von (7.48)}

wohldefiniert und bijektiv ist. Somit haben wir die GDG (7.48) als das System
von GDG erster Ordnung (7.49) umgeschrieben.

(ii) Wir nennen eine GDG explizit, wenn sie die Form
u™ = w(-, u,. .. ,u(”_l)), vt (7.50)
hat. Wir betrachten jetzt eine solche GDG. Wir schreiben
[Ran

= {m x n-Matrix mit Eintrégen in [R}.

Wir nehmen an, dass die GDG (7.50) linear ist. Dann gibt es Funktionen f, ag,...,a,_1 :
I — R so, dass

n—1
Ot a2 ==Y ar(t)t + f(), V.
k=0
Wir definieren die Funktionen
v :
A= ' 0 [ R R 0 [ — R,
0 0 1 !
_a/O P _an—l

(7.51)

Eine Funktion U = (U°,...,U"") : I — R ist differenzierbar und 16st das
System von GDG .

U= AU + F (7.52)

genau dann, wenn die Funktion u := U n-mal differenzierbar ist, die Gleichheiten

W =UF k=1,....n-1,
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erfiillt und die explizite lineare GDG

n—1

ul(t) = =Y ap(tuP () + f(t),  Vtel, (7.53)

k=0
16st. Daraus folgt, dass die Abbildung

{differenzierbare Losung U : I — R" von (7.52)}
— {n-mal differenzierbare Lésung u : I — R von (7.53)}

wohldefiniert und bijektiv ist. Somit haben wir die explizite lineare GDG (7.53)
als das explizite lineare System von GDG erster Ordnung (7.52) umgeschrieben.

(iii) Es gelten auch zu den obigen Bemerkungen analoge Bemerkungen fiir GDG fiir
komplexwertige Funktionen.

Beispiel 7.15. [Umschreiben] Wir kénnen die explizite lineare GDG
U= —u

umschreiben als das System von GDG fiir eine vektorwertige Funktion U : R — R?
gegeben durch

: ... (0 1
U = AU, wobei A = (_1 O)'

Wir schreiben u := U°. Gemiss Bemerkung 7.14(ii) 16st die Funktion U das Glei-
chungssystem U = AU genau dann, wenn

u=U"  i=-u.
Sei I ein Intervall, to € I, ® : [ x R x R® — R™ eine Funktion und U, € R™. Das
zugehorige Anfangswertproblem ist gegeben durch
o(t,U®t),U1) =0, Vtel,
U(to) = Up.
Wir betrachten jetzt den Fall m = n.

Satz 7.16 (Existenz- und Eindeutigkeit der globalen Losung eines linearen Systems
von GDG). Seien A : I — R™™ und F : I — R" stetige Funktionen. Das Anfangs-
wertproblem
Ut)= AU(t) + F(t), Vtel, (7.54)
Ulto) = Us. (7.55)

besitzt eine eindeutige Losung U € C*(I;R™).
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Beweis: [Tes12, Theorem 3.9, p. 81]. Fiir den Fall, dass A konstant ist, siehe auch
[Stra, Satz 5.6.1, S. 104]. O

Bemerkung. Die in diesem Satz beschriebene Losung ist global definiert, d. h. auf
dem ganzen Intervall I.

Mit Hilfe der oben beschriebenen Reduktion einer GDG auf ein System von GDG
erster Ordnung impliziert dieser Satz, dass jede lineare GDG eine eindeutige globale
Losung hat:

Korollar 7.17 (Existenz- und Eindeutigkeit der globalen Losung einer linearen GDG).

Seien f,ao,...,an_1 : I — R stetige Funktionen und ul, ..., uj~" € R. Das Anfangs-
wertproblem
n—1
ul () + 3 a(tuP () = f(t),  Vtel, (7.56)
k=0
ub (ty) =uk,  Vke{0,...,n—1}, (7.57)

besitzt eine eindeutige Losung u € C™(I;R).
Bemerkung. Es gilt auch ein analoges Resultat fiir GDG fiir komplexwertige Funk-

tionen.

Beweis des Korollars 7.17: Existenz: Wir definieren A und F wie in (7.51) und

Ug
UO =

n—1
Ug

Geméss Satz 7.16 gibt es eine Losung U = (UO, cee U"’l) € CHI;R") des Anfangs-
wertproblems (7.54,7.55) . Geméiss Bemerkung 7.14(ii) ist die Funktion u := U® n-mal
differenzierbar, 16st die GDG (7.56) und erfiillt

WP =UF k=1,...,n-1.
Mit Hilfe der Anfangsbedingung (7.55) folgt daraus, dass
u® (to) = ul, Vk e€{0,...,n—1},

d. h., u erfiillt die Anfangsbedingungen (7.57). Da u die GDG (7.56) lést und u, . .., u™ Y aq, ..., an_1, f
stetig sind, ist u n-mal stetig differenzierbar. Das zeigt, dass ein u mit den gewiinschten
Eigenschaften existiert.
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Eindeutigkeit von u folgt mittels eines dhnlichen Arguments aus der Eindeutigkeits-
aussage von Satz 7.16 und Bemerkung 7.14(ii). Das beweist Korollar 7.17. O

Beispiel 7.18. Das Anfangswertproblem

i +u=0,
u(0) =1, w(0) =0
besitzt die eindeutige Losung
U = COS.
Dass diese Funktion das Anfangswertproblem 16st, folgt durch Nachrechnen. Dass es

die einzige Losung ist, folgt aus Korollar 7.17.

Bemerkungen. Um die Losung eines Anfangswertproblem fiir eine homogene linea-
re GDG mit konstanten Koeffizienten zu finden, konnen wir die folgende Strategie
verwenden:

e Bestimme die allgemeine Losung der GDG mittels Satz 7.8. Wir schreiben diese
Losung als eine Linearkombination der Basisfunktionen wuy.

e Die Anfangsbedingungen liefern ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizien-
ten der Linearkombination. Wir 16sen dieses Gleichungssystem mit einer Methode
aus der Vorlesung Lineare Algebra (zum Beispiel mit Gauflelimination).

Im reellen Fall mit n = 2 kénnen wir statt Satz 7.8 die Proposition 7.9 verwenden.

Beispiel. Wir verwenden diese Strategie, um die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

i+ u =0,
u(0) =1, w(0) =0 (7.58)

zu bestimmen. Geméss Proposition 7.9 ist die allgemeine reellwertige Losung der GDG
i+ u = 0 gegeben durch

u = a cos +bsin, a,beR.

(Wir sind im unterkritischen Fall (a).) Durch Einsetzen in (7.58) erhalten wir folgendes
lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizienten a, b:

1 =u(0) = acos(0) + bsin(0) = a,

0 = u(0) = —asin(0) + bcos(0) = b.
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Wir erhalten also
u=1-cos+0 -sin = cos.

(Vergleiche mit Beispiel 7.18.)

Obwohl geméiss Korollar 7.17 das Anfangswertproblem fiir eine lineare GDG eine ein-
deutige Losung besitzt, lassen sich gewisse dieser Losungen nicht durch eine explizite
Formel darstellen, selbst wenn die GDG homogen ist. Mit sich durch eine explizite
Formel darstellen lassen meinen wir hier Liouville-Typ besitzen. Um diesen Begriff zu
erkldren, benotigen wir das Folgende. Sei Xy C C. Eine (komplez) mehrwertige Funkti-
on auf Xq ist eine Abbildung von Xy nach der Menge der Teilmengen von C. Ein Zweig
einer mehrwertigen Funktion F' auf X ist eine stetige Funktion f auf einer Teilmenge
X von Xj ¢ so0, dass f(z) € F(z) fiir jedes z € X.

Wir sagen, dass eine Funktion von einer Teilmenge X C C nach C Liouville-Typ besitzt
g. d. w. sie ein Zweig einer mehrwertigen Funktion vom komplexen Liouville-Typ
ist. Dabei sagen wir, dass eine mehrwertige Funktion komplexen Liouville-Typ besitzt
g. d. w. wir sie aus

e rationalen Funktionen,

e der komplexen Exponentialfunktion Exp : C — C,

e der mehrwertigen komplexen Logarithmusfunktion Log!”
in endlich vielen Schritten mittels folgender Operationen bilden kénnen!®:

e arithmetische Operationen +, —, X, =+
e Verkettung!?

e Losen von algebraischen Gleichungen mit Koeffizienten gegeben durch mehrwer-
tige Funktionen vom komplexen Liouville-Typ?°

16In Biichern wird hier oft vorausgesetzt, dass X, und X offen sind.

17Sieche Bemerkung 6.47(iv).

8Dabei setzen wir entstandene Funktionen soweit moglich stetig fort. Seien zum Beispiel f :
C\{0} = C, f(») := %, g:C—C, g(z) := z. Wir setzen das Produkt fg zur stetigen Funktion auf
C fort, die konstant gleich 1 ist. Ahnlich verfahren wir mit mehrwertigen Funktionen.

9Wir definieren die Verkettung zweier mehrwertiger Funktionen F und G, indem wir G o F(x)
gleich der Menge der Elemente aller G(y) setzen, wobei y alle Elemente von F(z) durchlduft.

Damit meinen wir eine Gleichungen der Form . A;F* = 0 fiir eine mehrwertige Funktion
F, wobei Ay, ..., A, mehrwertige Funktionen vom komplexen Liouville-Typ sind. Ein Beispiel einer
solchen Gleichung ist 2F(z)® + Exp(2?)F(z) + Log o Log(z) = 0.
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e Stammfunktion?! nehmen

Beispiele. [Liouville-Typ| Beispiele von Funktionen vom Liouville-Typ sind:

e Jede elementare Funktion. Siehe S. 292 und Beispiele 6.50, also insbesondere
jede rationale Funktion, Potenz-, Exponential-, Logarithmusfunktion, trigono-
metrische Funktion, Arkusfunktion

o f:R—=R, f(x) ::/ edey
0
Bemerkung: Diese Funktion ist nicht elementar. (Siehe Beispiel 6.51.)

Beispiel 7.19. [nicht Liouville-Typ, Losung einer GDG ohne explizite Formel| Seien
ug, up € R. Gemiiss Korollar 7.17 besitzt das Anfangswertproblem

ii(t) + tu(t) =0, u(0) = ug, u(0) = ug

eine eindeutige Losung. Falls u) # 0 oder u} # 0, dann ist diese Losung jedoch nicht
vom Liouville-Typ. Das ist ein schwierig zu beweisender mathematischer Satz.?? Die
Losung des Anfangswertproblems lasst sich also nicht durch eine explizite Formel im
Sinne einer Funktion vom Liouville-Typ darstellen, obwohl wir es bei der Definition
dieses Begriffes sogar zulassen, Stammfunktionen zu nehmen.?

Bemerkungen. [explizite Formel, numerische Methoden]

e Im Gegensatz zum obigen Beispiel gibt es fiir die allgemeine Lésung einer homo-
genen linearen GDG mit konstanten Koeffizienten eine explizite Formel. Geméss
Satz 7.8 ist diese Losung nédmlich eine Linearkombination der Basisfunktionen
wi(t) = thelit,

e In der Praxis konnen wir die Losungen einer GDG mit Hilfe von numerischen
Methoden beliebig genau berechnen, selbst dann, wenn es keine explizite For-
mel dafiir gibt. Siehe das Fach Numerische Methoden (ITET, 4. Semester). Das
Fach Numerical Methods for Partial Differential Equations (RW, Grundlagen-
fach, 4. Semester) behandelt numerische Verfahren fiir partielle Differentialglei-
chungen (siehe Analysis 3).

21Gei U C C offen. Eine Stammfunktion einer Funktion f : U — C ist eine Funktion von U nach C,
deren komplexe Ableitung existiert und gleich f ist. (Siehe die Vorlesung Mathematische Methoden
fir ITET und RW.) Fiir eine mehrwertige Funktion definieren wir den Begriff einer Stammfunktion
dhnlich.

22Giehe [Kap57, Theorem 6.6., p. 43].

23Wir verwenden hier die Sprechweise ezplizite Formel also in einem allgemeineren Sinn als in
Beispiel 6.51. Dort meinten wir damit eine elementare Funktion.
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Bemerkung. Korollar 7.17 besagt, dass das Anfangswertproblem fiir eine lineare GDG
eine globale, d. h. fiir alle Zeiten definierte, Losung besitzt. Fiir nichtlineare GDG ist
das im Allgemeinen falsch. Zum Beispiel besitzt das Anfangswertproblem (AWP)

U= u?, u(0) =1
keine globale Losung. Das folgt aus der Tatsache, dass die Funktion
u:] —o0,1[— R, u(t) .= ——

dieses Anfangswertproblem 16st und dass je zwei Losungen auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsbereiche {ibereinstimmen. (Das ist die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von
Picard-Lindel6f. Siehe [Stra, Satz 6.5.1, S. 145].) Intuitiv besitzt das AWP keine globale
Losung, weil die Losung u(t) := & zur Zeit t = 1 explodiert, d. h., gegen co geht.

Falls die matrixwertige Funktion A konstant ist und F' = 0, dann kénnen wir die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems (7.54,7.55) mittels Matrixexponentiati-
on ausdriicken. Um diese Exponentiation zu erkldren, brauchen wir Folgendes. Seien

Aty A € C. Wir schreiben die Diagonalmatrix mit diagonalen Eintrdgen Ay, ..., \,
als
M O .- 0
. 0 :
diag (A1, ..., ) = '
: - 0
0 -+ 0 M\,
Im Fall A\; =--- = )\, ist das die Einheitsmatrix

1:= 1, :=diag(1,...,1).

Bemerkung. In [Stra] wird diese Matrix mit “id” bezeichnet. Ich verwende dafiir 1,
um einen Konflikt mit der Notation “id” fiir die Identitdtsabbildung zu vermeiden.

Seien M, M, € C™*" fiir £ € Ny. Wir sagen, dass die Folge (M;)sen, gegen M konver-
giert g. d. w. fur allei € {1,...,m} und j € {1,...,n} die Folge ((Mg)"j)eGINO gegen
M ij konvergiert. In diesem Fall schreiben wir

M = lim M,.

l—00

Definition (Matrixexponential). Fir jede Matriz X € C"*" definieren wir thr (Matrix-
Jexponential als die Matriz

eX = Exp(X) := Z — = lim —. (7.59)

k=0 k=0
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Bemerkungen. e Wir verwenden hier die Konvention

X0.=1, VX e C,
e Mit Hilfe von [Stra, Beispiel 3.7.2, S. 42] kann gezeigt werden, dass der Limes in
(7.59) existiert.

Beispiel 7.20. [Matrixexponential] Seien A, ..., A, € C. Fiir die Diagonalmatrix
X = diag ()\1, . ,)\n)
ist das Exponential gegeben durch
e® = Exp(X) = diag (e>‘1, o ,e)‘") )

(Rechnen Sie das nach!)

Sei A € C*™,

Definition (Fundamentallosung). Wir definieren die Fundamentallosung des Systems
von GDG U = AU als die matrizwertige Funktion

o:R—C™™, () := Exp(At).

Proposition 7.21 (Fundamentallosung). (i) Die Funktion ® ist glatt, d. h. beliebig
oft differenzierbar.

(ii) Die Ableitung von ® ist gegeben durch
d(t) = Ad(t) = D(H)A,  VteR

Bemerkung. Im Fall n = 1 kénnen wir die 1 x 1-Matrix A mit ihrem einzigen Eintrag
identifizieren. Die Fundamentallssung ®(t) = e ist dann die gewdhnliche Exponenti-
alfunktion mit Wachstumskonstante A.

Die folgende Bemerkung werden wir im Beweis der Proposition 7.21 verwenden.

Bemerkung 7.22. [Ableitung einer Potenzreihe] Geméss Korollar 5.39 ist jede durch
eine Potenzreihe definierte Funktion im Innern ihrer Konvergenzkreisscheibe differen-
zierbar mit Ableitung gegeben durch gliedweises Differenzieren. Der Konvergenzradius
der abgeleiteten Potenzreihe stimmt mit dem der urspriinglichen Potenzreihe {iberein.
Das folgt aus dem Beweis von [Stra, Satz 5.4.2, S. 93]. Daraus folgt, dass die Potenz-
reihe im Innern ihres Konvergenzgebiets glatt ist.



KAPITEL 7. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,
366 ANWENDUNGEN IN DER MECHANIK UND ELEKTROTECHNIK

Beweis der Proposition 7.21: Beweis von (i): Seien 4, j = 1,...,n. Wir schreiben

(&)
ar ‘= \ =+ .
K

Der Ausdruck

= apt (7.60)

ist eine Potenzreihe in ¢t € R.2* Da diese Potenzreihe fiir jedes t € R konvergiert, ist
ihr Konvergenzbereich gleich R. Geméss Bemerkung 7.22 ist die Potenzreihe daher auf
ganz R glatt. Das beweist (i).

Beweis von (ii): Geméss Bemerkung 7.22 ist die Ableitung der Potenzreihe (7.60)
gegeben durch

[e.9]

() = kat"!
k=0
k k k—1
(i ) :
1

(ACD)Z (t)

Mg

i

i
1)
J

Daraus folgt, dass

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

Das beweist (ii) und schliesst den Beweis der Proposition 7.21 ab. O

Sei Uy € C". Wir definieren die Funktion

U:=dU;:R—C".

24Diese Potenzreihe nimmt komplexe Werte an.
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Korollar 7.23 (Fundamentallosung). Diese Funktion ist glatt und lost das Anfangs-
wertproblem

Beweis des Korollars 7.23: Aus Proposition 7.21(i) folgt, dass U glatt ist. Es gilt

- d
U=— (o
i (O
= U,
= ADU, (geméss Proposition 7.21(ii))
= AU.
Wir schreiben
0 0
0:= :
0 0
0 0 1
fir die n x n-Nullmatrix. Es gilt Exp(0) = — + Z — = — + 0 und darum
0 =kl 1

U(0) = Exp(A - 0)Uy = 1U, = Uy,

Das beweist Korollar 7.23. O

Falls A diagonal ist, also die Form A = diag ()\1, e )\n) hat, dann ist die Fundamen-
tallssung des Systems von GDG U = AU gemiiss Beispiel 7.20 gegeben durch

d(t) = Exp(At) = diag (e)‘lt, o ,e’\”t) :

In der allgemeinen Situation ist die Fundamentallsung mittels der Formel ®(t) =

Exp(At) =2, % mithsam zu berechnen. Falls A jedoch diagonalisierbar ist, dann
kénnen wir die Rechnung stark vereinfachen, indem wir sie auf den diagonalen Fall

reduzieren. Siehe Korollar 7.25. Dieses Korollar folgt aus dem néchsten Resultat.

Proposition 7.24 (Exponential einer mit einer Matrix konjugierten Matrix). Seien
M, T € C™ Matrizen, wobet T invertierbar ist. Es qilt

Exp (TMT™") = T Exp(M)T~".

Bemerkung. TMT~! heisst die mit T konjugierte Matriz M. Proposition 7.24 sagt,
dass das Exponential der mit 7" konjugierten Matrix M das mit 7" konjugierte Expo-
nential der Matrix M ist.
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Beweis der Proposition 7.24: Es gilt

(TMT Y =TMT'TMT™' - . TMT™' =TM*T™',  Vk € Ny, (7.61)

(TMT 1)k
Exp(TMT™') =) %

k=0
¢ —1\k
i S IMTT)
l—o0 — k"
J4 Mk
= lm T ZF T='  (wegen (7.61))
k=0

VL
= (lim —) T (da Konjugieren mit 7" stetig ist)
=T Exp(M)T™! (gemiss der Definition (7.59)).

Das beweist Proposition 7.24. O

Korollar 7.25 (Fundamentallosung fiir eine diagonalisierbare Matrix). Sei A eine dia-
gonalisierbare Matriz, d. h., es gibt eine invertierbare Matriz T € C™*™ und Ay, ..., A\, €
C so, dass

A =T diag ()\1, e /\n)T_l.
Dann ist die Fundamentallosung des Systems von GDG U = AU gegeben durch
®(t) = Exp(At) = Tdiag (eM', ..., eM") TN

Bemerkung. Dieses Korollar liefert eine einfache Formel fiir die Fundamentallésung
im Falle einer diagonalisierbaren Matrix A.

Beweis des Korollars 7.25: Es gilt

Exp(At) = Exp (T diag (Ait, ..., Aut) T7Y)
=TExp (Mt,...,A\ut)T7? (geméss Proposition 7.24)
= T diag (e’\lt, e e’\”t) T (geméss Beispiel 7.20).
Das beweist das Korollar 7.25. O

Um die Fundamentallsung fiir eine diagonalisierbare Matrix A zu berechnen, brauchen
wir auch noch die folgende Proposition aus der linearen Algebra.
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Proposition 7.26 (Eigenwerte und -vektoren). Seien T' € C"*" eine invertierbare
Matriz und My, ..., N\, € C. Wir schreiben T} fiir die j-te Spalte der Matriz T. Die
Gleichheit

A=Tdiag(\,...,\,) T (7.62)

qilt genau dann, wenn fiir jedes j = 1,...,n die Spalte T; ein Eigenvektor von A zum
Figenwert \; ist.

Beweis von Proposition 7.26: Wir zeigen die Implikation “<=". Wir nehmen an,
dass fiir jedes j = 1,...,n die Spalte T} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; ist.
Dann gilt fiir jedes j, dass AT; = T;\; und darum dass

AT =T diag (A1, .., \n) -

Daraus folgt die Gleichheit (7.62).

Die umgekehrte Implikation “=" folgt aus einem &hnlichen Argument. Das beweist
Proposition 7.26. O

Im néchsten Beispiel berechnen wir die Eigenwerte und -vektoren einer Matrix. Diese
Berechnungen werden wir im Beispiel 7.28 verwenden.

Beispiel 7.27. [Erinnerung an Lineare Algebra: charakteristisches Polynom einer Ma-

trix, Eigenwert und -vektor| Das charakteristische Polynom der Matrix A := ( ? ; >

ist gegeben durch

pa(A) :=det(A1 — A)

= det( <)\__12) ()\__12) >

=A=2)A=2)—(=1)- (=1
=22 — 4\ +3.

Die Eigenwerte von A, d. h. die Nullstellen von py4, sind

44++/42—-4-3

)\1 - 3, )\2 = 1 (763)

a= (D) a=(4)

sind Eigenvektoren zu A\; und \,.

Die Vektoren
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Bemerkung. [charakteristisches Polynom| In gewissen Biichern wird das charakte-
ristische Polynom von A durch pa(\) := det(A — A1) statt det(A\L — A) definiert.
Dieses Polynom unterscheidet sich von der hier verwendeten Definition durch den Fak-
tor (—1)". Die beiden Polynome haben die gleichen Nullstellen. Darum kénnen wir
sie beide verwenden, um die Eigenwerte von A zu bestimmen. Der Vorteil der hier
verwendeten Definition ist, dass der Leitkoeffizient?® gleich 1 ist.

Beispiel 7.28. [Fundamentallsung fiir eine diagonalisierbare Matrix, Anfangswert-
problem] Wir betrachten die Matrix

()

(i) Mit Hilfe von Korollar 7.25 und Proposition 7.26 berechnen wir die Fundamen-
tallosung fiir das lineare System von GDG U = AU. Wir definieren Ay, Ay wie in

(7.63) und vy, v, wie in (7.64). Die Matrix T := (v; v3) = G _11> ist inver-

tierbar. Aus Proposition 7.26 und Beispiel 7.27 folgt, dass die Gleichheit (7.62)
gilt. Gemiss Korollar 7.25 gilt daher

-1
. oty e 1 1Y, 11
®(t) = Exp(At) = T diag (M, ™) 77" = (1 —1> diag (¢, ¢') <1 —1) |

(7.65)

(ii) Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

U:AU, U(O):U():l)l:(1>

Gemaiss Korollar 7.23 und der Formel (7.65) aus Teil (i) ist die Losung dieses
Problems gegeben durch

At
U = ®U, = T'diag (eM,e™") (T"'vy = (1,0)) =T (60 > = eMiy; = ¥ G) .

25Das ist der Koeffizient zur héchsten Potenz der Variablen, die im Polynom auftritt. Fiir das
charakteristische Polynom ist diese Potenz gegeben durch A\".



Kapitel 8

Differentialrechnung im R,
Vektorfeld, Konservativitit

Dieses Kapitel entspricht [Bla96b, 5.1, 5.2, 5.4, 6.1, 6.2, 6.4] und [Stra, Kapitel 7]. Wir
betrachten in diesem Kapitel eine vektorwertige Funktion f mehrerer Verdnderlicher.
Fiir eine solche Funktion definieren wir Begriff einer partiellen Ableitung, welche die
gewohnliche Ableitung einer Funktion einer Variable (wie in Analysis 1) verallgemei-
nert. Die partielle Ableitung von f nach der i-ten Variable ist die gew6hnliche Ableitung
der Funktion einer Variable, die wir aus f erhalten, indem wir alle Variablen ausser
der i-ten festhalten.

Partielle Ableitungen treten zum Beispiel in der Divergenz eines Vektorfeldes auf. Die
Divergenz kommt im Satz von Gaufl vor, den wir in dieser Vorlesung behandeln werden.

8.1 Partielle und totale Differenzierbarkeit und
Ableitung, Jacobi-Matrix
Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.1, 5.4] und [Stra, 7.1]. Um den Begriff einer

partiellen Ableitung einer vektorwertigen Funktion zu definieren, brauchen wir die
folgende Definition. Sei U eine offene Teilmenge von R, p € N,

(251
g= : U —RP
9p

eine Funktion und yo € U.

371
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Definition 8.1 (Differenzierbarkeit und Ableitung einer vektorwertigen Funktion einer
Variable). Wir nennen g an der Stelle y, ! differenzierbar g. d. w. jede Komponente g;
im Punkt yo differenzierbar ist (im Sinn der Analysis 1). In diesem Fall definieren wir
die Ableitung von g im Punkt yy als den Vektor

93 (yo)
9 (yo) == :
95(Y0)

Bemerkungen. [oberer und unterer Index fiir Komponente eines Punktes]

e In der mehrdimensionalen Analysis verwenden wir bei theoretischen Betrachtun-
gen, also z.B. in Definitionen und Sétzen, meistens einen oberen Index fiir die
Komponenten eines Punktes. Wir schreiben also die ¢-te Komponente von x € R"
als

',

Das hat den Vorteil, dass die untere Position frei bleibt und daher durch einen
weiteren Index besetzt werden kann. Auf diese Weise konnen wir z.B. die i-te
Koordinate eines Punktes xp € R" elegant als z} schreiben, ohne Klammern
verwenden zu miissen.

e Der Ausdruck zj, kann nur als die i-te Komponente von x( verstanden werden,
nicht als eine Potenz, da xy (im Fall n # 1) keine Zahl ist. Es besteht hier also
keine Gefahr, den Index mit einem Exponenten zu verwechseln.

e Der obere Index fiir die Komponenten eines Punktes stimmt mit der Konvention
der Physik {iberein, einen oberen Index fiir die Komponenten eines Vektors zu
verwenden.

e Zur besseren Lesbarkeit werden wir manchmal abweichend einen unteren Index
fiir die Komponenten verwenden. Insbesondere tun wir das in konkreten Beispie-
len, in denen ein oberer Index die Bedeutung einer Potenz hat.

Seien nun n,p € N, U eine offene? Teilmenge von R® und f : U — RP eine Funktion.
Das bedeutet, dass f eine vektorwertige Funktion mehrerer Verdnderlicher ist. (Siehe
die Beispiele 1.6.) Wir schreiben 27 fiir die j-te Koordinate eines Punktes z € R™ und
f! fiir die i-te Komponente von f. Das bedeutet, dass

a2
flz) = : ; Vo e U.
Pzt ... ™)

Loder im Punkt yo oder schlichtweg in 1
2siehe Definition 4.12
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Sei zg € U und j € {1,...,n}.

Definition 8.2 (partielle Differenzierbarkeit, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix). Wir
nennen f an der Stelle z partiell nach der j-ten Variable 27 differenzierbar ¢. d. w. die

Funktion
g(y> = f(x%”"'7x%717y7x‘6+17"'7x8) (81)

im Punkty = xé im Sinn der Definition 8.1 differenzierbar ist. In diesem Fall definieren
wir die partielle Ableitung von f nach der j-ten Variable im Punkt x¢ als die Ableitung
von g im Punkt x}. Wir schreiben diese partielle Ableitung als

fai (o) := Djf(l'o) = 8jf(x0) = %(ﬂﬁo) = g/(x%) e R (8.2)

Wir sagen, dass f im Punkt zy partiell differenzierbar ist ¢g. d. w. f im Punkt xq nach
jeder Variablen partiell differenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir die Jacobi-
Matrix von f im Punkt zy als die Matriz

fa(zo) -+ fan(20)
f:fl(l‘o) fﬁn(%)
Wir nennen f partiell differenzierbar ¢g. d. w. f in jedem Punkt von U partiell dif-
ferenzierbar ist. In diesem Fall definieren wir fir jedes j € {1,...,n} die partielle
Ableitung von f nach der j-ten Variable als die Abbildung

ij U = RP

gegeben durch (8.2).

Die Jacobi-Matrix ist nach Carl Gustav Jacobi benannt, siehe Abbildung 8.1.

Beispiele 8.3. [partielle Differenzierbarkeit, partielle Ableitung, Jacobi-Matrix|

(i) Fiir die bessere Lesbarkeit verwenden wir jetzt einen unteren Index fiir die Kom-
ponenten eines Punktes. Wir definieren

U =R f:U—=R, f(z) = f(z1,22) := 1™,
Sei p € U. Wir definieren

g:R—=R, 9(y) == f(y,p2) = ye™.
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Abbildung 8.1: Carl Gustav Jacobi, 1804—1851, preussischer Mathematiker.

Diese Funktion ist im Punkt p; differenzierbar (im Sinn von Analysis 1). Daher
ist f im Punkt p partiell nach der ersten Variable differenzierbar mit partieller
Ableitung

fwl(p) - fx1(P1,p2) - g'(pl) = eP2.

Ein &hnliches Argument zeigt, dass f im Punkt p partiell nach der zweiten Va-
riable differenzierbar ist mit partieller Ableitung

fer(p) = P17,

(Uberpriifen Sie das!) Die Jacobi-Matrix von f im Punkt p := (2,0) ist gegeben
durch

Wir definieren

U=R  f:U—R,  f(x) = flrr,22) = (ﬁﬁ(ﬁ)) |

Diese Funktion ist in jedem Punkt p € U partiell nach beiden Variablen differen-
zierbar mit partiellen Ableitungen

fu(p) = (682) o felp) = (c];;f;)) '

Die Jacobi-Matrix von f im Punkt p := (2,0) ist gegeben durch

712.0) = J10) = (Fa®) Ful0)) = (§ 7).
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(iii) Wir definieren
U:=R? f:U—=R, f(z) = |z1 + 22].

Sei p € U so, dass po # —p;. Dann ist f im Punkt p partiell nach beiden Variablen
differenzierbar mit partiellen Ableitungen

- 1, Aallspy > —py
Jur(p) = far(P) = { —1, falls p» < —p1.

Sei p € U jetzt so, dass po = —p;. Dann ist f im Punkt p nach keiner der beiden
Variablen partiell differenzierbar. (Warum?)

Wir behandeln jetzt die totale Ableitung einer Funktion f mehrerer Variablen in ei-
nem Punkt z,. Das ist eine lineare Abbildung, welche f — f(xy) in der Néhe von z
unter allen linearen Abbildungen am besten anndhert. Die Ableitung ist daher die
Linearisierung von f im Punkt xy. Lineare Funktionen und “lineare Probleme” sind
einfacher zu handhaben als nichtlineare. Linearisierung spielt deshalb eine grosse Rolle
in Anwendungen. Zum Beispiel gibt es eine Formel fiir die allgemeine Losung einer
homogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
(Siehe Satz 7.8 in Abschnitt 7.2.)

Wir definieren die euklidische Norm wie in (1.8). Seien n,p € N, U eine offene Teilmenge
von R", f: U — RP eine Funktion und zy € U.

Definition 8.4 ((totale) Differenzierbarkeit in einem Punkt). Wir nennen f an der
Stelle zy (total) differenzierbar g. d. w. es eine lineare Abbildung A : R™ — RP gibt so,

dass
- Hf(l') — f(wo) — A(x — xo)H

[l = ol

g9()

Wir nennen f (total) differenzierbar g. d. w. f an jeder Stelle in U differenzierbar ist.

—0  firz— xo. (8.3)

Bemerkung. Die Funktion g ist auf U \ {zo} definiert. (Im Punkt = z; ist sie nicht
definiert, da der Nenner |z — x| gleich 0 ist.) Der Punkt z liegt im Abschluss von
U\ {zo}. Die geforderte Konvergenz ist daher sinnvoll. (Siehe Definition 4.25.)

Proposition 8.5 (Jacobi-Matrix). (i) Falls f an der Stelle xo differenzierbar ist,
dann ist f an der Stelle xy partiell differenzierbar.

(ii) Falls A eine lineare Abbildung ist, welche die Bedingung in Definition 8.4 erfillt,
dann ist A durch Matrixmultiplikation mit der Jacobi-Matrixz von f im Punkt x
gegeben,

A= Ji(zg) :R" = RV,
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f(xo) Dﬁ(*o)v 7[

%

o~

Xo U~

Abbildung 8.2: Das Differential einer Funktion f : R — R.

Beweis: Das folgt aus einem Argument wie im Beweis von [DK04a, Lemma 2.2.3 p. 44].

Bemerkung. [Jacobi-Matrix] Aus dieser Proposition folgt, dass A eindeutig ist (falls
es existiert).

Definition 8.6 (Ableitung in einem Punkt). Wir nennen die lineare Abbildung A (wie
in Definition 8.4) die (totale) Ableitung (oder das Differential) von f im Punkt z.
Wir schreiben dafiir

df (zo) := D f(xg) := A.

Abbildung 8.2 verdeutlicht diese Definition. df (xo)v ist eine Néherung fiir die Differenz
f(zo +v) — f(xg). Wir konnen df (x¢) daher als die Linearisierung von f im Punkt
zo auffassen. Im Fall ||v|| = 1 stimmt df (zo)v mit der Richtungsableitung von f in
Richtung v (im Punkt xy) tiberein. Diese Richtungsableitung ist die Ableitung der
Funktion ¢ — f(x¢ + tv) im Punkt ¢t = 0. (Siehe Definition 8.17.) Das Differential
beschreibt daher die Ableitung von f in jede Richtung.

Bemerkungen 8.7. [Ableitung einer Funktion in einem Punkt]

(i) Sei n = 1. Dann ist die Funktion f an der Stelle z differenzierbar im Sinn von
Definition 8.4 g. d. w. sie an dieser Stelle differenzierbar ist im Sinn von Analysis
1. In diesem Fall gilt

df (o) = f'(x9) : R = RP

(Multiplikation mit dem Vektor f’(z¢)). (Im Fall p = 1ist f'(x¢) eine reelle Zahl.)
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(ii) In Analysis 1 wurde die Ableitung einer Funktion f : R — R im Punkt z( definiert

als
(o) = lim L&) =S @0)

T—x0 xTr — LEO

Naiv kénnten wir daher versuchen, diese Definition auch fiir Funktionen f : R* —
RP zu verwenden. Fiir n > 2 ergibt das allerdings keinen strikten Sinn, da wir
einen Vektor in RP nicht durch einen Vektor in R™ teilen konnen. Definition 8.4
ist der mathematisch sinnvolle Ersatz fiir die naive Definition.

Erklarung dafiir: Geméss Proposition 8.5 entspricht die Ableitung df (zo) der
Jacobi-Matrix J¢(zo). Da Matriz mal Vektor = Vektor, ist die Idee, dass

“Vektor/ Vektor = Matrix”.

Heuristisch ist der (nicht prézise definierte) “Quotient %ﬂ{ézo)” daher eine Ma-

trix, die wegen der Bedingung (8.3) fiir z — xo gegen die Jacobi-Matrix von f
im Punkt x( konvergiert. Das erklédrt, warum Definition 8.4 ein sinnvoller Ersatz
fiir die naive Definition mittels eines Grenzwertes von Differenzenquotienten ist.

(iii) Das Wort heuristisch kommt vom altgriechischen Wort ebploxw = heurisko =
ich finde, entdecke. In der obigen heuristischen Erklarung ging es darum heraus-
zufinden, warum eine bestimmte lineare Abbildung eine sinnvolle Verallgemei-
nerung der Ableitung einer Funktion einer Variablen darstellt. Es handelt sich
dabei nicht um ein prézises mathematisches Argument.

(iv) Wir betrachten den Fall n = p = 1. Heuristisch meinen wir mit “infinitesimal”
“unendlich klein, aber moglicherweise nicht gleich 0”. Philosophisch ist eine “po-
sitive infinitesimale Grosse” also eine Grosse, die grosser als 0 ist, aber kleiner
als jede positive reelle Zahl. Intuitiv betrachten wir eine “infinitesimale” Diffe-
renz Az # 0, die wir ein “Differential dz” nennen. Wir schreiben “dy” fiir die
zugehorige “infinitesimale” Differenz Ay. Heuristisch ist die Ableitung von f im
Punkt zy durch den Quotienten dieser “Differentiale” gegeben, d. h.

L(d 9
Y
“d.T” .

f(wo) =

Die Ableitung f’(zo) wird daher manchmal Differentialquotient genannt. Das
erklart den Namen Differential fiir df (xo) wie in Definition 8.6 (fiir allgemeines
n und p).3

(v) (Nichtstandardanalysis) In unserer Vorlesung ist der Begriff einer “infinitesima-
len Grosse”, wie zum Beispiel “dx” oder “dy”, nur ein heuristisches Konzept.
Wir konnen einer solchen Grosse keinen mathematischen Sinn als eine reelle Zahl

3Der Name “Differentialquotient” wire vielleicht noch intuitiver. Fiir n > 1 ist es allerdings unklar,
was hier mit “Quotient” gemeint sein soll. Siehe Bemerkung (ii).
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zuerkennen, da es keine (strikt) positive reelle Zahl gibt, die kleiner als jede
strikt positive reelle Zahl ist. Es ist jedoch moglich, infinitesimale Grossen im
Rahmen der sogenannten Nichtstandardanalysis * auf eine andere Art (mathe-
matisch prézise) zu definieren.

Beispiel 8.8. [Ableitung einer affinen Funktion]| Eine Funktion f : R™ — RP heisst
affin g. d. w. es eine lineare Abbildung 7T : R” — RP und einen Vektor w € RP gibt so,

dass
fl@)=T@)+w="Tr+w?

Jede affine Funktion ist differenzierbar (in jedem Punkt 2y € R"), mit Ableitung
df ("L‘O) = T:

wobei T wie oben ist. (Uberpriifen Sie das!)

Im néchsten Beispiel werden wir die folgende Bemerkung verwenden.

Bemerkung 8.9. [komponentenweise Differenzierbarkeit und Ableitung] Seien U C
R" offen, f : U — RP eine Funktion und xy € U. f ist in z( differenzierbar g. d. w. fiir

jedes i = 1,...,p die i-te Komponente f* in x differenzierbar ist. In diesem Fall gilt
d(f*)(zo)
df (o) = :
d(f?) (o)

Das folgt aus den Definitionen von Differenzierbarkeit und Ableitung.

Beispiele 8.10. [Differenzierbarkeit und Ableitung]
(i) Wir definieren

U =R f:U— R f(z) = f(z1,22) := < T ) .

sin(zs)

Diese Abbildung ist differenzierbar.

Beweis: Gemiiss Ubungsserie 2 (Kettenregel) ist die Abbildung = +— z1e*? dif-
ferenzierbar. Die Abbildung x + sin(zy) ist differenzierbar. Das folgt aus der
Definition der totalen Differenzierbarkeit und der Tatsache, dass sin differenzier-
bar ist. Die Komponenten der Abbildung f sind also differenzierbar. Gemiss
Bemerkung 8.9 ist f daher differenzierbar.

4Das ist ein Teilgebiet der Analysis.
SWir lassen hier die Klammern um das Argument z weg, da T linear ist. (Das ist eine giingige
Konvention.)
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Nach Proposition 8.5 und Beispiel 8.3(ii) ist die Ableitung von f im Punkt p :=
(2,0) gegeben durch

df (2,00 = df(2,0)(v) = (é f) v = <”1 * 2“2) |

V2

(ii) (bilineare Funktion ist differenzierbar) Seien ¢, m € N. Wir definieren n := {+m,
p := 1 und schreiben R”" als das kartesische Produkt R® = R* x R™ und einen
Punkt in 2 € R® entsprechend als = = (y,2). Sei b : R x R™ — R eine Funktion.
Wir nennen b bilinear g. d. w. b in beiden Argumenten linear ist, d. h., die
Funktionen y — b(y, 29) und z ~ b(yo, z) sind linear fiir alle yy € R, zp € R™.
Wir nehmen jetzt an, dass b bilinear ist. Sei zo = (o, 20) € R* = R x R™.

Behauptung: b ist im Punkt 2o = (yo, 20) (total) differenzierbar mit (totaler)
Ableitung (= Differential) gegeben durch

db(xo) = db(yo, z0) = A, Av :=b(u, 29) + b(yo, w), Yv = < Z] > € R" =R x R™.
(8.4)
Beweis: Wir definieren die kanonischen Einheitsvektoren in R® als

0

1 1 0
0 0 :
e = : , €y 1= , eq = 0
0 0 1

Wir schreiben
bij = b(€z‘, Ej).

Sei 7 = (y,2) € R" = R x R™. Wir definieren

v::(u)::x—a:oz(y_y0>.
w Z— 2

b(x) — b(xy) — Av

:b(yo—l—u,zo—i—w)—b(yo,zo)—A< b >

w

Wir haben

= b(u,w) (da b bilinear ist und wegen (8.4))
= Z bijuiwj, (85)
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wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass u = Zle Ui, W=y " wie;
und dass b bilinear ist. Wir schreiben

C := max|b;;|fm. (8.6)
ij

Behauptung:

> byuw| < Ol (8.7)

WI1r

Wir haben

< > (|bsjusw;| = |bisl|usl|w;])  (Dreiecksungleichung)

l m
< max by | > fual > fwl
v i=1 =1

< Cllufllw] (wegen (8.6,8.8))
< O(lull* +llwl*)  (das gilt, falls [Ju]| < [[w]| und falls [Jul| > [Jw])
= Clvll%,

wobei wir im letzten Schritt die Gleichheit v = ( :j} > und die Definition (1.8)
der euklidischen Norm verwendeten. Das beweist die Behauptung (8.7).

Indem wir (8.5) und (8.7) kombinieren, erhalten wir die Ungleichung
|b(z) — b(xg) — Av|

o]

< Cll.

Die rechte Seite konvergiert gegen 0 fiir v — 0. Daher gilt dasselbe auch fiir die
linke Seite. Daraus folgt, dass b im Punkt x( differenzierbar ist mit Ableitung
db(zy) = A gegeben durch (8.4).

Gemaéss Proposition 8.5(i) ist jede differenzierbare Funktion partiell differenzierbar.



8.1. PARTIELLE UND TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT UND ABLEITUNG,
JACOBI-MATRIX 381

Frage. Gilt auch die Umkehrung, d. h., ist jede partiell differenzierbare Funktion dif-
ferenzierbar?

Die Antwort auf diese Frage ist nein. Wie im Fall einer reellen Variable gilt auch
fiir mehrere Variablen, dass jede differenzierbare Funktion stetig ist. Es gibt jedoch
partiell differenzierbare Funktionen mehrerer Variablen, die unstetig und daher nicht
differenzierbar sind.

Genauer gesagt, gilt Folgendes. Seien U C R" offen, f : U — RP eine Funktion und
o € U ein Punkt.

Proposition 8.11 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit). Falls f im Punkt xo differen-
zierbar ist, dann ist f in xq stetig.

Beweis: [DK04a, Corollary 2.2.8, p. 46]

Wir kénnen diese Proposition verwenden, um zu zeigen, dass eine Funktion in einem
Punkt nicht differenzierbar ist.

Beispiel. [unstetige partiell differenzierbare Funktion] Wir betrachten die Funktion

Ty
——, falls (x, 0,0),
f:R* >R, flo,y) =< a?2+y? (z,9) #(0,0)
0, falls (z,y) = (0,0).
Es gilt f(-,0) = 0. Daher ist f in 2o = (0,0) partiell differenzierbar nach der ersten
Variable z, mit partieller Ableitung f, = 0. Aus einem &hnlichen Grund ist f in
xo = (0,0) partiell differenzierbar nach der zweiten Variable y, mit partieller Ableitung

fy = 0.
f ist jedoch im Punkt zo = (0,0) unstetig, da

f(t,t):%, Ve R\ {0},  £(0,0) = 0.

Bemerkung. Die Funktion f in diesem Beispiel ist sogar iiberall partiell differenzier-
bar. (Uberpriifen Sie die Bedingung fiir (z,y) # (0,0)!) Trotzdem ist sie nicht einmal
stetig.

Die Ableitung von f fithrt zur besten affinen Niherung von f: Wir nehmen an, dass f
im Punkt z differenzierbar ist. Dann ist die Abbildung

Gan = Pl RYR, o (@) = f(w0) + df (w0) (@ — o), (8.9)

affin, d. h., eine lineare Abbildung plus eine Konstante. Diese Abbildung ist die beste
affine Niherung von f im Punkt xy, siche Abbildung 8.3. Diese Eigenschaft motiviert
die Definition der totalen Ableitung.
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)t

Abbildung 8.3: Die beste affine N&dherung ¢,, von f im Punkt x und eine andere affine
Abbildung .

8.2 Summen-, Produkt-, Quotienten- und
Kettenregel fiir Ableitung,
Richtungsableitung, Gradient, stetige
Differenzierbarkeit

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.1, 5.4] und [Stra, 7.2, 7.3, 7.6]. Ein zentrales
Werkzeug in der Analysis ist die Kettenregel. Im Fall von reellwertigen Funktionen einer
reellen Variable haben Sie diese Regel in Analysis 1 kennengelernt. Fiir vektorwertige
Funktionen mehrerer Variablen gilt dieselbe Formel. Dabei ist die Ableitung einer
solchen Funktion in einem Punkt eine lineare Abbildung. (Siehe Definition 8.6.) Das
Produkt der Ableitungen der Funktionen wird jetzt zur Verkniipfung dieser linearen

Abbildungen.

Seien n,p,q € N, U C R"® und U’ C RP offene Teilmengen und f : U — U’ und
g : U'" — R? Abbildungen. Die Verkniipfung (oder Komposition) go f ist die Abbildung

gof:U—=RI,  go f(x):=g(f(r)).
Sei x¢ € U ein Punkt.

Satz 8.12 (Kettenregel, [Stra|, Satz 7.6.2, S. 178). Fulls f in xq differenzierbar ist und
g in f(xg) differenzierbar ist, dann ist g o f in xo differenzierbar mit Ableitung

d(g o f)(wo) = dg(f(x0)) o (df (z0)) = dg(f(z0))df (x0) : R" — R (8.10)

Beweis: S. 386
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Bemerkungen. [Kettenregel]

e Auf der rechten Seite von (8.10) steht die Verkniipfung der linearen Abbildungen
dg(f(zo)) und df(zp). Da diese Abbildungen linear sind, lassen wir das Ver-
kniipfungszeichen weg. (Das ist eine géingige Konvention.)

Diese Verkniipfung ist sinnvoll, da der Zielbereich® von df (x¢) RP ist, was mit
dem Definitionsbereich von dg(f(z¢)) tibereinstimmt. Die verkniipfte Funktion
ist eine Abbildung von R™ nach R?. Dasselbe gilt fiir die linke Seite von (8.10).
Diese Gleichheit ist daher sinnvoll.

e Dieser Satz verallgemeinert die Kettenregel fiir Funktionen einer reellen Verénderlichen,

welche besagt, dass im Fall n = p = ¢ =1 gilt:

(go f),(%) = 9’(f(a70>)f/($0)- (8.11)

(Siehe [Stra, Satz 5.1.3, S. 82].) Die Formeln (8.11,8.10) stimmen miteinander
iiberein, da im Fall n = p = 1 geméss Bemerkung 8.7(i) gilt:

df (xg) = f'(x0) : R > R.

e Aus der Kettenregel und Proposition 8.5(ii) folgt, dass die Jacobi-Matrix der
verkniipften Funktion gleich der Verkniipfung der Jacobi-Matrizen ist, genauer
gilt

Jgor(0) = J4(f(20))J¢ (o).

Beispiel 8.13. [quadratische Funktion ist differenzierbar] Sei g : R” x R* — R eine
bilineare Funktion.

Behauptung: Die Funktion
h:R*"—= R, h(x):=g(z, z),
ist in jedem Punkt zy € R" differenzierbar mit Ableitung
dh(zo)v = g(v, x0) + g(z0,v). (8.12)
Beweis: h ist gleich der Verkniipfung g o f, wobei
fRP=SR"xXR",  f(x):=(z,2).

Da ¢ bilinear ist, ist diese Funktion geméss Beispiel 8.10(ii) in jedem Punkt (yo, 20) €
R™ x R™ differenzierbar mit Ableitung

dg(yo, z0)(u, w) = g(u, 20) + g(yo, w).
SIn [Stra, Definition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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Die Abbildung f ist auch in jedem Punkt x, differenzierbar mit Ableitung
df('TO)U - (Uu U)‘

Das folgt aus Beispiel 8.8 (affine Funktion ist differenzierbar). Nach Satz 8.12 (Ketten-
regel) ist h daher in jedem Punkt xy € R" differenzierbar mit Ableitung

dh(zo)v = dg(f(xo))df (xo)v = g(v, z0) + g(zo,v). (8.13)
Das beweist 8.12.

Bemerkung 8.14. Wir nehmen an, dass g symmetrisch ist. (Das ist zum Beispiel der
Fall, falls g ein Skalarprodukt ist.) Dann wird die (8.13) zur Gleichheit

dh(xo)v = 2g(zg,v).

Aus der Kettenregel folgt, dass Summe, Produkt und Quotient differenzierbarer Funk-
tionen differenzierbar sind. Seien U C R" offen, f,g: R* — RP und zy € U.

Korollar 8.15 (Ableitung von Summe, Produkt, Quotient, [Stra], Satz 7.6.1, S. 178).
Wir nehmen an, dass f und g in xq differenzierbar sind. Es gilt:

(i) Die Summe f + g ist in xo differenzierbar und
d(f + g9)(zo) = df (o) + dg(o).
(ii) (Leibnizregel)Das Skalarprodukt f-g =", f'g" ist in xo differenzierbar und
d(f - 9)(wo) = g(o) - df (z0) + f(z0) - dg(zo),
wobei g(xo) - df (zo) == Y0, g*(x0)df*(x0) usw.
(i1i)) Wenn p =1 und g(xo) # 0, dann ist der Quotient § in xo differenzierbar und

/ . :Q(SUO)df(xo)—f(Io)dg(iUo)
() e G

g
Bemerkung. Im Fall n = p = 1 haben Sie dieses Korollar in Analysis 1 kennengelernt.
Siehe [Stra, Satz 5.1.2, S. 81].

Beispiel 8.16. [Ableitung von Produkt] Wir betrachten die Identitétsfunktion

f=9g:=1id:R" - R", id(z) = x.
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Das Skalarprodukt h := f - ¢ : R" — R ist die quadratische Funktion

hzx) = (f - g)(x) = sz = [|=*.

Die Funktion id ist linear und daher geméss Beispiel 8.8 differenzierbar mit Ableitung
in xy gegeben durch

did(zg) = id .
Gemiss Korollar 8.15(ii) ist die Funktion A daher differenzierbar, mit Ableitung in
gegeben durch

dh(wo)(v) = (g(w0) - df (xo) + f(x0) - dg(o))(v)
=2y V+To-V

= 21 - V.

Das stimmt mit Beispiel 8.13 iiberein.

Beweis von Korollar 8.15: (ii): Wegen Bemerkung 8.9 ist die Funktion
(1) .vomxe

im Punkt zy differenzierbar mit Ableitung

o(])e-(22))

Das Standard-Skalarprodukt, also die Funktion
h:RP x RF — R, WY, Z) =Y - Z,

ist bilinear. Geméss Beispiel 8.10(ii) ist diese Funktion daher in jedem Punkt (Y, Zy) €
R x R differenzierbar mit Ableitung

dh(Yo, Zo)(U, W) = h(U, Zo) + h(Yo, W) =U - Zy + Yo - W. (8.15)

Die Funktion f-g : U — Rist gleich der Verkniipfung ho( g ) Gemass der Kettenregel
(Satz 8.12) ist diese Funktion daher im Punkt z, differenzierbar mit Ableitung

d(f - g)(zo)v =d (h o ( / >> (zo)v

g
- dh(f(xo),g(xo))d< ch ) (zo)v

= an(fan)gan)) (G000 ) (wegen (8.14)

= (df (zo)v) - g(xo) + f(xo) - dg(zo)v  (wegen (8.15)).
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Das beweist (ii).

Aussage (i) folgt mittels eines analogen Arguments aus der Gleichheit f+g = ho< g ),

wobei h(Y, Z) := Y+ Z. Wir verwenden hierbei, dass h linear ist und Beispiel 8.8 (affine
Funktion ist differenzierbar).

(iii): Im Fall f = 1 folgt diese Aussage mittels eines analogen Arguments aus der
Gleichheit é = hog, wobei h(y) := zl/ Wir konnen die allgemeine Situation auf diesen

Fall reduzieren, indem wir die Gleichheit 5 =f- é und (ii) verwenden. O

Wir beweisen jetzt Satz 8.12 (Kettenregel).

Beweisidee:

e Wir schreiben
y:=f(x), z:=g9gy), Ar:=zx—mx¢ etc.,
Az — dg(yo)df (xo) Az = Az — dg(yo) Ay + dg(yo) (Ay — df (o) Az).  (8.16)

e Wir nehmen die euklidische Norm auf beiden Seiten dieser Gleichheit. Wir ver-
wenden die Dreiecksungleichung. Wir teilen durch ||Az]|.

e Die entstandenen Terme schéitzen wir ab, indem wir verwenden, dass f und ¢ an
geeigneten Stellen differenzierbar sind.

e Daraus folgt, dass g o f in xq differenzierbar ist mit Ableitung dg(yo)df (xo).

Bemerkung. Die rechte Seite von 8.16 wird manchmal eine Teleskopsumme genannt,
da sie aus der linken Seite dadurch entsteht, dass wir zwei Terme einfiigen, die einander
aufheben. Das so, als ob wir ein Teleskop auseinanderzégen, wodurch es langer wird.

Fiir jede lineare Abbildung 7" : R* — RP definieren wir die Operatornorm (bzgl. den
euklidischen Normen) als
7]} := sup [[T].

veER™: ||v]|<1

Das ist eine (endliche) Zahl. (Das folgt aus Korollar 4.33.)

Beweis des Satzes 8.12 (Kettenregel): Seien U,U’, f,g,xo wie in diesem Satz
vorausgesetzt. Wir definieren

Yo := f(xo), 20 := g(¥o)-
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Sei x € U \ {xo}. Wir schreiben
y:= f(x), z:=gy), Ar:=z—x9, Ay:=y—1vo, Az:=2z— z,
S:=df(zg), T :=dg(yo).

Es gilt, dass
Az —TSAx = Az —TAy +T(Ay — SAx)

und daher, dass

HAZ — TSAx” < ||Az — TAyH N HT(Ay — SAm)H

[Az| A [Az]
|Az — TAy]| |Ay] |Ay — SAz|
+ |7 ————. (8.17)
1Ayl [JAz]] [A]|
Da f im Punkt xq differenzierbar ist, gilt, dass
||Ay — SA:E”
=2 2270 500 fiir 2 — a. (8.18)
[ Az]]

Es gibt daher ein 6 > 0 so, dass B (zp) € U und die linke Seite von 8.18 fiir jedes
x € Bf (o) \ {zo} kleiner oder gleich 1 ist. Fiir dieses ¢ gilt

1Ayl _ (HA?J—SMH IISA:EH)
< sup
veBMzo)\ao} 1AZ|| 7 zeBp(2o)\fzo} | Az | Az]]

<14+ |19 < oo. (8.19)

Da g im Punkt gy, differenzierbar ist, gilt, dass

1Az — TAy|

— 0 flir y — yp.
[1Ay]|

Da f in x( differenzierbar ist, ist diese Funktion geméss Proposition 8.11 in zq stetig.
Daher gilt y — yo fiir x — 2. Darum folgt aus Hilfssatz 5.23, dass

|Az — TAy||

— 0 fiir z — xo. (8.20)
[1Ay]|

Wegen 8.19 folgt daraus, dass

1Az = TAy|l [|Ayll

— 0 fir z — zo.
Ayl [|Az]]

(Uberlegen Sie sich das!) Indem wir das mit (8.17,8.18) kombinieren, folgt daraus, dass

HAZ —TSAQZH
| Azl

— 0 fir z — . (8.21)
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Also ist g o f in z( differenzierbar mit Ableitung

d(g o f)(wo) =TS = dg(f(x0))df (xo).
Das beweist Satz 8.12. O

Bemerkung. e Der Ausdruck

|Az — TAy||

, (8.22)
[Ay]|

der in 8.17 und 8.20 auftritt, ist im Fall Ay = 0 a priori nicht sinnvoll, da wir
dann durch 0 teilen. In diesem Fall definieren wir den Ausdruck (8.22) als 0. Mit
dieser Definition gelten die Aussagen (8.17,8.20) auch im Fall Ay = 0.

Manchmal wollen wir wissen, wie sich eine Funktion bis zur ersten Ordnung #ndert,
wenn sich ihr Argument in eine bestimmte Richtung bewegt. Diese Idee wird durch die
Richtungsableitung prézise gemacht. Seien U C R" offen, f : U — RP eine Funktion,
xo € U und v € R™. Wir definieren

W::{tEIR‘xo—i-tvEU}.

Definition 8.17 (Ableitung langs eines Vektors, Richtungsableitung). Wir sagen, dass
f an der Stelle x( langs des Vektors v differenzierbar ist g. d. w. die Funktion

g:W =R, g(t) = f(xo+ tv),

im Punkt t = 0 differenzierbar ist". In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f
an der Stelle xq lings v als den Vektor

91(0)
dy f (o) := Dy f(z0) == ¢'(0) := : c R (8.23)
9,(0)
Falls v normiert ist, d. h. ||v|]| = 1, dann nennen wir d,f(xo) auch die (Richtungs-

)Ableitung von f an der Stelle z( in Richtung v.

Bemerkungen. [Richtungsableitung, partielle Ableitungen]

e In der Literatur wird d,f(zq) oft fiir einen allgemeinen Vektor v € R™ Rich-
tungsableitung von f an der Stelle xg in Richtung v genannt. Das ist etwas un-
gliicklich, da eine Richtung ein normierter Vektor ist. Aus diesem Grund nennen
wir d, f(xo) im Allgemeinen stattdessen Ableitung von f an der Stelle xy lings
v.

7im Sinn von Definition 8.1
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e Falls f an der Stelle xy differenzierbar ist, dann ist f dort lings v differenzierbar
und

dy f(xo) = df (xg)v. (8.24)
Beweis: Wir definieren den Weg®
r: W =R x(t) ==z + to.
Dieser Weg ist im Punkt ¢ = 0 differenzierbar mit Ableitung
Z'(0) = v.

Nach der Kettenregel (Satz 8.12) ist g := f oz daher im Punkt ¢ = 0 differen-
zierbar, d. h. f ist in z( ldngs v differenzierbar und

dy f (o) = ¢'(0) = (f 0 2)(0) = df (x(0))2(0) = df (o).
Das beweist (8.24).

e f ist im Punkt x( partiell nach der j-ten Variable differenzierbar g. d. w. f im
Punkt zo lings e; ? differenzierbar ist. In diesem Fall gilt die Gleichheit

af

P (z0) = Djf(x0) = de, f(0). (8.25)

Der Gradient einer reellwertigen Funktion in einem Punkt ist ein Vektor, der aus allen
partiellen Ableitungen (erster Ordnung) der Funktion besteht. Er gibt die Richtung
und Wert der stéarksten Steigung der Funktion an. Sei U CR", f: U — Rund z € U.
Wir nehmen an, dass f in x differenzierbar ist.

Definition 8.18 (Gradient). Der Gradient von f an der Stelle x ist der Vektor
le(l') Jar (.T)

Vi(z) = : =
an(x>

Bemerkungen. [Gradient, nabla, stéirkste Steigung]

e Das Symbol V wird “nabla” ausgesprochen. Dieser Name kommt von einem an-
tiken Saiteninstrument, das die Form einer Harfe hatte. Formal ist V der Vektor

V:<D17...,Dn).

8Mit einem Weg meinen wir eine Funktion einer Variablen, die Werte in R annimmt.
9e; ist der j-te kanonische Einheitsvektor. Siehe Beispiel 8.10(ii).
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e Der Gradient von f an der Stelle z ist die Transponierte der Jacobi-Matrix von
/s
T
(Fiir jede Matrix A bezeichnet AT die Transponierte von A. Diese Matrix ist
gegeben durch (A")); = A’; := (i, j)-ter Eintrag von A.)

e Wir nehmen an, dass Vf(z) # 0. Sei v € R” ein normierter Vektor. (Das bedeu-
tet, dass [[v]| = 1.)

Behauptung: Die Ableitung d, f(x) ist genau dann maximal, falls v in die Rich-
tung von V f(x) zeigt, d. h. durch die Richtung von V f(x) gegeben ist, d. h.

Vi)
V@I

Beweis: Es gilt

duf (@) = df ()0
= V() v

< [V f(@)||lv] (Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der linearen Algebra)

= IV (@),

mit Gleichheit g. d. w. V f(z) und v in die gleiche Richtung zeigen. Daraus folgt
die Behauptung.

Wegen dieser Behauptung ist der normierte Gradient IIV f dle Richtung der
starksten Steigung (also des steilsten Anstiegs) von f im Punkt x. Die Norm des
Gradienten ist die stirkste Steigung, da

Viz) Vi)

HVf(.T)H = va(x)H :d%f(x)

e Der Name “Gradient” kommt vom lateinischen Wort gradus, was Schritt bedeu-
tet.

Beispiel 8.19. [Gradient] Wir bezeichnen mit || - || die euklidische Norm auf R” und
definieren

FiRP =R, f(z) = z]? = Zx

Der Gradient von f im Punkt z € R™ ist gegeben durch

2%1
Vi(z) = : = 2.

2z,
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Das stimmt mit dem Beispiel 8.13 iiberein. Geméss jenem Beispiel gilt ndmlich

df (r)v = 2g(z,v),

wobei ¢g(z,y) := = -y (Standard-Skalarprodukt).

Eine Funktion f mehrerer Verdnderlicher heisst stetig differenzierbar g. d. w. sie par-
tiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen stetig sind. In diesem Fall ist
die Funktion differenzierbar. In gewissen Situationen ist stetige Differenzierbarkeit die
“richtige” Bedingung. Damit meine ich, dass unter dieser Bedingung eine gegebene
Aussage wahr ist, aber falsch unter der schwicheren Bedingung, dass f nur differen-
zierbar ist. Ein Beispiel dafiir ist der Umkehrsatz. (Siehe Satz 9.6.)

Sei U C R" offen.

Definition 8.20 (stetige partielle Differenzierbarkeit). Wir nennen eine Funktion f :
U — RP stetig partiell differenzierbar (oder schlichtweg stetig differenzierbar oder von
der Klasse C') g. d. w. wenn f partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen
stetig sind.

Wir definieren die Menge
CHU,RP) := CY(U;RP) = {f : U — R”| f ist stetig differenzierbar}.
Im Fall p =1 schreiben wir einfacher
CcY(U) = CY(U,R).
Proposition 8.21 (stetige partielle Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit). Jede
stetig partiell differenzierbare Funktion f :U — RP ist (iberall) differenzierbar.
Beweis: Das folgt aus [Stra, Satz 7.1.1, S. 157] und Bemerkung 8.9.

Bemerkung. Nach Proposition 8.21 und Proposition 8.11 ist jede stetig partiell dif-
ferenzierbare Funktion stetig.

Beispiel 8.22. [Polynom ist C'] Eine Funktion f : R® — R heisst Polynom (auf R™)
g. d. w. sie eine (endliche) lineare Kombination von Funktionen der Form

(e79)

a1
A S SRR

ist, wobei a1, ..., a, € Ny. (z; bezeichnet die i-te Koordinate von z € R™ und z{* die
a;-te Potenz von z;.) Der Grad des Polynoms f ist die grosste Zahl oy + - - - + «, so,
dass der Term " - - - & in f (mit einem nichtverschwindenden Koeffizienten) auftritt.
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Ein Beispiel fiir ein Polynom auf R? ist die Funktion

1
f:R* =R, f(x) == —2] + 31125 — §mgx3

Der Grad dieses Polynoms ist 4, da fiir a; = 0,2 = 3, a3 = 1 der Term z{"25%x5® in

f auftritt.
Behauptung: Jedes Polynom f auf R ist stetig (partiell) differenzierbar.

Beweis: Jede partielle Ableitung von f ist ein Polynom auf R". Jedes Polynom ist
stetig. Das folgt aus dem Argument in Beispiel 4.3(ii). Also ist f stetig partiell diffe-
renzierbar, wie behauptet.

Aus der Behauptung und Proposition 8.21 folgt, dass jedes Polynom auf R™ (total)
differenzierbar ist.

Beispiel 8.23. [Polynom ist differenzierbar]

Problem: Zeige, dass die Funktion f : R* — R, f(z) := z 25 + 1, differenzierbar ist
und berechne ihre Ableitung an der Stelle p := (1, 2).

Losung: Diese Funktion ist ein Polynom. Gemaéss Beispiel 8.22 ist f stetig differen-
zierbar und daher differenzierbar. Um die Ableitung zu berechnen, berechnen wir die
Jacobi-Matrix von f im Punkt p := (1,2). Fiir jedes p € R? gilt

Jr) = (fu () fou(P)) = (p2 p1), also  Jp(1,2)=(2 1).

Gemaéss Proposition 8.5(ii) ist die Ableitung von f an der Stelle p := (1,2) gegeben
durch die Multiplikation mit der Jacobi-Matrix von f im Punkt p, also

U1

df(1,2) = J;(1,2)-= (2 1)-:R* >R, df (1,2)(v) = (2 1)( >:2v1+vg.

8.3 Vektorfeld, Potential, Wegintegral,
Charakterisierung der Konservativitit mittels
Wegintegrale, Wegzusammenhang,
physikalisches Beispiel: konservatives Kraftfeld

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 6.1] und [Stra, 7.3, 7.4]. Ein Vektorfeld ist eine
Abbildung X von einer Teilmenge von R™ nach R™. In der Physik spielt X die Rolle einer
vektorwertigen Grosse, zum Beispiel des Geschwindigkeitsvektorfeldes einer Fliissigkeit
oder des elektrischen Feldes.
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Ein Potential eines Vektorfeldes X : U C R™ — R™ ist eine Funktion f : U — R deren
Gradient Vf gleich X ist.! Ein Vektorfeld besitzt genau dann ein Potential, wenn
sein Wegintegral nur von den Endpunkten eines gegebenen Weges abhéngt. Im Fall
U = R? ist das genau dann der Fall, falls V x X, die Rotation von X, gleich 0 ist.

Zum Beispiel erfiillt in der Elektrostatik das elektrische Feld X = E diese Bedingung.!!
Es besitzt daher ein Potential. Der Unterschied dieses Potentials an zwei verschiedenen
Punkten ist die elektrische Spannung zwischen den Punkten.

Als ein anderes Beispiel besitzt in der Stromungslehre das Geschwindigkeitsvektorfeld
unter gewissen Bedingungen ein Potential.

Sei U C R"™ offen.

Definition 8.24 (Vektorfeld, Gradientenfeld). Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung
X:U—R"

Sei f € CY(U) (wie in Definition 8.20). Wir definieren das Gradientenfeld von f als

le(iL‘) facl(x)
Vi:U—=R',  Vf(z):= : _ :

Duf(x) for ()

Bemerkung. Im Punkt z € U ist das Gradientenfeld von f also durch den Gradienten
von f an der Stelle x gegeben.

Beispiel 8.25. [Gradientenfeld] Das Gradientenfeld der Funktion
iR =R, f(z) =l

ist gegeben durch
Vf(z) = 2.

Siehe Beispiel 8.19.

Sei U C R"™ eine offene Teilmenge und X : U — R" ein Vektorfeld.

10Tn der Physik verlangt man stattdessen, dass —Vf = X.

1Tn der Elektrostatik wird angenommen, dass sich das elektrische und magnetische Feld (in der
Zeit) nicht dndern. Die Elektrodynamik behandelt die allgemeine Situation, in der sich diese Felder
dndern konnen. In dieser Situation ist die Rotation des elektrischen Feldes nicht mehr immer gleich
0.
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Definition 8.26 (Potential und Konservativitit eines Vektorfeldes). Ein Potential fiir
X ist eine differenzierbare Funktion f: U — R so, dass

Vi=X.
Das Vektorfeld X heisst konservativ g. d. w. es ein Potential besitzt.
Bemerkungen. [Potential eines Vektorfeldes im 1-dimensionalen Fall, Stammfunkti-

on]

e Wir betrachten den Fall n = 1. Dann ist X eine Funktion von einer offenen
Teilmenge von R nach R. Ein Potential fiir X ist eine Stammfunktion fir X,
d. h., eine Funktion f : U — R so, dass

f=X.

Im Fall n = 1 ist jedes stetige Vektorfeld konservativ, da jede stetige Funktion
eine Stammfunktion besitzt. Im Fall U = R koénnen wir diese Stammfunktion
zum Beispiel als das Integral

fz) = /0 " X (y)dy

definieren. (Aus dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(Satz 6.15(i)) folgt dann, dass f' = X.)

e Der Term Konservativitit fiir die Eigenschaft in Definition 8.26 ist dadurch
motiviert, dass in einem konservativen Kraftfeld die Energie erhalten bleibt,
d. h. “konserviert” wird. Siehe Beispiel 8.39 unten.

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den folgenden Problemen:
Probleme 8.27. (i) Entscheide, ob ein gegebenes Vektorfeld X konservativ ist.

(ii) Berechne in diesem Fall ein Potential fir X .

Wir werden Kriterien fiir die Konservativitét eines Vektorfeldes kennenlernen. (Siehe
die Sétze 8.32 und 8.43.) Die Kriterien basieren auf Wegintegralen und partiellen Ab-
leitungen des Vektorfeldes. Falls ein Potential existiert, dann werden wir ein solches
mittels eines Wegintegrales konstruieren. (Siehe Satz 8.36.)

Seien X : U — R" ein stetiges Vektorfeld, a < b reelle Zahlen und 7 : [a,b] — U ein
C'-Weg, d. h.stetig differenzierbar.
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Definition 8.28 (Wegintegral). Wir definieren das Wegintegral von X lings v als

b
/ X - dy / X(y() - 4(t) dt. (8.26)

Bemerkungen. e In der Physik spielt v(¢) die Rolle des Ortes eines Teilchens
zum Zeitpunkt ¢. Die Ableitung 4(t) ist dann die Geschwindigkeit des Teilchens
zum Zeitpunkt ¢.

e Infinitesimale Interpretation und Erklidrung fiir die Notation: Heuris-
tisch fassen wir “dt” als den “infinitesimalen”, d. h., “unendlich kleinen” Unter-
schied zwischen zwei Zeitpunkten auf, die “unendlich nahe beieinander liegen”.
Wir interpretieren “dy(t)” als “y(t+4dt)—~(t)”, also als den “infinitesimalen Ver-
bindungsvektor zwischen «(t) und (¢ 4+ dt)”. Dieser Vektor ist gegeben durch

_dy

“dy(t) = Lt = 3 (t)dt ",

Daher ist das Integral auf der rechten Seite von (8.26) heuristisch gegeben durch
die unendliche Summe

LX) A dt= Y X(v(1) At de

Das erklért die Notation [ X - dvy fiir das Wegintegral.

e Das Wort heuristisch kommt vom altgriechischen Wort ebploxw = heurisko = ich
finde, entdecke. In der obigen heuristischen Bemerkung ging es darum heraus-
zufinden, warum die Notation [ X - dvy sinnvoll ist. Es handelt sich dabei nicht
um eine prézise mathematische Erklarung.

e Im Skript [Stra] wird fiir das Wegintegral von X léngs v die Notation f7 X -ds
verwendet, siehe [Stra, Definitionen 7.4.2 und 7.4.3, S. 171].

e Wegintegrale spielen ein wichtige Rolle in der Funktionentheorie = komplexen
Analysis. (Funktionentheorie wird im Fach Mathematische Methoden fir ITET
und RW behandelt.)

Beispiel 8.29. [Wegintegral] Wir betrachten den Weg in U := R? gegeben durch

v:[0,27] — R?, v(t) := (cost,sint).
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Die Ableitung dieses Weges ist gegeben durch

Y(t) = (—sint,cost) = ( —sint ) :

cost

Das Wegintegral eines stetigen Vektorfeldes X lédngs ~ ist daher gegeben durch

2w .
: —sint
/X - dry —/0 X (cost,sint) - ( cos t )dt. (8.27)

Wir betrachten jetzt das Vektorfeld auf R? gegeben durch

X R R X(x)::<_x2).

T

(Zeichnen Sie dieses Vektorfeld!) Das Wegintegral von X lings «y ist geméss (8.27)

gegeben durch
2m . .
—sint —sint
/X-d”y—/o ( cost )( cost )dt
2

= / ((—sint)® + (cost)?) dt

0

2
:/ Ldt
0

= 2.

Beispiel 8.30. [Wegintegral des Kraftfeldes] Wir betrachten ein Teilchen in U := R?,
auf welches eine Kraft F(z) wirkt, die vom Punkt z € R* abhiingt. Die Kraft F ist also
ein Vektorfeld auf R, das Kraftfeld. Wir schreiben (¢) fiir den Ort des Teilchens zum
Zeitpunkt ¢t. Das Wegintegral von F langs +,

/F~d’y

ist die Arbeit, welche das Kraftfeld am Teilchen verrichtet. Heuristisch ist die rechte
Seite dieses Integrals ndmlich die Summe “3°, ., F(v(?)) - dv(1)”, wobei “dy(t) =
v(t + dt) — v(t)”. Die “infinitesimale Grosse F(v(t)) - dvy(t)” ist die Arbeit, die das
Kraftfeld im “infinitesimalen Zeitinterval [t, ¢ + dt]” am Teilchen verrichtet. (Arbeit =
Kraft mal Weg.)

Folgender Satz charakterisiert Konservativitdt eines Vektorfeldes. Er liefert somit eine
Methode, um Problem 8.27(i) zu losen. Wir brauchen die folgende Definition. Sei U C
R™ eine Teilmenge.
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Definition 8.31 (Geschlossenheit eines Weges). Fin Weg 7 : [a,b] — U heisst ge-
schlossen g. d. w. y(a) = (b).
Wir nehmen jetzt an, dass U offen ist. Sei X : U — R" ein stetiges Vektorfeld.
Satz 8.32 (Charakterisierung der Konservativitit eines stetigen Vektorfeldes mittels
Wegintegrale). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) X ist konservativ.

(b) Das Wegintegral von X lings eines stetig differenzierbaren Weges hdngt nur von
den Endpunkten des Weges ab, d. h.: Falls ~; : [a;,b] — U, 1 = 0,1, stetig
differenzierbare Wege sind so, dass vo(ag) = v1(a1) und vo(by) = v1(b1), dann

qilt

(c) Das Wegintegral von X lings jedes stetig differenzierbaren geschlossenen Weges
ist gleich null.
Beweis: (a)=-(b): siche Seite 403.
a)<=(b) folgt aus Satz 8.36. (Siehe unten.)
)

(b)<(c) folgt aus dem Beweis von [Stra, Satz 7.4.2, S. 168]. (Siehe auch [Stra, Satz
7.4.3,S. 171].)

Beispiel. [Wegintegral, nicht-konservatives Vektorfeld] Wir betrachten das Vektorfeld

X R > R X(x)::<_x2).

I
Behauptung: X ist nicht konservativ.
Beweis: Wir betrachten den Weg
v :[0,27] — R?, v(t) := (cost,sint).

Dieser Weg ist geschlossen. Geméss Beispiel 11.7 ist das Wegintegral von X ldngs v
gegeben durch

/X~d7:27r750.

Gemaéss dem Kontraponierten von Satz 8.32(a)=>(c) ist X daher nicht konservativ.
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Falls das Vektorfeld X konservativ ist, dann kénnen wir dafiir mittels des Wegintegrales
und des Satzes 8.32 ein Potential konstruieren. Das ist Teil des folgenden Satzes. Um
diesen Satz zu formulieren, brauchen wir die folgende Definition. Sei S C R™.

Definition 8.33 (weg-zusammenhingend, konvex). (i) S heisst weg-zusammenhéngend
g. d. w. S # 0 und es fiir jedes Paar von Punkten xy,x, € S einen stetigen Weg
v :[0,1] = S von zy nach zy gibt, d. h.

v(i) = z, firi=0,1.

(i1) S heisst konvex g. d. w. fiir jedes Paar von Punkten xg,x; € S und jedest € [0, 1]
qgilt:
Y(t) == (1 —t)zg +tx; € S. (8.28)

Beispiele 8.34. [weg-zusammenhéingend, konvex]

(i) Falls S nicht leer und konvex ist, dann ist S weg-zusammenhéngend, da dann fiir
jedes Paar von Punkten xq,z; € S die Funktion v wie in (8.28) ein stetiger Weg
von xg nach xp ist.

(ii) Jeder (offene oder abgeschlossene) Ball ist konvex. Insbesondere ist R" konvex.

(iii)) Wir betrachten den Fall n = 1. Eine Teilmenge von R ist genau dann weg-
zusammenhéingend, wenn sie ein (moglicherweise leeres oder unbeschrinktes) In-
tervall ist.

Bemerkung 8.35. [Wegzusammenhang] Falls U C R" weg-zusammenhingend und
offen ist, dann gibt es fiir jedes Paar von Punkten xq,z; € U sogar einen stetig diffe-
renzierbaren Weg in U von zy nach x;. Wir konnen namlich jeden stetigen Weg von
2o nach x; durch einen stetig differenzierbaren Weg annihern, wobei die Endpunkte
festbleiben.

Sei U C R™ offen und X : U — R” ein stetiges Vektorfeld.

Satz 8.36 (Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes). Wir nehmen an,
dass das Wegintegral von X lings eines stetig differenzierbaren Weges nur von den
Endpunkten des Weges abhingt, d. h., dass Bedingung (b) (S. 397) erfillt ist. Wir
setzen auch voraus, dass U weg-zusammenhdngend ist. Sei xq € U. Wir definieren die
Funktion

f:U—=R, f(z) = /X - d,, (8.29)

wobei fiir jedes x € U a, < b, reelle Zahlen sind und 7y, : |az,by] — U ein stetig
differenzierbarer Weg von xo nach x ist. Es gilt:
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(i) f ist ein Potential fir X, d. h., f ist differenzierbar und Vf = X.

(i1) Falls g ein Potential fir X ist, dann gibt es eine Konstante C € R so, dass

g=f+C.

Beweis: (i) folgt aus der Behauptung im Beweis von [Stra, Satz 7.4.2, S. 168].
(i) folgt aus [Stra, Satz 7.4.1, S. 168].

Bemerkungen. [Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes]

e Die Funktion (8.29) ist wohldefiniert, d. h.:

(a) Ein Weg ~, wie in dieser Definition existiert.

(b) Das Wegintegral auf der rechten Seite héngt nicht von der Wahl von ~, ab.

(a) gilt geméss Bemerkung 8.35. (b) folgt aus der Voraussetzung, dass das Wegin-
tegral von X lédngs eines stetig differenzierbaren Weges nur von den Endpunkten
des Weges abhéngt.

e Satz 8.36 beschreibt alle Potentiale eines konservativen stetigen Vektorfeldes mit-
tels Wegintegrale. (Dass der Satz alle Potentiale beschreibt, folgt aus Aussage
(ii).) Je zwei Potentiale unterscheiden sich durch eine additive Konstante, falls
das Gebiet U weg-zusammenhéngend ist.

e Wir betrachten den Fall n = 1. In diesem Fall folgt Satz 8.36 aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung fiir die Funktion X : U C R — R. Um das
zu sehen, wihlen wir a, := xg, b, := x, v, : [ag, bs] = [x0, 2] = U, 7.(t) :=t. Es
gilt

also  Vf(z)=[f(z)=— | X(t)dt =X(z),

zo

geméss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir die Funktion
X.



KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R*, VEKTORFELD,
400 KONSERVATIVITAT

Wir nehmen an, dass U weg-zusammenhéngend ist. Eine Methode, um die Probleme
8.27((i),(ii)) fur ein gegebenes Vektorfeld X zu losen, ist die folgende:

Methode 8.37 (Konservativitét, Potential). o Wihle xo € U und fiir jedes v € U
ewnen Weg v,.

Definiere f wie in (8.29).

Berechne V f.

Fualls Vf =X, dann ist X konservativ und f ein Potential fir X.

Falls V f # X, dann ist X nicht konservativ.

Die letzte Aussage folgt aus Satz 8.36(i).

Beispiele 8.38. [Konservativitit und Potentiale eines Vektorfeldes] Wir verwenden
Methode 8.37, um die Probleme 8.27((i),(ii)) fiir folgende Vektorfelder zu 16sen.

(i) Wir betrachten das Fuler-Vektorfeld, d. h. die Identitdtsabbildung
X:=id: U :=R"—R", X(x) ==z.

Wir wéhlen ein xq € R™, der Einfachheit halber zq := 0. Sei z € U. Wir definieren
der Einfachheit halber

Ve 0 [0,1] — U, Ve(t) = (1 — t)zg + ta = ta.

Das ist ein stetig differenzierbarer Weg von xy = 0 nach x. Wir definieren die
Funktion f: U — R wie in (8.29), d. h.

fla)i= [ X-a,
- / X (1 (8)) - u(t) dt

:/ tr - xdt
0

2!
x|?

t=0

2
s

T
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Diese Funktion ist quadratisch und daher differenzierbar. (Siehe Beispiel 8.13.)
Ihr Gradient ist geméss Beispiel 8.19 gegeben durch

Vf(zr) = : =z =X(x).

Tn

Die Funktion f ist daher tatséchlich ein Potential fiir X. Somit haben wir das
obige Problem gelost.

(ii) Wir betrachten das Vektorfeld

X :R?* = R?, X(:C):—<O>.

X1

Wir wahlen ein zg € R”, der Einfachheit halber zy := 0. Sei x € U. Wir definieren
der Einfachheit halber

Yz [0,1] = U, Ve (t) == (1 — t)zo + to = t.

Wir definieren die Funktion f: U — R wie in (8.29), d. h.

1
:/ ( 0 )-xdt
0 t.’L’l
1
:/ tl’ll’gdt
0

2!

= = T1T2
2 t=0

T1T2
2

Diese Funktion ist quadratisch und daher differenzierbar. Ihr Gradient ist gegeben

durch
)4(4)-xen

X ist daher nicht konservativ. (Das folgt aus Satz 8.36(i).)

Vi) = (

w|§w|§
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Beispiel 8.39. [physikalische Interpretation, konservatives Kraftfeld, Arbeit, Energie-
erhaltung] Wir betrachten ein Teilchen in R3, auf welches eine Kraft F(z) wirkt, die
stetig vom Punkt € R® abhéingt. Wir nehmen an, dass F konservativ ist. Wir fixieren
einen Punkt zy € R® und definieren die Funktion f : R* — R wie in (8.29) mit X := F.
Eine differenzierbare Funktion U : R*> — R so, dass

F=-VU

heisst potentielle Energie des Teilchens. Wir fixieren eine potentielle Energie U. (Da F
konservativ ist, gibt es ein solches U.) Gemiss Satz 8.36(ii) gibt es eine Konstante C'
so, dass

—U=f+C. (8.30)

Die potentielle Energie ist also bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Sei
r € R3. Aus (8.30) folgt, dass

f(@) = f(xo) = =U(x) + U(xo).

Gemaéss Beispiel 8.30 und der Definition (8.29) ist f(x) — f(zo) = f(z) die Arbeit,
die das Kraftfeld am Teilchen verrichtet, wenn es sich via des Weges 7, von xy nach
x bewegt. Diese Arbeit ist also gleich der Differenz der potentiellen Energie an den
Punkten zo und x.

Falls v, der durch das Kraftfeld verursachte Weg des Teilchens ist, wird die am Teilchen
verrichtete Arbeit in kinetische Energie des Teilchens umgewandelt. In diesem Fall ist
daher die totale (=kinetische + potentielle) Energie des Teilchens am Anfang und am
Ende des Weges gleich. In einem konservativen Kraftfeld bleibt also die totale Energie
eines Teilchens erhalten. In einem System mit nur konservativen Kréften gibt es daher
kein Perpetuum mobile erster Art. Damit meinen wir eine Maschine, die netto Energie
erzeugt. Siehe Abbildung 8.4 fiir ein Bild einer solchen Maschine.

Um die Implikation (a)=-(b) in Satz 8.32 (S. 397) zu beweisen, brauchen wir folgendes
Lemma. Seien U C R" offen, f € CY(U) = CY(U,R), a < b reelle Zahlen und v €
C*([a,b],U).

Lemma 8.40 (Wegintegral eines Gradientenfeldes). Das Wegintegral des Gradienten-

feldes V f lings des Weges ~y ist die Differenz der Werte von f in den Endpunkten von
v

/ Vf-dy = f(v(b) — f(a)).

Beweis des Lemmas 8.40: Gemiss Satz 8.12 (Kettenregel) gilt

d

df(v(t)3(t) = = (fon(®),  Vtelab] (8.31)
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Abbildung 8.4: Ein Perpetuum mobile.

Daraus folgt, dass

/ Vfody= / VF(v(t)) - 4(t) d

b
- [ty a
b
- [[SUemn®a  (semiss (s30)

= fo~vy(b) — for(a) (geméss dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Das beweist Lemma 8.40. O

Beweis der Implikation (a)=-(b) in Satz 8.32: Wir nehmen an, dass (a) gilt, also,
dass X konservativ ist. D. h., es gibt eine differenzierbare Funktion f : U — R so, dass

Vfi=X.
Seien v, : [a;, b;] — U, i = 0,1, stetig differenzierbare Wege so, dass

Yo(ao) = 1 (ar), Yo(bo) = 71(b1). (8.32)
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Es gilt
[x-an=[v5an
= f((bo)) — f(r0(ag))  (geméiss Lemma 8.40)
= f(n(br)) = f(mlar))  (gemiiss (8.32))
— /Vf ~dm (geméss Lemma 8.40)

Also gilt (b). Das beweist die Implikation (a)=-(b) in Satz 8.32. O

8.4 Charakterisierung der Konservativitiat mittels
Ableitungen, Integrabilititsbedingung,
Rotation eines Vektorfeldes, einfacher
Zusammenhang, Holomorphie,
Cauchy-Riemann-Gleichungen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 6.2, 6.4] und [Stra, 7.5]. Zusétzlich zu Satz 8.32
konnen wir die Konservativitéit eines Vektorfeldes mittels Ableitungen statt Integrale
charakterisieren. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes. Wir brauchen die folgende
Definition. Wie in (1.11) schreiben wir S?~!(x) C R? fiir die Sphére mit Mittelpunkt
xo und Radius r. Im Fall d = 2, g = 0 und r = 1 ist das der Einheitskreis'?

St = 51(0).

Definition 8.41 (einfach zusammenhéngend). Fine Teilmenge S C R™ heisst einfach
zusammenhéangend g. d. w. S weg-zusammenhdngend ist und fir jede stetige Abbildung
v:S' — S es eine stetige Abbildung h : [0,1] x ST — S gibt so, dass

h(0,y) = (y), Vy € S, v = h(1,-): S' = S ist konstant.'®

Bemerkungen. [Schleife, Homotopie]

e Eine stetige Abbildung v : S' — S heisst Schleife in S.

12Tn der Mathematik bezeichnet Kreis den Rand der Kreisscheibe (ohne das Innere).
By (y) = h(1,y)
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e Eine Abbildung h wie oben heisst Homotopie zwischen v und +'. Das erklart die
Wahl des Buchstabens h.

Beispiele 8.42. [(nicht-)einfach zusammenhéngend]

(i) Jede nichtleere konvexe Teilmenge von R” ist einfach zusammenhéngend. (Kénnen
Sie eine Homotopie h von einer gegebenen Schleife zu einer konstanten Schleife
finden?) Gemiiss Beispiel 8.34(ii) ist also jeder Ball einfach zusammenhéingend.
Insbesondere gilt das fiir R™.

(ii) Der Kreis S := S! ist nicht einfach zusammenhéngend. Fiir die Identitéitsabbildung
id : S — S! gibt es niimlich keine Homotopie zu einer konstanten Abbildung.
Das folgt aus dem Beweis von [Hat02, Theorem 1.7, p. 29].

(iii) Aus dem letzten Beispiel folgt, dass die offene Teilmenge S := R? \ {0} von R?
nicht einfach zusammenhéngend ist. Alternativ folgt das auch aus Korollar 8.45
unten. Siehe Beispiel 8.46.

Sein € N, U C R” offen und X : U — R” ein C'-Vektorfeld.

Satz 8.43 (Charakterisierung der Konservativitit mittels partieller Ableitungen, Integrabilitét).

Fulls X konservativ ist, dann erfillt es die Integrabilitdtsbedingung
D; X’ = D; X", Vi,j=1,...,n. (8.33)

(i1) Falls U einfach zusammenhdngend ist und (8.33) erfillt ist, dann ist X konser-
vativ.

Beweis: (i): S. 415

(ii): [Strb, Satz 9.9.3. ii), S. 308] Dieser Satz charakterisiert die Konservativitit eines
Vektorfeldes. Er liefert somit eine weitere Methode, um Problem 8.27(i) zu losen.

Beispiele 8.44. [Charakterisierung der Konservativitit mittels partieller Ableitungen,
Integrabilitdtsbedingung]

(i) Wir betrachten das Fuler-Vektorfeld, d. h. die Identitétsabbildung
X :=id:U:=R"—R", X(z) ==
Seien 7,7 € {1,...,n} und x € U. Wir berechnen

1, fallsi=j,

Dix(x) = 07 : { 0, sonst.
— 5

= D; X' ().
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Also erfiillt X die Integrabilititsbedingung (8.33). Gemiss Beispiel 8.42(i) ist
U = R" einfach zusammenhéngend. Gemiiss Satz 8.43 ist X daher konservativ.
Das stimmt mit dem iiberein, was wir in Beispiel 8.38(i) herausgefunden haben.

(ii) Wir betrachten das Vektorfeld

0
.  R2 2 —
X:U:=R =R, X(x)._<m1+6(ex2)>.

Firi=1,5 =2 und x € U berechnen wir

D X*(z)=1+0

#0
= Dy X' (z).

Daher ist X geméss Satz 8.43 nicht konservativ.

Bemerkungen. [Charakterisierung der Konservativitdt mittels partieller Ableitun-
gen, Integrabilitdtsbedingung]

e Im Beispiel 8.44(ii) konnen wir alternativ versuchen, Methode 8.37 anzuwenden.
Dazu miissen wir fiir jedes © € R das Wegintegral [ X - dv, fiir ein geeignetes
v, berechnen. Es scheint schwierig, ein v, zu finden, wofiir wir dieses Integral
explizit berechnen koénnen. (Versuchen Sie es!) In diesem Fall ist also die obige
auf Satz 8.43 beruhende Methode einfacher.

e Falls U nicht einfach zusammenhingend ist, dann folgt aus der Integrabilitétsbedingung
(8 33) im Allgemeinen nicht, dass X konservativ ist. Fiir ein Gegenbeispiel siehe
Ubungsserie 3 (Nicht-konservatives Vektorfeld mit verschwindender Rotation auf
nicht-einfach zusammenhédngendem Gebiet).

Als Anwendung von Satz 8.43(ii) erhalten wir die folgende hinreichende Bedingung
dafiir, dass eine offene Menge nicht einfach zusammenhéngend ist.

Korollar 8.45 (Nicht-einfacher Zusammenhang). FEine offene Teilmenge U C R" ist
nicht einfach zusammenhingend, falls es ein C'-Vektorfeld X gibt, das die Integrabi-
litatsbedingung (8.33) erfillt, sowie einen geschlossenen stetig differenzierbaren Weg
v i la,b] = U so, dass das Wegintegral von X ldngs v ungleich 0 ist.

Beweis des Korollars 8.45: Aus Satz 8.43(ii) und Satz 8.32(a)=(c) folgt:

Wenn U einfach zusammenhiingend ist, dann ist fiir jedes C!'-Vektorfeld X, das die
Integrabilitdtsbedingung (8.33) erfiillt und jeden geschlossenen stetig differenzierbaren
Weg v in U das Wegintegral von X léngs v gleich 0.
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Das Kontraponierte dieser Aussage ist die Aussage des Korollars. Somit haben wir das
Korollar bewiesen. O

Beispiel 8.46. [Nicht-einfacher Zusammenhang] Behauptung: Die Menge
U :=R*\ {0}
ist nicht einfach zusammenhéangend.
Beweis: Wir betrachten das C'-Vektorfeld
(o)
gl
lzl>

XU — R, X(z) =

Dieses Vektorfeld erfiillt die Integrabilititsbedingung (8.33). (Siehe Ubungsserie 3,
nicht-konservatives Vektorfeld mit verschwindender Rotation auf nicht-einfach zusam-
menhéngendem Gebiet.) Wir betrachten den geschlossenen stetig differenzierbaren Weg

v:[0,27] = U, v(t) := (cost,sint).
Wir haben
/ X -dy=21#0.
Das folgt aus einer Rechnung wie in Beispiel 11.7. Geméss Korollar 8.45 folgt daher,
dass U nicht einfach zusammenhéngend ist.
In den Féllen n = 2 und n = 3 bedeutet die Bedingung (8.33) in Satz 8.43, dass die

Rotation des Vektorfeldes X verschwindet. Diese Rotation ist wie folgt definiert.

Definition 8.47 (Rotation eines Vektorfeldes). (i) Fall n = 2: Sei U C R* offen
und X : U — R? ein differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren die (skalare)
Rotation (oder Wirbelstirke) von X als die reellwertige Funktion

0X? B oX!
ozl 0x?

rot X := D1 X? — D, X! = U =R

(it) Falln = 3: Sei U C R offen und X : U — R® ein differenzierbares Vektorfeld.
Wir definieren die Rotation von X als das Vektorfeld

Dy X3 — Dy X2
rotX =V x X :=| D3 X'—D; X3 |:U— R
D X2 — Dy X!
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Bemerkung. Formal ist V x X das Kreuzprodukt von V = (Dy, D5, D3) mit X. Das
ist der Grund fiir diese Notation.

Beispiele. [Rotation eines Vektorfeldes]

e Das Vektorfeld
XRS5 R, X(z) = ( 2 ) (8.34)
hat Rotation
rot X (v) = D1 X?*(x) — Do X' (2) =1~ (—1) = 2.
e Das Euler-Vektorfeld
X :=id: R® = R%, X(z) ==z,

hat Rotation

Dy X? — Dy X? 0-0
rotX(z) = DsX'—DX* J(z)=( 0-0 | =0.
D X? — D, X! 0-0

Bemerkung. [Integrabilitdtsbedingung und Rotation] In den Féllen n = 2 und n = 3
ist die Integrabilititsbedingung (8.33) dquivalent zur Wirbelfreiheit von X, d. h., zur
Bedingung

rot XX =0 (n=2), respektive rotX =0 (n=3).

Der Name Rotation fir rot X kommt davon, dass das Vektorfeld (8.34) eine nicht-
verschwindende Rotation hat und sein Fluss durch Rotationen (Drehungen) gegeben
wird. Um das zu erkldren und zu prézisieren, brauchen wir die folgende Bemerkung.

Bemerkung 8.48. [Fluss eines Vektorfeldes] Wir betrachten ein C'-Vektorfeld X auf
R™ und einen Punkt xq € R™. Es gibt ein offenes Intervall I, das 0 enthé&lt und eine
stetig differenzierbare Losung x : I — R™ des Systems von gewdhnlichen Differential-

gleichungen
t=Xox (8.35)

und der Anfangsbedingung
z(0) = xo. (8.36)

(Siehe [Stra, Satz 7.5.1, S. 185].) Die Losung ist eindeutig, im Sinn, dass jedes Paar
von Losungen auf dem Durchschnitt der beiden Intervalle iibereinstimmt. Der Fluss'*

Dieser Begriff des Flusses unterscheidet sich vom Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche, der
in den S#tzen von Stokes und Gaufl auftritt. (Siehe spéter.)
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des Vektorfeldes X ist eine Abbildung von einer offenen Teilmenge U von R x R™ nach
R™, die durch die Gleichung

ox(t,zo) == z(t)

definiert ist, wobei z die eindeutige Losung von (8.35,8.36) ist. U ist dabei maximal.

Beispiel 8.49. [Fluss eines Vektorfeldes| Fiir jedes ¢ € R betrachten wir das Vektorfeld

X RS RE X(x) = c< B ) . (8.37)

T
Der Fluss von X, ist gegeben durch
Yx, : U=Rx [R2 — IRQ, QOXC(t,.Z'o) = Rct(l'o),

wobei R, die Drehung um den Ursprung in R2 um den Winkel a im Gegenuhrzeigersinn
bezeichnet. (Uberpriifen Sie, dass diese Abbildung ¢y, die Bedingungen (8.35,8.36)
16st!)

Bemerkungen 8.50. [Motivation fiir den Namen Rotation]
(i) Wir betrachten den Fall n = 2 und das Vektorfeld X, wie in (8.37). Geméss

Beispiel 8.49 ist der Fluss dieses Vektorfeldes durch Drehung um den Ursprung
7o := 0 gegeben. Die Rotation von X, im Punkt z € R? ist

rot Xo(2) = ¢(0p, 21 — Ony (—22))
= 2c
= 2 - Winkelgeschwindigkeit der durch X, hervorgerufenen Drehung.

Das motiviert den Namen Rotation von X fiir rot X.

(ii) Wir betrachten jetzt den Fall n = 3. Sei A € R3*? eine antisymmetrische Matrix,
d. h. AT = —A. Wir betrachten das Vektorfeld X auf R?, das durch

X(x) = Ax

gegeben ist. In diesem Fall kénnen wir die Rotation von X wie folgt geometrisch
beschreiben. Wir schreiben A’; fiir den (i, j)-ten Eintrag von A. Wir definieren

A3,
vi=| A . (8.38)
A%

Der Zeit-t-Fluss von X (definiert wie in Bemerkung 8.48) ist durch eine “Drehung
um £v” gegeben, d. h. eine Drehung um die Achse i um den Winkel tl|v||, falls
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v # 0, und durch die Identitét, falls v = 0. Das folgt aus Bemerkung 8.48 und die
Tatsache, dass es eine Orthonormalbasis vy, v5, v3 von R? gibt so, dass X (v1) = vs,
X (vg) = —v1, X(v3) = 0. (Warum gibt es eine solche Basis? Tipp: Definieren Sie
vs == v/||v||, falls v # 0.)

Die Rotation des Vektorfeldes X im Punkt z € R? ist durch zweimal die Winkel-
geschwindigkeit dieser Drehung gegeben, d. h.

rotX (r) = 2v = 2 - Winkelgeschwindigkeit der durch X erzeugten Drehung.
(8.39)
Das motiviert den Namen “Rotation von X" fiir rotX.

(iii) Aus der obigen Bemerkung ergibt sich die folgende stromungsmechanische Inter-
pretation der Rotation eines Vektorfeldes. Sei 0 # A € R3*? eine antisymmetri-
sche Matrix. Wir betrachten eine stromende Fliissigkeit, deren Geschwindigkeit
im Punkt 2 € R? durch

v(z) = X(z) = Az
gegeben ist. Wir platzieren einen kleinen harten Ball im Ursprung von R3. Nach
einer gewissen Einlaufzeit dreht sich der Ball mit der Stromung mit, d. h., er
dreht sich um die Achse 7 mit Winkelgeschwindigkeit |v|l, wobei v wie in (8.38)

definiert ist. Das folgt aus Bemerkung (ii). Gemiss (8.39) ist die Rotation von
X also gleich zweimal die Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Balles.

In den folgenden Bemerkungen stellen wir eine Verbindung zur komplexen Analysis
her. Wir zeigen mit Hilfe der Sétze 8.43 und 8.32 unter anderem, dass das komple-
xe Wegintegral einer holomorphen Funktion auf einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet nur von den Endpunkten des vorgegebenen Weges abhéngt.

Bemerkungen. [Holomorphie, Cauchy-Riemann-Gleichungen, Integrabilitdtsbedingung,
(komplexes) Wegintegral]

e Wie Sie in Mathematische Methoden fiir ITET und RW gelernt haben, ist ei-
ne komplexwertige Funktion f auf C holomorph, d. h. komplex differenzierbar,
g. d. w. f die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt.'?Jede der beiden Cauchy-
Riemann-Gleichungen entspricht der Integrabilitdtsbedingung (8.33). Um das zu
sehen, identifizieren wir C mit R?. Seien U C C = R? offen und

f=u+iw:UCC—C
eine Funktion. Wir definieren

() (1) e

5Fiir die Implikation “<=" nehmen wir an, dass f partiell differenzierbar und stetig ist.
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Wir schreiben die Standardkoordinaten in R? als ,y. (Wir schreiben also einen
Punkt in R? als (z,y).) Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir f lauten

ou  Ov
ou ov
Gleichung (8.40) ist dquivalent zu
DiY? = DY,

was dquivalent zur Integrabilitdtsbedingung (8.33) ist.
Gleichung (8.41) ist dquivalent zu

D, X' = D, X2,
was ebenfalls dquivalent zur Integrabilitdtsbedingung (8.33) ist.

e Wir nehmen jetzt an, dass f = u+iv : U — C holomorph ist und dass U einfach
zusammenhéngend ist. Sei v : [a,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg.

Behauptung: Das kompleze Wegintegral'®

Lf = Lf(z)dz = /ab Fr )3t dt T

héngt nur von den Endpunkten von ~ ab.

Beweis: Es gilt (mit Re = Realteil)

Re (/ f) = /X-dfy. (8.42)

(Uberpriifen Sie das!) Das Vektorfeld X = (u, —v) erfiillt wegen (8.41) die
Integrabilitdtsbedingung (8.33). Geméss Satz 8.43(ii) ist X daher konservativ.
Gemiiss Satz 8.32(a)=-(b) hingt [ X - dy daher nur von den Endpunkten von

ab. Wegen (8.42) gilt dasselbe fiir Re (fw f).
Analog gilt fiir Y = (v,u), dass (mit Im = Imaginérteil)

Im<Lf>:/Y.d7.

Aus der ersten Cauchy-Riemann-Gleichung (8.40) folgt, Y konservativ ist. Daher
héngt Im ( f7 f ) nur von den Endpunkten von v ab. Damit folgt die Behauptung.

16Giehe die Vorlesung Mathematische Methoden fiir ITET und RW.
1"Hier tritt das Produkt der komplexen Zahlen f(v(t)) und 4(t) auf.
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8.5 Partielle Ableitungen héherer Ordnung, Satz

von Schwarz iiber Vertauschen partieller
Differentiationen, Taylorformel, lokale
Extremalstelle, Hesse-Matrix

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.2] und [Stra, 7.5]. Sei U C R™ offen.

Definition 8.51 (hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C*). Wir nennen jede
Funktion f : U — RP 0-mal partiell differenzierbar (keine Bedingung). Ihre (eindeutige)
partielle Ableitung O-ter Ordnung ist f. Rekursiv definieren wir fir k € N:

Fine Funktion f : U — RP heisst k-mal partiell differenzierbar ¢. d. w. sie (k —1)-
mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen (k — 1)-ter Ordnung
partiell differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die
Funktionen D;g, wobei j € {1,...,n} und g alle partiellen Ableitungen von f (k—1)-
ter Ordnung durchlduft.

Wir nennen f k-mal stetig partiell differenzierbar (oder k-mal stetig differenzierbar
oder schlicht C*) g. d. w. f k-mal partiell differenzierbar ist und ihre partiellen Ablei-
tungen k-ter Ordnung stetig sind. Fir k € Ny definieren wir die Menge

C*(U,RP) := C*(U;RP) := {f : U — RP| f ist k-mal stetig partiell differenzierbar}.

Wir nennen f beliebig oft stetig partiell differenzierbar (oder C* oder glatt) g. d. w. f
C* ist fiir jedes k € Ny.

Bemerkungen. [hohere (stetige) partielle Differenzierbarkeit, C*]

(Rekursion) Die Definition der k-fachen Differenzierbarkeit beruht auf Rekursion
iiber k. In einer rekursiven Definition definieren wir zuerst ein Objekt oder einen
Begriff Ag und dann fiir jedes £ € N ein Objekt oder einen Begriff A mittels
Ap_1. Zum Beispiel ist das Produkt A, := kn zweier natiirlicher Zahlen k,n
rekursiv definiert durch

Ag =0, Ap = Ap_1 +n.
(Uberprﬁfen Sie, dass diese Definition mit Threr Intuition des Produktes iibereinstimmt!)

In der Definition 8.51 ist A, der Begriff der k-fachen partiellen Differenzierbarkeit
von f zusammen mit dem Begriff der partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung.

Zum Beispiel heisst f geméss dieser Definition 1-mal partiell differenzierbar
g. d. w. f1—1 = 0-mal partiell differenzierbar ist und die partiellen Ablei-
tungen von f O-ter Ordnung partiell differenzierbar sind'®. f ist 1-mal partiell

18im Sinn der Definition 8.2
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differenzierbar g. d. w. f partiell differenzierbar ist. In diesem Fall sind die par-
tiellen Ableitungen von f 1-ter Ordnung gerade die partiellen Ableitungen von
f 19'

Als ein weiteres Beispiel heisst f geméss Definition 8.51 2-mal partiell differen-
zierbar g. d. w. f 1-mal partiell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen
von f 1-ter Ordnung partiell differenzierbar sind. Das bedeutet, dass f partiell
differenzierbar ist und dass die partiellen Ableitungen von f ebenfalls partiell
differenzierbar sind.

e Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die Funktionen

. . y 8
Djk...Djlf mlt j17-..7jk€{17-.-7n}7 D]:%

e Jede k-mal stetig partiell differenzierbare Funktion Funktion f besitzt stetige
partielle Ableitungen i-ter Ordnung fiir i € {0, ..., k}. Das folgt aus:

— Proposition 8.21: (1-mal) stetig partiell differenzierbar = differenzierbar
— Proposition 8.11: differenzierbar = stetig

Jede C*-Funktion ist also auch von der Klasse C*¥~1, ... C°.
e C°(U,RP) ist die Menge der stetigen Funktionen von U nach R”.

e Die Definition von C* im Skript [Stra] (Definition 7.5.1, S. 171, Definition 7.5.2,
S. 173) ist ein wenig anders formuliert. Sie ist dquivalent zur Definition 8.51.

Beispiel. Jedes Polynom auf R™ ?° ist glatt. Das folgt aus einem Argument wie in

Beispiel 8.22.

Eine wichtige Eigenschaft einer C*-Funktion ist, dass es fiir eine solche Funktion nichts
ausmacht, in welcher Reihenfolge wir die partiellen Ableitungen nehmen. Das ist der
Inhalt des folgenden Satzes von Schwarz. Seien n € N, U C R" offen, f € C*(U) =
C*(U,R) und 4,5 € {1,...,n}.

Satz 8.52 (Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationen®'). Es gilt

Beweis: [Stra, Satz 7.5.1, S. 171]

Dieser Satz ist nach Hermann Schwarz benannt, sieche Abbildung 8.5.

199m Sinn der Definition 8.2
20siehe die Definition in Beispiel 8.22
2IMit “Differentiation” meinen wir “Ableitung nehmen”.
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Abbildung 8.5: Hermann Schwarz, 1843-1921, deutscher Mathematiker.

Beispiel. [Satz von Schwarz, Vertauschen partieller Differentiationen] Wir betrachten
die Funktion
[ R =R, f(z) = x5

(z; := i-te Koordinate von z) Diese Funktion ist von der Klasse C?. (Sie ist sogar
glatt.) Wir berechnen

D1f<l') = (L‘g, also Dngf($> = DQ(le)(Z‘) = 2372,
Dof(x) =21 - 2x9, also DyDyf(x) =229 = DyD1 f(2).

In diesem Beispiel haben wir also die Aussage des Satzes 8.52 durch eine direkte Rech-
nung gezeigt.

Bemerkung. [Vertauschen partieller Differentiationen] Die Aussage des Satzes 8.52
ist falsch, falls wir nur voraussetzen, dass f zweimal partiell differenzierbar ist. Ein
Beispiel dafiir ist die Funktion f : R? — R gegeben durch

W=V s (a,) £ (0,0),
0, sonst.
Diese Funktion ist ndmlich zweimal partiell differenzierbar mit
0,0,f(0,0) =1 # —1 = 9,0, £(0,0).
(Rechnen Sie das nach!)
Aus Satz 8.52 folgt, dass die Reihenfolge partieller Differentiationen keine Rolle spielt,

falls die gegebene Funktion geniigend oft stetig partiell differenzierbar ist. Das ist der
Inhalt des folgenden Korollars. Sei m € N.
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Korollar 8.53 (Vertauschen partieller Differentiationen). Partielle Differentiationen
diirfen beliebig vertauscht werden, falls eine C™-Funktion insgesamt m-mal partiell
differenziert wird.

Beweis: Das folgt aus Satz 8.52.

Bemerkungen. [Vertauschen partieller Differentiationen] Zum Beispiel gilt, dass
DyDsDsf = DsD3Dsf,

falls f C3 ist.

Eine weitere Anwendung von Satz 8.52 ist Satz 8.43(i), welcher besagt, dass jedes
konservative C'-Vektorfeld X die Integrabilititsbedingung (8.33) erfiillt, also

D; X’ = D; X", Vi, j=1,...,n.

Beweis von Satz 8.43(i): Da X konservativ ist, besitzt es ein Potential, also eine
differenzierbare Funktion f : U — R so, dass Vf = X. Da X (von der Klasse) C? ist,
ist f C? Fiir alle i,5 € {1,...,n} gilt
D;X? = D;D,f (wegen Vf = X)
=D;D;f (gemiss Satz 8.52, da f C? ist)
= D; X' (wegen Vf = X).

D. h., X erfiillt die Integrabilitédtsbedingung (8.33). Das beweist Satz 8.43(i). O

Sei m € {—1,0,1,...}. Wie im eindimensionalen Fall kénnen wir eine C™-Funktion
f durch ihre Taylorformel ausdriicken. Das ist der Inhalt des néchsten Satzes. In der
Taylorformel kommt das Taylorpolynom m-ter Ordnung von f vor. Aus der Formel
folgt, dass das Taylorpolynom die Funktion f annéhert. Da Polynome einfache Funk-
tionen sind, werden Funktionen in vielen Anwendungen daher nédherungsweise durch
ihre Taylorpolynome ersetzt.

Seien k € Ny und aq,...,a; € R. Im Fall £ = 0 haben wir die leere Liste von Zahlen.
Wir schreiben i

H(Zi =Aap---ag

i=1

fiir das Produkt dieser Zahlen. Im Fall £ = 0 nennen wir Hf:lo a; das leere Produkt. Das
ist das Produkt aller Zahlen in der leeren Liste. Wir verwenden dann die Konvention
k=0

H(Ii = 1.

i=1
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Seien n € Ng, m € No U {—1}, U C R" offen, f : U — R und zy € U. Falls m > 0,
dann nehmen wir an, dass f m-mal partiell differenzierbar ist.

Definition 8.54 (Taylorpolynom). Wir definieren das Taylorpolynom von f m-ter
Ordnung zum Entwicklungspunkt o als die Funktion T} : R" — R gegeben durch?®

Tf :Eo Z k" Z le e Dl1f($0) H('r - xO)i]- (843)

77777 =1

_f xO +ZDz1f ZL‘() 1+% Z Di2Di1f(xO)(m_x0)i1(x_x0>i2

i1=1 i1,i0=1

+...+i Z D; -+ Dy f(zo)(x — 0)i, - (x — 20)s,,.

Bemerkungen. [Taylorpolynom]

e In der Summe Z“ ..... ;=1 summieren wir tiber alle Tupel von Indizes (i1,...,1) €
{1,...,n}*. Wir kénnen diese Summe auch als die iterierte Summe »77° _; --- 377" _|
schrelben. Jeder Index i1, ..., 17 lauft also von 1 bis n.

e Im Produkt Hk’;l( — @), tritt der Index 4; auf, der wiederum einen Index,
namlich 7, trdgt. Der Index J lauft von 1 bis k. Wir erhalten also die Indizes
1 , 1. Das Produkt ist somit gegeben durch

(x —20)i; = (. — 0)iy -+ (¥ — To)sy.-

.
Il >
_ m

Zum Beispiel ist fiir n:=4, k=5, ¢ :=0, z := ( 1,2,4, 1), 1 =3, i =1,
13 := 1, 174 := 3, i5 := 1 das Produkt gegeben durch

o

H(x — )i, = T3r1010301 = 4 - (—1) - (=1)-4-(~1) = —16.

J=1

Wir benotigen doppelte Indexierung, um das Taylorpolynom in mehreren Va-
riablen zu definieren, da wir nicht einfach Indizes “a,b,c usw. ” statt iy,...,
verwenden kénnen. (Was ist zum Beispiel der letzte Index in “a, b, c usw. ”, wel-
cher die Rolle von i, spielt?)

22Fiir jeden Vektor v € R™ und jeden Index i = 1, ...,n bezeichnet v; hier die i-te Koordinate von
v.
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e In der Formel (8.43) tritt k! := []_,i = 1-2---- -k (k Fakultit) auf. Im Fall
k =0 ist das das leere Produkt 0! = 1.
e Im Fall m = —1 ist die rechte Seite von (8.43) eine leere Summe. Diese ist als 0
definiert. Daher ist
T ;0 =0.

e Im Fall m =0 ist
T‘](c),l‘o = f(x0>

e Im Fall m =1 ist

T} () = f(z0) + Z Dif(xo)(a — mo)i
— f(wo) + df (z0)(z — o).

Das ist die beste affine Ndherung von f im Punkt xg, die wir in (8.9) kennenge-
lernt haben. Das Taylorpolynom verallgemeinert also die beste affine Ndherung.

e In [Stra, Bemerkung 7.5.3, S. 174] wird die Notation
Tonf(x,20) := T (2)
verwendet.
Beispiel 8.55. [Taylorpolynom|Wir betrachten die Funktion
[ R*"—= R, f(z) = sin (||z]]*) .

Wir berechnen das Taylorpolynom von f m-ter Ordnung zum Entwicklungspunkt xg :=
0 fiir m = 0,1,2. Dazu berechnen wir mittels der Kettenregel und der Leibnizregel
(=Produktregel)

D;f(z) = cos (||z]|*)-22;, D;D; f(x) = —sin (||z|*)-22;-2z;+cos (| z|?)-26:, Vi, j =1,...

1, fallsi=j,

WObei 5ji = { O, sonst.

Daraus folgt, dass

T apmo(®) = F(0) =0, Tj, o(x) = f(0) + ) Dif(0)(& = 0); =0+0=0,

i1=1
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T2 pmol) =(0) + 30 Di fO) (0 + 5 3 Doy f(0)( — ) (x — 0),

i1=1 i1,92=1

1 )
:O+O+§;1~2xi
=||z||*.

In der Formel (8.43) fiir das Taylorpolynom kommen viele gleiche Terme vor. Zum
Beispiel ist der Term mit & = 2, 7; = 3, 75 = 4 gegeben durch

1

§D4D3f($0)(l‘ — 370)3(37 — IEQ)4.
Der Term mit k = 2, 1; = 4, 15 = 3 ist gegeben durch

1

§D3D4f($o)(i€ - $0)4(33 - 950)3-

Gemiss dem Satz von Schwarz 8.52 sind diese beiden Terme gleich. Wir brauchen da-
her nicht alle hoheren partiellen Ableitungen auszurechnen, um ein Taylorpolynom zu
berechnen. Mit Hilfe sogenannter Multi-Indizes kénnen wir das Taylorpolynom so um-
schreiben, dass solche Terme zusammengefasst werden. Ein Multi-Index ist ein Element

a=(o,...,0,) € NJ. Sei v € Nij ein Multi-Index. Wir schreiben
lal =a1+ -+ ay, =: Ordnung (=: Lénge) von «a,
al =aq!a!,

k!

(2) == (fiir k& := |a|, Multinomialkoeffizient),
!

v* =t e Yv e R,

n

0% := D" =Dy --- D"

Beispiel. [Multi-Index-Schreibweise] Fiir n = 4, a = (3,0,2,0) € N} und v :=
(—1,2,4,1) gilt:

ki=|o|=3+0+240=75
al=31-00-20.00 =12

k 5!
<a>_3!-0!-2!-0!_10

v = (—1,2,4,1)3020 = (—1)3.20.4%. 1= —16
Da == DngDgD? == D3D3D1D1D1

Seien m € Ny, f € C™(U), o € U und = € R"™.
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Proposition 8.56 (Taylorpolynom in Multi-Index-Schreibweise). Das Taylorpolynom
17, st gegeben durch

() =Y Y éDO‘f(xo)(:v —x)%  VzeR"

k=0 aeNy: |a|=k

Bemerkung. Diese Proposition entspricht [Stra, Bemerkung 7.5.3]. Dort steht fiir
k = m anstelle von é der falsche Faktor %

Diese Proposition folgt unmittelbar aus dem néchsten Lemma. Seien £ € Ny, f €
C*(U), o € U und v € R".

Lemma 8.57 (partielle Ableitungen und Multi-Indizes). Es gilt

> Dik...Dilf(xO)Hvij: > (i)Do‘f(xo)v“. (8.44)

$1yeees =1 j=1 OcED\Ig:la|=k

Beweis von Lemma 8.57: Fiir jedes k-Tupel I = (I,..., 1) € {1,...,n}* definieren
wir den Multi-Index af € Nj durch

ol == Anzahl j € {1,...,k} so, dass [; = i, Vie{l,...,n}. (8.45)
(I; spielt die Rolle des Indexes i;.) Sei o € Nj. Wir schreiben & := |af. Es gilt
& I k k!
Anzahl I € {1,...,n}" so, dass @ = « =\o) = (8.46)
!

Das folgt mittels Induktion iiber n aus der Tatsache, dass es (lz) Kombinationen von /¢
Elementen aus einer Menge mit k£ Elementen gibt. (Fiir eine anschauliche Herleitung
siche Bemerkung 8.58(i).) Es gilt

k
Y. Dy Diflxo) [ [ v,
. o=
= > Y. DD flag)eft - vgn

aENG: |a|=k Ie{l,...n}F: al =a

(aufgrund des Satzes 8.52 (Schwarz) und weil Multiplikation von Zahlen kommutativ ist)
= Z (’;) D*f(zo)v®  (wegen (8.46)).

aEND: |al=k

Das beweist (8.44) und schliesst den Beweis von Lemma 8.57 und damit von Proposi-
tion 8.56 ab. O
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Bemerkungen 8.58. [Multi-Indizes, Formel (8.46)]

(1)

(i)

(Herleitung der Formel fiir die Anzahl k-Tupel I) Anschaulich kénnen wir
die Formel (8.46) wie folgt herleiten. Wir fassen die Zahlen 1, ..., n als Buchstaben
auf und betrachten die Menge {1, ..., n} als ein Alphabet. Jedes I = (I1,...,I;) €
{1,...,n}"* ist ein Wort der Linge k im Alphabet {1,...,n}. (Wir denken uns
dabei die Klammern und die Kommas weg.) Auf der linken Seite der Formel
(8.46) tritt die Menge

{re{1,...,n}*|a' =a} (8.47)

auf, welche anschaulich aus allen Wortern I der Lénge k im Alphabet {1,...,n}
besteht, in denen der Buchstabe 1 genau a; mal vorkommt, der Buchstabe 2
genau ay mal vorkommt usw. (Vergleiche mit (8.45).) Formel (8.46) sagt, dass

diese Menge (i) Elemente besitzt.

Um das anschaulich zu sehen, fixieren wir die Wortlénge k£ und zeichnen eine
Reihe mit & leeren Quadraten @y, ..., Qk. Jedes Wort in (8.47) entspricht einer
Art, genau o Quadrate mit dem Buchstaben 1 zu fiillen, genau as Quadrate mit
dem Buchstaben 2 usw. . Wir erhalten eine solche Fiillung, indem wir die Qua-
drate beliebig vertauschen und dann die ersten a; Quadrate mit dem Buchstaben
1 fiillen, die néchsten as mit dem Buchstaben 2 usw. Wie Sie im Gymnasium
gelernt haben, gibt es k! Vertauschungen (=Permutationen) der Quadrate.

Seien 7 und ¢ Permutationen der Quadrate so, dass o die ersten a; Quadra-
te miteinander vertauscht, die nédchsten a, Quadrate miteinander vertauscht
usw. Dann ergeben m und o o 7 % dieselbe Fiillung der Quadrate. Es gibt
aq!- - - ay! solche Permutationen o. Da es insgesamt k! Permutationen der Qua-

drate gibt, folgt, dass es
k! B (k)
arll---ai! \a!

Fillungen der Quadrate @1, ..., Qy gibt, d. h. Worter der Lange k, in denen der
Buchstabe 1 genau a; mal vorkommt, der Buchstabe 2 genau oy mal vorkommt
usw. Damit haben wir die Formel (8.46) anschaulich hergeleitet.

(Fall n = 2, Kombinationen) Wir betrachten den Fall n = 2. Ein Wort der
Lénge k im Alphabet {1, 2} wie in Bemerkung (i) entspricht einer Auswahl der a4
Quadrate aus der Menge {Ql, e ,Qk}, die den Buchstaben 1 enthalten. (Diese
Quadrate legen die ay Quadrate fest, die den Buchstaben 2 enthalten.) Eine
solche Auswahl ist eine Kombination ohne Wiederholung von «; Objekten aus

23Diese Permutation fiihrt zuerst die Vertauschung 7 aus und danach o.
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der Menge von k Objekten {Ql, e Qk}. Wie Sie in der Mittelschule gelernt
haben, ist die Anzahl solcher Kombinationen gleich dem Binomialkoeffizienten

(k:) I T (k;)
o) aglk—ao)! oglag! \a/’

Das stimmt mit der Formel (8.46) iiberein.

(iii) (Multinomialkoeffizient) Der Multinomialkoeffizient ((]z) tritt im Multino-

mialsatz auf, welcher besagt, dass fiir jedes £ € Ny und = = (:L‘l, - ,azn) e R
gilt
(Sa) - ¥ (D
=1 aEND: |a|=k

(2) ist also der Koeffizient vor dem Term z® in der Entwicklung der k-ten Potenz

der Summe Y x; =+ + T (Uberlegen Sie sich das! Verwenden Sie dazu
ein Argument wie in Bemerkung (i).) Im Fall n = 2 ist der Multinomialsatz der
binomische Lehrsatz. Das erklart den Namen Multinomialkoeffizient.

Seien m € Ny, f € C™(U) und zy,x € U so, dass
r =1 —t)xo+te e U, Vtel1].

Satz 8.59 (Taylorformel). Es gibt eine Zahl 6 €]0, 1] so, dass gilt

@) =T+ S D ) - a0)" (3.45)

a€eND: |al=m+1

Beweis: [Stra, Satz 7.5.2, S. 174]

Bemerkungen. [Taylorformel]

e Die Aussage des Satzes gilt auch im Fall m = —1, falls wir § = 1 ebenfalls
zulassen. (8.48) besagt dann, dass

f(@) =Tp . () + f(wg) = 0+ f(ap).

Diese Gleichheit stimmt fir 6 = 1.
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e Im Fall m = 0 sagt der Satz, dass es ein 0 gibt so, dass

f(x) = f(xo) + Df (wg)(x — o).
Im Fall n = 1 ist das die Aussage des Mittelwertsatzes aus Analysis 1 (Satz 5.15).

e Im Fall n = 1 haben Sie Satz 8.59 in Analysis 1 gesehen. Siehe Satz 5.44.
(Uberzeugen Sie sich, dass die obige Formel und die Formel in Satz 5.44 in diesem
Fall iibereinstimmen!)

Definition 8.60 (Restglied). Wir definieren das Restglied von f m-ter Ordnung zum
Entwicklungspunkt xq als die Funktion

??960 ::f—T}ZO:U—>R

Bemerkung. In [Stra, Bemerkung 7.5.4 i), S. 174] wird das Restglied mit r,, f(-; x¢)
bezeichnet.

Sei 7 €]0, oo s0, dass B, (xo) C U. Wir definieren

m—+1

2

n a n nn
Curt= Cogonr = gy mox{1D°F @) | €5 ¢ Ja = m + 1,y € B (ao)}.

Auf der rechten Seite tritt das Maximum der Zahlen |D®f(y)| auf, wobei « iiber alle
Elemente von N? mit |a| = m 4 1 lduft und y iiber alle Elemente von B, (z) lduft.
Dieses Maximum existiert, da geméss Korollar 4.33 jede stetige reellwertige Funktion
auf einer kompakten Menge ein Maximum besitzt.

Proposition 8.61 (Restglied). FEs gilt

‘R?mo(z)} < Cpllz — $0||m+1, Vo € E:(a?o)

Beweis: Das folgt aus Satz 8.59.

Bemerkung. [Taylornédherung, Restglied] Wir sagen, dass eine Funktion g : U — R
die Funktion f (um den Punkt () in m-ter Ordnung néhert, falls

f(x) — g(x)

—0 fiir T — Xg.
| — @o|™

Gemiiss Proposition 8.61 gilt

fz) = T7,, (@)

o = 20" < Cullr — x| = 0 fiir T = To
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(falls f C™T! ist). Daher nithert das Taylorpolynom m-ter Ordnung die Funktion f in
m-ter Ordnung. Den Unterschied f — 77", , also das Restglied, konnen wir als Fehler
dieser Néaherung sehen. Dieser Fehler hat die Ordnung m + 1, d. h., er ist durch eine
Konstante mal 7! beschrinkt, wobei

re = ||z — x|

der Euklidische Abstand zwischen zy und z ist. Zum Beispiel ndhert das Taylorpolynom
nullter Ordnung die Funktion bis auf einen linearen Fehler. Das Taylorpolynom erster
Ordnung néahert die Funktion bis auf einen quadratischen Fehler, usw.

Sei f: U — R eine Funktion und zy € U.

Definition 8.62 (strikte lokale Extremalstelle). Wir nennen zy eine lokale Minimal-
stelle von f ¢. d. w. es eine Umgebung V' von ¢ in U gibt so, dass

f(@) = flxo), Vo eV \{xo}.

Wir nennen x, eine strikte lokale Minimalstelle von f ¢. d. w. diese Bedingung mit
“>7 ersetzt durch “>7 erfillt ist.

Wir nennen xy eine (strikte) lokale Maximalstelle von f ¢. d. w. die analoge Bedingung
mit “>7 (“>7) ersetzt durch “<” (“<”) erfillt ist.

Wir nennen xy eine (strikte) lokale Extremalstelle von f g. d. w. xo eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Mazimalstelle ist.

Bemerkung. [lokal] Das Wort lokal bedeutet in einer (mdglicherweise kleinen) Um-
gebung des gegebenen Punktes. Eine lokale Extremalstelle zo von f ist also eine Extre-
malstelle von f in einer Umgebung von x.

Bemerkung. [lokales Minimum der potentiellen Energie und Stabilitét] In der Physik
sind lokale Extrema zum Beispiel darum wichtig, weil eine gegebene Lage eines stati-
schen mechanischen System stabil ist, falls die potentielle Energie in dieser Lage ein
striktes lokales Minimum annimmt.

Sei ¢ € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 8.63 (kritischer Punkt). xq heisst kritischer (oder stationérer) Punkt von
f g. d. w. die Ableitung von f in xq verschwindet, d. h.

Bemerkung 8.64. [kritischer Punkt] Im Fall n = 1 ist 2 genau dann ein kritischer
Punkt von f, wenn f'(zo) = 0.
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Sei jetzt f € C*(U) und x € U.

Definition 8.65 (Hesse-Matrix). Wir definieren die Hesse-Matrix von f im Punkt zg
als die quadratische Matriz

n

Hessf(20) := (D;D; f(20))

ij=1"
Bemerkung. Gemiss dem Schwarz 8.52 ist die Hesse-Matrix symmetrisch, d. h.
Hessf(z¢);; = Hesss(xo);i, Vi,j=1,...,n.
Beispiel 8.66. Wir betrachten die Funktion
f:R* =R, f(z) =2 + 2129 + 22

Die Hesse-Matrix von f an der Stelle 2o € R? ist gegeben durch

Hessy(xg) = G é) :

Bemerkung 8.67. [Hesse-Matrix] Wir betrachten den Fall n = 1. Die Hesse-Matrix
von f in x( ist gegeben durch

Hess¢(z0) = (f"(w0)).

Erinnerung an die lineare Algebra:

Bemerkungen 8.68. (i) Eine reelle quadratische Matrix A € R™ ™ heisst positiv
definit g. d. w.
vT Av > 0, Vv € R\ {0}.

Sie heisst negativ definit g. d. w.

v Av < 0, Vv e R™\ {0}.

(ii) Im Fall n =1 ist A € R"*! = R genau dann positiv (negativ) definit, falls A > 0
(A <0).

Satz 8.69 (lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix). (i) (Satz von Fermat dber kriti-
sche Punkte) Falls o € U eine lokale Extremalstelle von f ist, dann ist xg
ein kritischer Punkt von f.

i1) Falls xo ein kritischer Punkt von f ist und die Hesse-Matriz Hess;(xq) positiv
!
(negativ) definit ist, dann ist xo eine strikte lokale Minimalstelle (Maximalstelle)
von f.
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Abbildung 8.6: Pierre de Fermat, 1607-1665, franzosischer Mathematiker und Jurist.

Beweis von (ii): [Stra, Satz 7.5.3, S. 175]
Beweis von (i): S. 425

Bemerkungen. [kritischer Punkt, lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix im Fall n = 1]

e Teil (i) des Satzes 8.69 ist nach Pierre de Fermat benannt, siche Abbildung 8.6.
Im Fall n = 1 stimmt Teil (i) des Satzes 8.69 mit Satz 5.52(i) aus Analysis 1
iiberein. Dieser Teil verallgemeinert also ein Resultat aus Analysis 1 auf mehrere
Dimensionen.

e Wir betrachten den Fall n = 1. Wir nehmen an, dass x( ein kritischer Punkt
von f ist. Geméss Bemerkung 8.64 bedeutet das, dass f'(z9) = 0. Wir nehmen
an, dass f”(zo) > 0. Geméss Bemerkungen 8.67 und 8.68(ii) ist Hesss(zo) dann
positiv definit. Geméss Satz 8.69(ii) ist xo daher eine strikte lokale Minimalstelle
von f.

Das wussten Sie schon aus Analysis 1, siche Satz 5.52(ii). Satz 8.69(ii) verallge-
meinert also ein Resultat aus Analysis 1 auf mehrere Dimensionen.

Beweis von Satz 8.69(i): Wir nehmen an, dass zo € U eine lokale Extremalstelle
von f ist.

Fall: z, ist eine lokale Minimalstelle. Sei v € R". Wir definieren
x(t) = o + tv, g:=foux.

Da z( eine lokale Minimalstelle von f ist, ist £ = 0 eine lokale Minimalstelle von g.
(Uberlegen Sie sich das!) Gemiss einem Resultat aus Analysis 1 ([Stra, Korollar 5.5.1,
S. 98]) gilt daher

0 = ¢(0). (8.49)
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Andererseits gilt geméss der Kettenregel (Satz 8.12), dass
§(0) = df (2(0))(0) = df (o).
Indem wir das mit (8.49) kombinieren, erhalten wir
0 = df (xg)v.
Da v beliebig ist, folgt daraus, dass
df (z¢) = 0.

Fall: z, ist eine lokale Maximalstelle: analog.

Das beweist Satz 8.69(i). O

Beispiele 8.70. [(keine) lokale Extremalstelle, Hesse-Matrix|

(i) Wir betrachten die Funktion
fiRY =R, f(z) = ||
Siehe Abbildung 8.7 im Fall n = 2.

z
/ \I ~
/
Y
:C .

Abbildung 8.7:  Abbildung 3.8 Abblldur?gi ; 8.2:
f@) = llal? @0 = 0 f@) = el wp = 0 ST = m o
lokale Minimalstelle. lokale Maximalstelle. Lo = 0 Sattelpunkt.

Wir bestimmen die kritischen Punkte von f. Dazu berechnen wir ihre Ableitung:

df (x) = (2x1 -+ 2a,) :R" >R
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(iii)

(iv)

Die Bedingung df (z¢) = 0 ist genau fiir o = 0 erfiillt. Also ist xg = 0 der einzige
kritische Punkt von f.

Um zu iiberpriifen, ob dieser Punkt eine lokale Extremalstelle ist, berechnen wir
die Hesse-Matrix von f:

2 0 0
Hesss(z) = 0

: 0

0 0 2

Fiir jeden Vektor v € R™ \ {0} gilt
v” Hessf(zg = 0)v = ZU" - 20; = 2||v||* > 0.
i=1

Daher ist Hess¢(0) positiv definit. Geméss Satz 8.69(ii) ist xo daher eine strikte
lokale Minimalstelle von f.

In diesem Beispiel kénnen wir das auch einfach direkt {iberpriifen. Des Weiteren
ist es auch aus der Abbildung 8.7 ersichtlich.

Wir betrachten die Funktion
iR =R, f(2):=—|z|*

Siehe Abbildung 8.8 im Fall n = 2. Diese Funktion besitzt genau den kritischen
Punkt zy = 0. Dieser Punkt ist eine lokale Maximalstelle. Das folgt aus einem
zu (i) analogen Argument.

Wir betrachten die Funktion
f R =R, f(z) =23 — 3.

Siehe Abbildung 8.9. Diese Funktion besitzt genau den kritischen Punkt xq = 0.
Das folgt aus einem zu (i) analogen Argument. Der Punkt xy = 0 ist keine lokale
Extremalstelle. Das ist aus der Zeichnung ersichtlich. (Warum?) In Beispiel 8.74
werden wir diese Aussage beweisen.

Wir betrachten die Funktion
f:R* =R, f(z) =23 + 5.

Analog zum vorherigen Beispiel ist der einzige kritische Punkt von f gegeben
durch zy = 0. (Uberpriifen Sie das!) Die Hesse-Matrix von f ist gegeben durch

2 0
Hesss(z) = (O 12x§> :
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Wir betrachten jetzt © = o = 0. Hessz(0) ist nicht positiv definit, da fiir v :=
(0,1) gilt
v" Hess;(0)v = 0.

Hess(0) ist auch nicht negativ definit. (Warum?) Wir konnen daher Satz 8.69(ii)
nicht anwenden.

Es gilt jedoch f(x) > 0 fiir alle z # 0. (Uberpriifen Sie das!) Daher ist zo = 0
eine strikte lokale Minimalstelle.

Bemerkung. Die Umkehrung von 8.69(ii) besagt, dass fiir jede strikte lokale Mini-
malstelle zy von f die Hesse-Matrix Hessf(x¢) positiv definit ist. Aufgrund des letzten
Beispiels ist diese Umkehrung falsch.
Wir betrachten jetzt den Fall n = 2.

Proposition 8.71 (positive und negative Definitheit in zwei Dimensionen). Sei A €
R2%2 eine symmetrische Matriz.

(i) A ist positiv definit g. d. w.

det(A) >0 und  App > 0.2

(i1) A ist negativ definit g. d. w.

det(A) >0 und A < 0.

Beweis: [Bla96b, (5.8), S. 158].

Bemerkung. [positive Definitheit] Fiir ein allgemeines n € N ist eine symmetrische
Matrix A € R™*" genau dann positiv definit, wenn sie das Sylvester-Kriterium?® erfiillt.
Dieses Kriterium ist die Eigenschaft, dass alle fithrenden Hauptminoren von A positiv
sind. (Siehe lineare Algebra.)

Beispiel. [positive Definitheit der Hesse-Matrix, strikte lokale Minimalstelle] Wir be-
trachten die Funktion

f: R =R, f(z) = 2% + 2129 + 23

Der einzige kritische Punkt von f ist o = 0. (Uberpriifen Sie das!) Gemsss Beispiel
8.66 gilt

Hessf(xg) = G é) .

24 A;; bezeichnet den (i, j)-ten Eintrag von A.
25>Manchmal wird dafiir die Bezeichnung Hurwitz-Kriterium verwendet.
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Es gilt
det (Hessf(zp)) =2-2—-1-1=3>0, Hess¢(zo)11 =2 > 0.

Gemiiss Proposition 8.71 ist Hessy(xo) daher positiv definit. Geméss Satz 8.69(ii) ist
xo = 0 daher eine strikte lokale Minimalstelle von f.

Sei f: U — R und xg € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist.

Definition 8.72. x( heisst ein Sattelpunkt von f ¢. d. w. xy ein kritischer Punkt von
f und keine lokale Extremalstelle von f ist.

Bemerkungen 8.73. [Sattelpunkt, Indefinitheit der Hesse-Matrix|

(i) Ein kritischer Punkt g von f ist ein Sattelpunkt g. d. w. es in jeder Umgebung
von xy sowohl einen Punkt gibt, in dem f grosser als in xq ist, als auch einen
Punkt gibt, in dem f kleiner als in z ist.

Sei jetzt A € R™*" eine reelle quadratische Matrix.
(ii) A heisst indefinit g. d. w. es Vektoren v, w € R" gibt so, dass

vl Av > 0, wl Aw < 0.

(iii) Wir nehmen jetzt an, dass n = 2 und A symmetrisch ist. Dann ist A indefinit
g. d. w. det A <O.

(iv) Sei U C R", f € C*(U) und zy € U ein kritischer Punkt von f. Falls die Hesse-
Matrix Hessf(x) indefinit ist, dann ist xy ein Sattelpunkt. Das folgt aus [Stra,
Bemerkung 7.5.4 i)]. Gemdss (iii) ist z( also ein Sattelpunkt, falls

n=2, det (Hess (o)) < 0.

Beispiel 8.74. [Indefinitheit der Hesse-Matrix, Sattelpunkt] Wir betrachten die Funk-
tion

f:U =R =R, f(z) ;=27 — 3.
Siehe Abbildung 8.9. Der Punkt 2 := 0 ist ein kritischer Punkt von f. (Uberpriifen
Sie das!) Es gilt

Hessf(xg) = <(2) _02) , also det (Hessf(x)) = —4 < 0.

Gemiss Bemerkung 8.73(iv) ist zp = 0 daher ein Sattelpunkt.

Bemerkung. [Typ eines kritischen Punktes] Mit dem Typ eines kritischen Punktes z
von f meinen wir die Eigenschaft, eine lokale Maximalstelle, lokale Minimalstelle oder
ein Sattelpunkt zu sein.






Kapitel 9

Umkehrsatz, Satz iiber implizite
Funktionen, Untermannigfaltigkeit
des Koordinatenraums,
Tangentialraum

9.1 (C*-Diffeomorphismus, Umkehrsatz

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.4] und [Stra, 7.7]. Darin lernen wir zwei grund-
legende Werkzeuge der Analysis kennen, ndmlich den Umkehrsatz und den Satz {iber
implizite Funktionen. Der Umkehrsatz gibt Bedingungen an, unter denen wir eine Glei-
chung der Form

fl)=y

nach z auflosen kénnen, falls y nahe bei einem Punkt yg liegt, fiir den eine Lésung x der
Gleichung f(z) = yo existiert. Der Satz iiber implizite Funktionen gibt Bedingungen
an, unter denen die Losung einer Gleichung auf eine C*-Weise von Parametern abhingt.

Sei S C R” eine Teilmenge, f : S — R” eine Funktion und yy, € R". Wir nehmen an,
dass es fiir y = yy eine Losung xy € S folgender Gleichung gibt:

flx)=uy. (9.1)

Frage 9.1. Unter welchen Bedingungen an f gibt es eine Lésung dieser Gleichung fir
y nahe bei yo?

Frage 9.2. Unter welchen Bedingungen ist diese Lisung eindeutig?

Frage 9.3. Wie hdngt sie von y ab?

431



KAPITEL 9. UMKEHRSATZ, IMPLIZITE FUNKTIONEN,
432 UNTERMANNIGFALTIGKEIT, TANGENTIALRAUM

Satz 9.6 gibt Antworten auf diese Fragen. Um ihn zu formulieren, brauchen wir Fol-
gendes. Seien X, Yy, Mengen, f : Xy — Yj eine Abbildung, X C X, und Y C Y} so,
dass f(X)C Y.t

f:X—=Y, (9.2)

die Finschrankung von f auf X und Y ist die Abbildung mit Definitionsbereich X,
Zielbereich? Y und Graph gegeben durch {(z, f(z)) |z € X}. f: X — Y ist also die
gleiche Funktion wie f, ist aber nur auf X definiert und besitzt einen verkleinerten
Zielbereich. Im Fall Y = Y schreiben wir

flx = [flIx = [f:X=Y

fiir diese Einschréankung. Seien XY Mengen und f : X — Y eine injektive Funktion.
Wir definieren die Umkehrung (Umkehrabbildung oder Inverse) von f als die Funktion

1 f(X) = X, f!(y) := eindeutiges x € X so, dass f(x) =y. (9.3)
Seien jetzt U C R™ und V' C RP offene Teilmengen und k£ € N U {0, co}.

Definition 9.4 (C*-Diffeomorphismus). Eine Abbildung f : U — V heisst C*-Diffeomorphismus
g. d. w. sie bijektiv und C* ist und ihre Umkehrung C* ist. Wir nennen einen C*-
Diffeomorphismus einen glatten Diffeomorphismus oder einfach einen Diffeomorphis-

mus.

Beispiele. Folgende Abbildungen sind (glatte) Diffeomorphismen:

e Jeder lineare Isomorphismus zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorraumen.

e Die Exponentialfunktion
exp : R —]0, ool

Bemerkung 9.5. [Umkehren und ableiten] Falls f ein C''-Diffeomorphismus ist, dann
ist fiir jedes x € U D f(x) invertierbar und

D(f ™)(y) =Df(f'(y)™" YyeV. (9.4)
Um das zu zeigen, sei x € U. Gemiss der Kettenregel (Satz 8.12) gilt, dass
idg. = Didy(z) = D(f)(f(2))Df (),
idge = Didv(f(z)) = Df(z)D(f)(f(2)).

Daraus folgt, dass D f(x) invertierbar ist und dass die Gleichheit (9.4) gilt. Falls U # 0,
folgt daraus, dass die Vektorraume R™ und RP isomorph sind (mittels D f(z)) und dar-
um, dass n = p.

LA(X) ={f(z) |z € X} ist das Bild von X unter f.
2In [Stra, Definition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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Abbildung 9.1: Umkehrsatz mit n = 2. Wir nehmen an, dass D f(x() invertierbar ist,
d. h., dass die Vektoren D f(x¢)e; und D f(zg)es linear unabhéngig sind.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist folgender Satz.

Satz 9.6 (Umkehrsatz). Seien Uy C R™ offen, k € NU {oo}, f € C¥(Uy, R") und
xg € Uy ein Punkt so, dass D f(xq) invertierbar ist. Dann gibt es eine offene Umgebung
U C Uy von xq so, dass f(U) offen ist und die Einschrinkung

f:U—= f(U)

ein C*-Diffeomorphismus ist.

Beweis: [Stra, Satz 8.7.1, S. 229].
Abbildung 9.1 verdeutlicht diesen Satz.

Bemerkungen 9.7. e Eine offene Umgebung eines Punktes in R™ ist eine offene
Teilmenge von R", die den Punkt enthélt. (Vergleiche mit Definition 4.40.)

e Dieser Satz liefert Antworten auf die Fragen 9.1, 9.2 und 9.3 (S. 431).

e Er verallgemeinert folgendes Resultat aus Analysis 1: Sei I ein offenes Intervall
und f : I — R eine differenzierbare Funktion. Falls f’ # 0, dann ist f injektiv
und f~1: f(I) — I differenzierbar. Siehe [Stra, Satz 6.2.2, S. 117, und Beispiel
8.7.1.1), S. 229].

e Bemerkung 9.5 impliziert:

“f C'-Diffeomorphismus = D f(z,) invertierbar”

Die Umkehrung davon lautet:

“Df(x¢) invertierbar = f C'-Diffeomorphismus”
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Abbildung 9.2: Um z, besitzt f keine Umkehrung.

Fir k = 1 ist das die Aussage des Satzes 9.6, ausser, dass der Satz nur eine
lokale Aussage macht, namlich, dass f auf einer (kleinen) Umgebung von x, ein
C'-Diffeomorphismus ist.

Der Satz liefert also eine “lokale” Umkehrung der Bemerkung 9.5.

Satz 9.6 sagt unter anderem, dass es Umgebungen U von zp und V (= f(U))
von yo gibt so, dass f : U — V bijektiv ist. Schon das ist eine bemerkenswerte
Aussage.

Die Bedingung, dass D f(z¢) invertierbar ist, ist notwendig. Um das einzusehen,
betrachten wir einen Punkt yy € R und die konstante Abbildung f = y,. Ein
anderes Beispiel ist durch eine nicht invertierbare lineare Abbildung f : R” — R"
gegeben. Noch ein Beispiel ist durch die Abbildung

f:Uy=R—=R, f(x):=2?
und den Punkt zy := 0 gegeben. Siehe Abbildung 9.2.

Im Allgemeinen kénnen wir nicht U = U, wéhlen. Betrachte zum Beispiel f :
Up:=R—=R, f(z) := 2% und x5 = 1.

Fiir den Satz 9.6 brauchen wir, dass f stetig differenzierbar ist. Falls wir nur
voraussetzen, dass f differenzierbar ist, dann ist die Aussage des Satzes 9.6 falsch.
Um das zu sehen, wihlen wir eine nicht injektive differenzierbare Funktion g :
]0,1[— R so, dass g(z) =  fir z < £ und > Z. (Uberlegen Sie sich, dass es
ein solches g gibt! Es gibt sogar eine glatte solche Funktion.) Fiir jedes j € N
definieren wir /; := (%, % + J%) Wir definieren f : R — R durch

1 g(jQx - ])
f(g[;) = 7 j2
T, sonst.

, fallsz e, 5 eN,
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Diese Funktion ist differenzierbar. (Fiir x = 0 folgt das aus der Definition der
Differenzierbarkeit in einer Variable.) Es gilt f'(0) = 1, darum ist D f(0) = f(0)-
invertierbar. f erfiillt daher die Voraussetzungen des Umkehrsatzes mit k = 1,
bis auf die Voraussetzung, dass f stetig differenzierbar ist.

Sei j € N. Da g nicht injektiv ist, ist die Einschrankung von f auf I; nicht
injektiv. Daher gibt es keine Umgebung von 0, worauf f injektiv ist. Die Aussage
des Satzes 9.6 ist daher falsch.

Der Umkehrsatz ist daher ein Beispiel eines Satzes, wofiir stetige Differenzierbar-
keit die “richtige” Voraussetzung ist.

e Im Satz 9.6 sind die Dimensionen des Definitionsbereichs und des Zielbereichs
von f gleich. Der Satz iiber implizite Funktionen (Satz 9.14) wird beschreiben,
was geschieht, falls das nicht der Fall ist.

Beispiel 9.8. [kubische Funktion] Wir betrachten die Abbildung

1+$1+$§’>
z3 + x9 '

f:Uy=R*—= R f(x)z(

Diese Abbildung ist glatt, d. h. beliebig oft stetig partiell differenzierbar. Es gelten
f(O) = (17 O)’

2
Df(x)=<391€% 3f2>-:ﬂ?2—>[R2

und darum

Df(0) =id. (9.5)

Daher sind die Voraussetzungen des Satzes 9.6 mit Uy := R?, 20 = 0 und k = oo
erfiillt. Gemiiss diesem Satz gibt es daher eine offene Umgebung U C R? von 0 so, dass
f(U) offen ist und die Einschrankung f : U — f(U) ein (glatter) Diffeomorphismus
ist. Daher gibt es fiir jedes y € f(U) ein eindeutiges « € U so, dass f(z) = y. Wegen
(9.5) und Bemerkung 9.5 ist die Ableitung der Umkehrung im Punkt yy = (1,0) € R?
gegeben durch

D(flz)((1,0) = Df(fI;H((1,0)) =0) ' =id~" =1id.
(Die Inverse f|;': f(U) — U ist wie in (9.3) definiert.)

Bemerkung. [Formel fiir Umkehrung] Moglicherweise gibt es im Beispiel 9.8 keine
Formel fiir die Umkehrung f~* : f(U) — U. (Versuchen Sie, eine solche Formel zu
finden!) Bemerkenswerterweise konnten wir trotzdem die Ableitung von f|;;' im Punkt
(1,0) berechnen.
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Abbildung 9.3: Polarkoordinaten.

In der Physik und anderen Anwendungen wollen wir manchmal die Koordinaten wech-
seln, um Rechnungen zu vereinfachen. Satz 9.6 rechtfertigt lokale Koordinatentrans-
formationen, weil er uns erlaubt, physikalische Grossen in den neuen Koordinaten
auszudriicken. Wenn zum Beispiel g : U — R die Temperatur ist, dann ist g o f |51 die
Temperatur in den mittels f transformierten Koordinaten.

Beispiel 9.9. [Polarkoordinaten] Wir definieren

[R5 R f(nso)zz(”"w)-

rsin @

Das ist die Polarkoordinatentransformation. Siche Abbildung 9.3. Es gilt

[ cosp —rsing 2 9
Df(r,¢) = ( sing rcosp ) K= R
und darum?
det D f(r, ) = r(cos® p + sin® ) =r- (9.6)

Sei (rg, o) € R? so, dass ry > 0. Dann gilt det D f(rg, o) = 1o # 0. Darum gibt es
gemiiss dem Umkehrsatz 9.6 eine offene Umgebung U C R? von (rg, @) so, dass f(U)
offen ist und f|y : U — f(U) ein Diffeomorphismus ist. In der Tat, falls ¢ € | -7, 5|,
dann kénnen wir S

U ._]o,oo[x] > 5[
wéhlen. Die Umkehrung von f|y wird dann gegeben durch

oy = (Yo )

arctan(y /)

3Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und 7 : V' — V eine lineare Abbildung. Die Deter-
minante von T ist definiert als die Determinante der Matrix von T beziiglich einer beliebigen Basis
von V. Die Matrix der linearen Abbildung Df(x) : R® — R™ beziiglich der Standardbasis e; =
(1, 0,..., 0), ce,ep = (O, .., 0 1) ist die Jacobi-Matrix J¢(z). Es gilt also det D f(x) = det J¢(z).
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Frage. Was geschieht fiir andere Werte von ¢q?

9.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.3] und [Stra, 7.8]. Gewisse physikalische Gesetze

kénnen als eine Gleichung der Form

f(z,y) =0

geschrieben werden, wobei f : R®™ x RP — RP eine Funktion ist, x € R", y € R?
und die Koordinaten von x und y physikalische Gréssen sind. Dabei betrachten wir

1

r = (z',...,2") als gegebene und y = (y',...,y?) als gesuchte Grossen.

Beispiel 9.10. Wir betrachten ein ideales Gas. Wir schreiben:

p:= Druck des Gases

V:= Volumen

T:= Temperatur

n:= Stoffmenge*

R:= universelle Gaskonstante ~ 8.3 JK-'mol™!

Wir schreiben

T (V,T,n,R), Y = D.

Das ideale Gasgesetz lautet

f(V.T,n,R,p) :=pV —nRT = 0.

In Anwendungen ist es wichtig zu wissen, wie die gesuchten Grossen y von den ge-
gebenen Grossen x abhéngen. Um das zu prézisieren, nehmen wir an, dass (3:, y) =

(%0, yo) € R* x RP eine Losung der Gleichung (9.7) ist.
Frage 9.11. Gibt es eine Lisung y von (9.7) fir x nahe bei xo?
Frage 9.12. Ist diese Losung eindeutig?

Frage 9.13. Wie hdngt sie von x ab?

4Die Stoffmenge wird in Mol gemessen. Ein Mol entspricht ungefihr 6.0 - 1022 Teilchen.
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Beispiel. Im Beispiel 9.10 ist die Antwort auf die Fragen 9.11 und 9.12 “ja”, falls f
auf 0, oo[® definiert ist. Es gilt niimlich

nRT
v
Die Antwort auf die Frage 9.13 ist “glatt”. Der Satz iiber implizite Funktionen besagt,

dass diese Aussagen unter bestimmten Bedingungen allgemein gelten, ausser, dass die
Losung nur lokal existiert und nur lokal eindeutig ist.

p(V7 T7 1, R) =

Bemerkung. Zur Frage 9.12: Wir haben p Unbekannte ', ..., ” und p Gleichungen:

fi(xl,...,x",yl,...,yp) =0, 2=1,...,p.

Darum ist es verniinftig zu erwarten, dass die Losungen y isoliert auftreten, d. h., dass
die Losung eindeutig ist, falls wir das Gebiet von y auf eine kleine Umgebung von
einschrénken. Falls die Abbildung

f(z,) :RP = RP

zum Beispiel linear ist, dann ist y = 0 die einzige Losung von (9.7).

Das Hauptresultat dieses Abschnitts gibt Antworten auf die Fragen 9.11,9.12,9.13:
Seien W C R™ x RP eine offene Teilmenge, (xo,70) € W, k € NU {oc} und f €
Ck(W,RP). Wir definieren

D, f(xo,y0) := D(f('>yo))(330) tR" = R
Das ist die Ableitung der Abbildung

z— f(z,y0)

im Punkt x = xg. Des Weiteren schreiben wir
Dyf(zo,y0) : R = R?
fiir die Ableitung der Abbildung
y = f(zo,y)
im Punkt y = yp.
Satz 9.14 (implizite Funktionen). Wir nehmen an, dass

f(xo,40) =0, (9.8)
D, f(xo,yo) invertierbar ist. (9.9)

Folgende Aussagen gelten:
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(i) Es gibt offene Umgebungen U von xq und V von yy und eine Abbildung

geC(UY)
so, dass
UxVCW, (9.10)
FHO)N (U x V) =gr(g) = {(z,9(z)) |z € U}, (9.11)
D, f(z,g(x)) invertierbar ist, Vr e U (9.12)

(gr(g) = Graph von g).
(ii) Seien U,V und g wie in (i) und v € U. Dann gilt

Dy(x) = ~(Dyf(x.9(x))) " Do f (2, g(x). (9.13)
Beweis: (i): [Stra, Satz 8.8.1, S. 237]
(ii): S. 442
Beispiel 9.15. [Satz tiber implizite Funktionen] Wir betrachten

n=p=1,
[ W =R =R, flr,y) :=y* —x + 1,
(370;?/0) G]l,OO[X]0,00[,

sieche Abbildung 9.4. In diesem Fall erfiillen

U:=]l,00[, V:
g: U=V, gx):

10, o0,

z—1,

die Bedingungen in Teil (i) des Satzes 9.14. (Siehe Abbildung 9.5.) Es gilt

sz('r’y) :_1" Dyf(ZE,y) :2y

und darum:
1
2V —1

Die rechte Seite stimmt mit Dg(z) = ¢'(z)- iiberein. Daher gilt dies Aussage (ii) des
Satzes 9.14 in diesem Beispiel.

(D (@, 9(@)) D (@, 9(@)) = —(2Va 1)+ (1) =

Bemerkungen. [Satz iiber implizite Funktionen)]



KAPITEL 9. UMKEHRSATZ, IMPLIZITE FUNKTIONEN,
440 UNTERMANNIGFALTIGKEIT, TANGENTIALRAUM

Abbildung 9.4: f(z,y) := y* — z + 1, Niveaumenge f~!(0) = Isolinie

4l ” .
£7(0)
ViJ I(IXO/YO).

0 J

—X

-

Abbildung 9.5: Der Satz iiber implizite Funktionen.
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1 Stofelr
i 2205
y L 2 .,

X [ R
Abbildung 9.6: Hohenlinie auf einer Karte.

e (Grosse von U und V) In diesem Beispiel miissen wir U und V' klein genug
wihlen: Die Funktion ¢ kann nicht auf | — oo, 1] definiert werden. Darum darf U
das Intervall | — 0o, 1[ nicht schneiden. V' darf —y, nicht enthalten, da sonst die

Bedingung (9.11) (f~1(0) N (U x V') = gr(g)) nicht erfiillt ist.

e (Voraussetzung D, f(xo,yo) invertierbar) Die Aussage von 9.14(i) ist falsch
fir (zo,yo) = (1,0), weil y in keiner Umgebung dieses Punktes als eine Funktion
von z geschrieben werden kann:

— Fiir x < 1 gibt es keine Losung y von f(z,y) = 0.

— Fiir x > 1 gibt es zwei Losungen nahe yy = 0.

Das zeigt, dass wir die Voraussetzung 9.9 (D, f(xo, yo) invertierbar) nicht weglas-
sen konnen. (Fiir (xo, yo) = (1, 0) ist diese Bedingung nicht erfiillt, da D, f(1,0) =
0, was nicht invertierbar ist.)

Bemerkungen. [Satz iiber implizite Funktionen, Isolinie, Hohenlinien]

e (Isolinie, Hohenlinie) Fiir jedes z € R ist die Niveaumenge f~!(z) eine Iso-
linie. (iso kommt von griechisch tooo = gleich.) Diese Linien kommen in topo-
graphischen Karten vor. Dort beschreibt f die Hohe eines Punktes iiber dem
Meeresspiegel, siehe Abbildung 9.6. Die Isolinien sind dann die Hohenlinien. To-
pographische Karten sind beim Wandern in den Bergen niitzlich, da sie den
vertikalen Abstand zwischen zwei Punkten angeben.

Satz 9.14 gibt Bedingungen an, unter denen eine Isolinie lokal der Graph einer C*-
Funktion ¢ ist. (“Lokal” bedeutet “in einer kleinen Umgebung eines gegebenen
Punktes”.) Das bedeutet, dass die Isolinie schon aussieht. (Sie ist dann eine
Untermannigfaltigkeit von R x R, siehe spiter.)

e (implizite Funktion) ¢ heisst die implizite Funktion. Sie ist implizit durch die
Gleichung 9.7 definiert.
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¢ (Gleichung f(z,y) = 0) Satz 9.14 liefert Antworten auf die Fragen 9.11 (Gibt
es eine Losung?), 9.13 (Wie hingt sie von x ab?) und auf eine lokale Version der
Frage 9.12 (Ist die Losung eindeutig?).

e (Voraussetzung D, f(zo,yo) invertierbar) Wie in Beispiel 9.15 bemerkt, kénnen
wir die Voraussetzung 9.9, dass D, f(zo, yo) invertierbar ist, nicht weglassen.

Merkhilfe fir die Voraussetzung (9.9): D, f(zo,yo) ist eine lineare Abbildung von
RP nach RP, daher ist es sinnvoll, Invertierbarkeit dieser Abbildung zu fordern.
(Im Gegensatz dazu ist D, f(zg,yo) eine lineare Abbildung von R™ nach RP und
daher nie invertierbar, falls n # p.)

e (Ableitung der impliziten Funktion) Die Bedingungen (9.8),9.11) implizie-
ren, dass yo = g(xo). Wegen 9.13 folgt daraus, dass

Dg(zg) = — (Dyf(fb’m yo))_lef(l’o, Yo)-

Bemerkenswerterweise konnen wir mit dieser Formel die Ableitung von ¢ im
Punkt z( explizit berechnen, falls wir f explizit kennen. (Wir brauchen dazu also
keine Formel fiir g.) Falls n = p = 1, dann ist diese Ableitung die Rate, mit der
sich die Grosse y dndert, wenn die Grosse x sich dndert.

Merkhilfe fiir die Formel (9.13) fiir Dg(z):

— Wir verwenden, was wir haben, ndmlich die Inverse D, f(x, g(z))™". Diese
existiert wegen (i), (9.12).

— Die rechte Seite von (9.13) ist die “einzige kurze” sinnvolle Formel, die
D, f(x,g(x))~" enthilt. (Diese Formel liefert tatséchlich eine lineare Abbil-
dung von R™ nach RP.)

Beweis von Teil (ii) des Satzes 9.14(ii) (Formel fiir Dg(x)): Die Bedingung
(9.11) impliziert, dass f(z,g(z)) =0, Vx € U, und daher

0=fo (f) U — R x RP. (9.14)

Da g C* ist, ist die Abbildung

(id,g) : U —=-UxV
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C* und daher differenzierbar. Die Gleichheit (9.14) und die Kettenregel (Satz 8.12)
implizieren daher, dass

= Dot ()

= (Daf(.9(x)) Dyf(x,9())) (ch}"fm)
= D.f(r.9()) + Dyf(z.9(a)) Doz, Vr € U.

Daraus folgt die Gleichheit (9.13) . Das beweist Teil (ii) des Satzes 9.14. O

Beispiel fiir den Satz iiber implizite Funktionen: einfache
Nullstellen von Polynomen

Beispiel 9.16. [einfache Nullstellen von Polynomen] Einfache Nullstellen von Polyno-
men hingen glatt von den Koeffizienten ab: Seien

f W =R"TXR=R, flr,y):= inyi (i-te Potenz von y)
i=0

und (X,Y) € W so, dass f(X,Y) = 0. ((X,Y) spielt die Rolle von (xg,0).) Wir
definieren
poly) == f(X,y).

Behauptung 1. D, f(X,Y) : R — R ist genau dann invertierbar, wenn Y eine einfa-
che Nullstelle von pqg 1st.

Diese Bedingung bedeutet Folgendes: Falls g ein Polynom ist so, dass po(y) = (v —
Y)qo(y), dann gilt go(Y') # 0.

Beweis der Behauptung 1: “<=": Wir nehmen an, dass Y eine einfache Nullstelle
von py ist. Es gilt

D, f(X,Y)=ps(Y) : R—=R. (9.15)
Sei go ein Polynom so, dass po(y) = (v — Y )qo(y). Gemiiss der Leibnizregel (=Produkt-
regel) gilt

Po(y) = w0 (y) + (¥ = Y)ao(y)

und darum, dass py(Y) = ¢o(Y). Da Y eine einfache Nullstelle von py ist, folgt, dass
oY) # 0. Mittels (9.15) folgt, dass D, f(X,Y) invertierbar ist. Das beweist “«<=".
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Abbildung 9.7: Polynome, die zu verschiedenen Parametern gehoren. Fiir x in einer
Umgebung U von X besitzt das Polynom f(z,-) eine eindeutige Nullstelle y in der
Umgebung V' von Y. Das bedeutet, dass y die Gleichung f(z,y) = 0 16st. Fiir 2’ gibt
es keine Losung y der Gleichung f(z/,y) = 0. (2’ liegt ausserhalb der Umgebung U
von X.)

Die Implikation “=" folgt aus einem analogen Argument. Das beweist Behauptung 1. O

Wir nehmen jetzt an, dass Y eine einfache Nullstelle von pg ist. Wegen Satz 9.14 gibt
es dann offene Umgebungen U C R*™ von X und V C R von Y und eine Funktion
g € C™(U,V) so, dass fiir jedes x € U die Zahl y = g(z) die Gleichung

i=0
16st und das die einzige Losung in V' ist. (Wir konnen fiir V' ein Intervall wihlen.)
Abbildung 9.7 verdeutlicht das.

In den Fallen n = 1 und n = 2 wussten wir das schon:

Fall n = 1: Da Y eine einfache Nullstelle von py ist, gilt

0# pp(Y) = Xi.

In diesem Fall gibt es tatséchlich eine implizite Funktion: Wir kénnen dafiir namlich
Folgendes nehmen:
U:=Rx(R\{0}), V=R, g(z):= _1o,

X1

Fall n = 2: Da Y eine einfache Nullstelle von py ist, gilt
0# py(Y) = X1 4+ 2XLY. (9.16)
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In diesem Fall gibt es tatséichlich eine implizite Funktion:

Fall X, # 0. Dann gilt

—x1 + /2] — 4z

y=g(x) o (9.17)
Das ist die Mitternachtsformel® Das richtige Vorzeichen in 9.17 hiingt von Y ab. Die

Bedingung 9.16 garantiert, dass
X7 —4XyX, #0.

(Sonst haben wir
Xy

Y = g(X) = 53

Daraus folgt, dass g (gegeben durch (9.17)) im Punkt x = X glatt ist.
Frage. Wie steht es mit dem Fall Xy =07
Frage. Passen die Formeln fir die Fille Xo # 0 und Xo = 0 glatt zusammen?

Frage. Wie steht es mit mehrfachen Nullstellen von Polynomen? Hdngen diese eben-
falls glatt von den Koeffizienten ab?

(Versuchen Sie, selber Antworten auf diese Fragen zu finden!) A

Bemerkung. Wie wir in Beispiel 9.16 gesehen haben, hdngen einfache Nullstellen von
Polynomen glatt von den Koeffizienten ab. Im Gegensatz dazu besagt der Satz von
Abel-Ruffini, dass es fiir n > 5 keine Formel fiir die Nullstellen eines allgemeinen Po-
lynoms vom Grad n gibt. Mit einer Formel meinen wir hier einen endlichen Ausdruck,
der aus den Koeffizienten des Polynoms mittels Addition, Subtraktion, Multiplikation,
Division und Wurzelziehen gebildet wird. (Dieser Satz ist nach Paolo Ruffini (1765 -
1822, italienischer Mathematiker und Arzt) und Niels-Henrik Abel (1802 - 1829, nor-
wegischer Mathematiker) benannt.

Das zeigt, dass der Satz iiber implizite Funktionen ein starkes Werkzeug ist: Obwohl
es dafiir keine Formel gibt, wissen wir, dass es eine glatte implizite Funktion gibt. Wir
konnen sogar ihre Ableitung in bestimmten Punkten berechnen.

®Damit meinen wir die Losungsformel fiir eine quadratische Gleichung.
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Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums,
Immersion, Einbettung, Submersion

Intuitiv ist eine Untermannigfaltigkeit von R™ eine “schéne” Teilmenge wie zum Bei-
spiel eine Kurve oder eine Fliche in R?. “Schonheit” bedeutet, dass die Teilmenge lokal
wie R? aussieht, wobei fiir eine Kurve d = 1 und fiir eine Fliche d = 2 ist. Unterman-
nigfaltigkeiten kommen in den Sétzen von Green, Stokes und Gauf3 vor, die wir spéter
behandeln werden. Diese Sétze spielen eine zentrale Rolle in der Elektrodynamik.

Wir werden auch Immersionen und Submersionen behandeln. Eine Immersion ist eine
differenzierbare Abbildung, deren Ableitung in jedem Punkt injektiv ist. Eine Sub-
mersion ist eine differenzierbare Abbildung, deren Ableitung in jedem Punkt surjektiv
ist.

Ein Punkt y heisst requldrer Wert einer C*-Abbildung f, falls fiir jeden Punkt 2 im
Urbild von y unter f die Ableitung von f im Punkt z surjektiv ist. Der Satz vom re-
guldren Wert besagt, dass das Urbild jedes reguldren Wertes eine Untermannigfaltigkeit
des Koordinatenraums ist. Dieser Satz liefert viele Beispiele von Untermannigfaltigkei-
ten.

9.3 Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums,
Dimension
Seien n € Ng = NU {0}, M C R" eine Teilmenge, k € NU {oc} und d € {0,...,n}.

Definition 9.17 (Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums). Seixy € M. Wir sa-
gen, dass M um x4 eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R" ist g. d. w. es

eine offene Umgebung U C R™ von xq, eine Permutation o von {1,...,n}, eine offene
Teilmenge V C R und eine Funktion f € C*(V,R"~%) gibt so, dass
{(w"(l), - ,x"(")) ‘x eMn U} =gr(f) = {(y,f(y)) ‘y € V}. (9.18)

Wir nennen M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R” g. d. w. M diese
Bedingung fiir jeden Punkt xo € M erfillt. Im Fall k = oo nennen wir eine solche
Teilmenge M eine glatte (d-dimensionale) Untermannigfaltigkeit des R™.

Abbildung 9.8 verdeutlicht diese Definition.

Bemerkungen. [Untermannigfaltigkeit]

e Eine Permutation einer Menge X ist eine Bijektion ¢ : X — X. Ein Beispiel
dafiir ist die Identitéit idx. Ein anderes Beispiel ist die Abbildung

o:{1,2} = {1,2}, o(1):=2,0(2) :=1.
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Abbildung 9.8: 1-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit von R%. (n =2,d = 1) Um
den Punkt zy kann die Koordinate z? als eine Funktion von x! aufgefasst werden. Um
den Punkt z( ist es umgekehrt.

Diese Abbildung permutiert, d. h. vertauscht die beiden Indizes 1 und 2.

,,,,,

der Graph der Funktion f ist.

e Fiir eine allgemeine Permutation o von {1,...,n} ist die linke Seite von (9.18)
das Bild von M N U unter der Standardkoordinatentransformation

R 32— (270, ..., 27™) e R™. (9.19)

Diese Koordinatentransformation entspricht einer Vertauschung der Variablen
x!, ..., 2" Die Bedingung in Definition 9.17 ist also, dass M lokal bis auf eine
Standardkoordinatentransformation als der Graph einer C*-Funktion geschrieben

werden kann.

Proposition 9.18 (Dimension wohldefiniert). Falls M um zg € M eine C*-Untermannigfaltigkeit
der Dimensionen d und d' ist, dann gilt d = d'.

Beweis: Wir schreiben pr’ : R” = R¥ x R*~? fiir die Projektion auf den ersten Faktor.5
Wir withlen U, o, V, f wie in Definition 9.17. Wir schreiben x¢ =: (3, 20) € R? x R*~4.
Im Fall 0 = id ist die Ableitung der Abbildung pr’o(id, f) : V C R* — R? im Punkt
Yo injektiv. Daraus folgt, dass d > d. Den Fall o # id behandeln wir analog, indem
wir die Koordinaten geeignet transformieren.

Diese Projektion ist definiert durch pr'(y/, z) := ¢/, fiir z = (y/,2) € RY x R*~¢",
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X3 1 |
f\ 7 X2 /
A, Abbildung  9.10: Dieser “Ballon”
; mit einer Spitze ist keine C'-
4 Untermannigfaltigkeit des R3.

Abbildung 9.9: Helix = Schraubenlinie.

Ein analoges Argument zeigt, dass d > d’, also d = d'. Das beweist Proposition 9.18.
O

Beispiel 9.19. Jeder d-dimensionale (lineare) Unterraum des R" ist eine glatte Un-
termannigfaltigkeit des R™ der Dimension d.

Beispiel 9.20. Jede offene Teilmenge des R™ ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des
R™ der Dimension n.

Beispiel 9.21. Wir betrachten die Helix (=Schraubenlinie)

{(y,cosy,siny) }y € IR},

siche Abbildung 9.9. Das ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des R? der Dimension
1. (Warum?)

Beispiel 9.22. Die Sphére
Snti= 5r70) = {z eR"||z]| =1}

ist eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1. Um das einzusehen,
betrachten wir zuerst einen Punkt zo € S™* N R" " x]0, oo[. Wir definieren

U :=R"'x]0, 0],

f:V —=]0,00], (9.20)

Diese Abbildung ist glatt. Des Weiteren ist U eine offene Umgebung von xy und
{(°W,.. 2™ |z e MNU} = S"'NU = gri(f).
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S™~1ist daher um den Punkt x( eine glatte Untermannigfaltigkeit des R" der Dimen-
sion n — 1. Dasselbe gilt fiir einen allgemeinen Punkt zy € S""!. Um das zu sehen,
betrachten wir wieder die Funktion f wie in (9.20) und verwenden ein geeignetes U
und eine geeignete Permutation o der Menge {1,...,n}. Im Fall n = 2 und zy = (1,0)
konnen wir zum Beispiel U :=]0,00[xR und die Permutation o(1) := 2, ¢(2) := 1
verwenden. (Uberpriifen Sie das!) Daraus folgt, dass die Sphire S"~! eine glatte Un-
termannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — 1 ist, wie behauptet.

Beispiele 9.23. [keine C'-Untermannigfaltigkeit]

e Die Menge
(R {0}) U ({0} x R)

ist keine C'-Untermannigfaltigkeit des R?. (Warum?)

e Ein “Ballon” mit einer Spitze wie in Abbildung 9.10 ist keine C*-Untermannigfaltigkeit
des R3. (Warum?)

9.4 Immersion, Einbettung, Submersion,
“Einbettungssatz”, Charakterisierung einer
Untermannigfaltigkeit

Dieser Abschnitt wird teilweise in [Stra, 8.6] behandelt. Eine Immersion ist eine diffe-
renzierbare Abbildung, deren Ableitung injektiv ist. Eine Submersion ist eine differen-
zierbare Abbildung, deren Ableitung surjektiv ist.

Seien n,p € Ny, k € NU {oc0}, U C R offen und f: U — RP.

Definition 9.24 (Immersion, Submersion, Einbettung). Sei z € U ein Punkt, in dem
f differenzierbar ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Immersion ist g. d. w. D f(x)
injektiv ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine Submersion ist g. d. w. D f(x) surjektiv
ist. Wir sagen, dass f eine Immersion/ Submersion ist g. d. w. f in jedem Punkt eine
Immersion/ Submersion ist. Wir nennen f eine C*-Einbettung g. d. w. f injektiv, C*
und eine Immersion ist und f~': f(U) — U stetig ist.

Beispiel 9.25. [Immersion, Einbettung, Submersion| Sei f =T : U := R* — R eine
lineare Abbildung. Falls T" injektiv ist, dann ist es eine glatte Einbettung, also insbe-
sondere eine glatte Immersion. Falls 7" surjektiv ist, dann ist es eine glatte Submersion.

Beispiel 9.26. [Immersion, die keine Einbettung ist] Wir betrachten die Abbildung

. ) [ (y+1,0), fallsy <0,
[ ] = 00,0[U]0,00[= K", f(y) == { 0,y — 1), fallsy >0,
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D

Abbildung 9.11: Eine Immersion, die keine Einbettung ist.

siche Abbildung 9.11. Diese Abbildung ist eine glatte Immersion, aber keine C*-
Einbettung (fiir jedes k& > 1), weil sie nicht injektiv ist. Wir schreiben V' :=| —
00, 0[U]1, 00[. fl|y ist eine injektive glatte Immersion, aber keine C*-Einbettung (fiir
jedes k > 1), da f|,/ : f(V) — V im Punkt (0,0) nicht stetig ist. (Uberlegen Sie sich
das!) Auf der anderen Seite ist die Einschrénkung von f auf | — oo, 0[U]2, oo eine glatte
Einbettung.

Bemerkung. Im obigen Beispiel konnten wir fiir einen gegebenen Punkt im Defini-
tionsbereich der Immersion f eine Umgebung finden, auf der f eine Einbettung ist.
Das Bild dieser Einbettung ist eine glatte Untermannigfaltigkeit. Diese zwei Aussagen
gelten allgemein.

Seien d,n € Ny, V C R? offen, k € NU {oo} und ¢ : V — R".

Satz 9.27 (“Einbettungssatz”). Falls ¢ eine C*-Einbettung ist, dann ist ihr Bild (V)
eine CF-Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension d.

Beweis: [DK04a, Corollary 4.3.2, p. 116]
Bemerkung. Das bedeutet, dass C*-Einbettungen “schéne” Abbildungen sind.

Beispiel 9.28. [injektive lineare Abbildung] Sei ¢ : R — R" linear und injektiv.
Dann ist 1 eine glatte Einbettung. Geméss Satz 9.27 ist ihr Bild ¢(R?) daher eine
glatte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension d. Wie Sie im Fach Lineare Algebra
gelernt haben, ist dieses Bild sogar” ein d-dimensionaler Untervektorraum des R". Siehe
Bemerkung 9.29(iii) unten.

Bemerkungen 9.29. [Kern und Bild einer linearen Abbildung, Dimensionssatz] Wie-
derholung aus der linearen Algebra: Seien V,W Vektorrdume und 7' : V' — W eine
lineare Abbildung.

"Hier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des R™ eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel 9.19.
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(i) Der Kern (oder Nullraum) von T ist die Menge

ker T :=T'(0)={veV|T(v)=0}.

(ii) Das Bild von T ist ein Untervektorraum von W.
(iii) Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (oder Rangsatz) besagt, dass
dim(ker(T")) + dim(im(7")) = dim(V).
Falls T injektiv ist, dann ist sein Kern gleich {0} und daher also
dim(im(7)) = dim(V).
Falls T  surjektiv ist, dann ist sein Bild gleich W und daher also

dim(ker(7")) = dim (V') — dim(W).

Seien n € No, d € {0,...,n}, k € NU{oo}, M C R" und zo € M.

Satz 9.30 (Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit). Folgende Bedingungen
sind dquivalent:

(i) (Untermannigfaltigkeit) Um xq ist M eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion d.

(ii) (lokale Parametrisierung) Es gibt eine offene Teilmenge V. C R?, eine offene
Umgebung U C R™ von xy und eine C*-Einbettung 1 : V — R" so, dass

MU = (V).

(iii) (lokale Submersion) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von xy und eine
C*-Submersion g : U — R"™? so, dass

MNU =g ' (g(zo)). (9.21)

Beweis: [DK04a, Theorem 4.7.1, p. 126]

Bemerkung. Eine Abbildung ¢ wie in (ii) heisst lokale Parametrisierung von M. v
parametrisiert M N U, was eine Umgebung des Punktes xy in M ist. Das Wort lokal
deutet an, dass diese Umgebung klein sein kann.
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Abbildung 9.12: ) = inverse stereographische Projektion.

Beispiel 9.31. [Sphére ist Untermannigfaltigkeit, lokale Parametrisierung] Wir wen-
den die Implikation (ii)=>(i) des Satzes 9.30 an, um zu zeigen, dass die Sphire M :=
S eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Sei xy € S™L.
Wir iiberpriifen die Bedingung (ii) mit d := n — 1. Wir nennen den Punkt (0, ...,0, 1)
den Nordpol der Sphire S™1.

Fall: zy # Nordpol. Wir definieren
V:=R{=R"!, U:=R"\{(0,...,0,1)} und ¢:R"'>R"

als die inverse stereographische Projektion durch den Nordpol. Diese Abbildung ist
durch die Konstruktion in Abbildung 9.12 gegeben. Gemiss Ubungsserie 5 ist diese
Abbildung eine glatte Einbettung. Sie ist also eine glatte lokale Parametrisierung der
Sphére. Thr Bild ist die Sphére ohne den Nordpol, also

im(y) =¢(R") = 5"\ {(0,...,0,1)} =S""'nU.

Daher ist die Bedingung (ii) des Satzes 9.30 erfiillt. Im Fall, dass = der Nordpol ist,
folgt das aus einem analogen Argument, in dem wir stereographische Projektion durch
den Siidpol (0, ..., 0, —1) verwenden.

Gemiss Satz 9.30 ist daher die Bedingung (i) mit d = n — 1 erfiillt, d. h., um zg ist
571 eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Da das fiir jeden Punkt
xo € S gilt, ist S"! eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Das
hatten wir schon in Beispiel 9.22 gesehen.

Beispiel 9.32. [Sphére ist Untermannigfaltigkeit, lokale Submersion] Wir wenden die
Implikation (iii)=-(i) des Satzes 9.30 an, um zu zeigen, dass die Sphire M := S"~!
eine glatte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist. Sei xy € S"~!. Wir
iiberpriifen die Bedingung (iii) mit d := n — 1. Dazu definieren wir

U :=R"\ {0}, g: U =R =R, g(z) = ||z|*
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Es gilt
g(zo) =1, also  S"'=g7"(1) =g "(g(x0)).

Daher ist die Bedingung (9.21) erfiillt. Die Abbildung ¢ ist glatt. Sei z € U. Geméss
Beispiel 8.16 ist die Ableitung von ¢ in x gegeben durch

Dg(z) =2(z,-) =2 (x1 -+ ) :R" >R

Diese Abbildung ist nicht konstant gleich 0. Da sie linear ist und als Zielraum R hat, ist
sie daher surjektiv. Daher ist g im Punkt x eine Submersion. Da dies fiir jeden Punkt
x € U gilt, ist g eine Submersion. Also erfiillt g alle Bedingungen von (iii). Daher
ist diese Bedingung mit d = n — 1 erfiillt. Geméss Satz 9.30 ist daher die Bedingung
(i) mit d = n — 1 erfiillt, d. h., um x¢ ist S"! eine glatte Untermannigfaltigkeit der
Dimension n — 1.

9.5 Satz vom reguliren Wert

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.3, 5.4]. Ein regulérer Wert einer differenzierbaren
Funktion ¢ ist ein Punkt z im Zielbereich von g so, dass die Ableitung Dg(x) surjektiv
ist fiir jeden Punkt z im Urbild ¢7!(z). Der Satz vom reguliren Wert besagt, dass
das Urbild eines reguliren Wertes einer C*-Funktion eine C*-Untermannigfaltigkeit
ist. Das ist ein wichtiges Werkzeug, um Untermannigfaltigkeiten zu konstruieren.

In diesem Abschnitt charakterisieren wir auch Untermannigfaltigkeiten mittels lokaler
Submersionen.

Seien n,p € Ny, Uy C R™ offen, k € NU {oo}, g € C*(Uy, RP) und z, € R?,

Definition 9.33. Wir nennen zy einen reguldaren Wert fiir g g. d. w. g eine Submersion
ist in jedem Punkt von

9 (20) = {z € Up| g(z) = 20}
Sonst nennen wir zg einen singuldren Wert fir g.

Satz 9.34 (Satz vom reguldren Wert). Das Urbild jedes reguliren Wertes fir g ist
eine C*-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p.

Beweis: Das folgt aus der Implikation (i)<=(iii) in Satz 9.30.

Bemerkungen. e Dieser Satz liefert eine Bedingung, unter der die Losungsmenge
der Gleichung g(z) = z “schon” ist.
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e Dass die Dimension von g~!(z) gleich n — p ist, ist plausibel, weil wir n Un-
bekannte ', ..., 2" und p Bedingungen ¢‘(z) = 2z, i = 1,...,p, haben. Jede
Bedingung vermindert die Dimension um 1.

Beispiel 9.35. [Satz vom reguldren Wert, surjektive lineare Abbildung] Sei g : R* —
R?P eine surjektive lineare Abbildung. Dann ist g eine glatte Submersion. Jeder Punkt
in RP ist daher ein regulirer Wert fiir g. Geméss Satz 9.34 ist ¢g=1(0) daher eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p. Wie Sie im Fach Lineare Algebra
gelernt haben, ist ¢~'(0) sogar® ein (n — p)-dimensionaler Untervektorraum des R".
Siehe Bemerkung 9.29(iii).

Beispiel 9.36. [Sphire als Niveaumenge, Satz vom regulidren Wert] Wir wenden Satz
9.34 an, um zu zeigen, dass die Sphire S"~! eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™
der Dimension n — 1 ist. Dazu definieren wir p := 1 und betrachten wir die Abbildung

g R" >R =R, g(z):=[z]*
Es gilt
g (1) =9"""
Die Abbildung g ist glatt und 1 ist ein reguldrer Wert fiir g, weil
Dg(z) =2(z,-) =2 (x1 -+ ) :R" =R

surjektiv ist fiir jeden Punkt z € S"~!. Gemiss Satz 9.34 ist S"~! daher eine glatte
Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p = n — 1. Das hatten wir schon in
den Beispielen 9.22, 9.31 und 9.32 gesehen. (Beispiel 9.32 ist dhnlich zum jetzigen
Beispiel.)

Im Gegensatz dazu ist das Urbild ¢g=1(0) = {0} keine C'-Untermannigfaltigkeit des R™
der Dimension n — 1.2 Das steht nicht im Widerspruch zu Satz 9.34, da 0 ein singulirer
Wert fiir g ist.

Beispiel 9.37. [Hyperbel und singulidrer Wert] Wir betrachten die Abbildung
g:R* =R, g(z):=x120.

Sei zp € R\ {0}. Dann ist g~*(z9) € R? eine Doppelhyperbel. Siehe Abbildung 9.13.
Es gilt

Dg(z)= (2 = ):R* >R
Fiir jeden Punkt z € g~!(zp) ist diese Abbildung ungleich 0 und daher surjektiv. (Wir
verwenden hier, dass die Abbildung linear ist und der Zielraum R ist.) Daher ist zy ein

8Hier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des R™ eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel 9.19.
9Es ist jedoch eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 0.
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Abbildung 9.14: v ist ein Tangential-

Abbildung 9.13: Doppelhyperbel. vektor an M im Punkt zo, v" nicht.

reguliirer Wert. Gemiiss Satz 9.34 ist ¢g7'(zy) daher eine glatte Untermannigfaltigkeit
des R? der Dimension 1. Im Gegensatz dazu ist

g H0) = {z € R? | z120 =0} = (R x {0}) U ({0} x R)

im Punkt 0 keine C''-Untermannigfaltigkeit des R?. Das steht nicht im Widerspruch
mit Satz 9.34, da zg = 0 ein singuldrer Wert fiir g ist.

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes vom reguldren Wert ist die folgende Aussage:

Falls g71(20) eine C*-Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension n — p ist, dann ist
2o ein reguldrer Wert fiir g.

Frage. Gilt diese Umkehrung?

Versuchen Sie, diese Frage zu beantworten!

9.6 Tangentialraum an eine
Untermannigfaltigkeit, Charakterisierung
mittels Graphen, Immersion, Submersion

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.1, 5.3]. Wir betrachten eine Untermannigfaltig-
keit M C R"™, einen Punkt o € M und einen Vektor v mit Anfangspunkt zg. v ist ein
Tangentialvektor an M im Punkt zy g. d. w. die Gerade durch v die Untermannigfaltig-
keit M im Punkt z( beriihrt, siehe Abbildung 9.14. Die Menge aller Tangentialvektoren
ist ein Untervektorraum des R". Sie heisst der Tangentialraum an M im Punkt xo und
wird als T,, M geschrieben. Siehe Abbildung 9.15. Der Tangentialraum verallgemeinert
die Tangente an den Graphen einer Funktion einer reellen Variable.
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Abbildung 9.15: Der Tangentialraum 7, M an eine Kurve und an eine Fléche.

Die Tangentialabbildung einer C'-Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten
M und N in einem Punkt xq € M ist eine lineare Abbildung von T, M nach T, NV.
Sie verallgemeinert die Ableitung einer Funktion zwischen Koordinatenrdumen. Ein
kritischer Punkt einer C*-Funktion f : M — R ist ein Punkt in M, in dem die Tan-
gentialabbildung von f verschwindet. Jeder kritische Punkt ist ein Kandidat fiir eine
Maximal- oder Minimalstelle von f. Die Lagrange-Multiplikatorenregel ist ein Werk-
zeug, um kritische Punkte einer Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit zu finden.

Seien n € Ng, M C R™ eine C''-Untermannigfaltigkeit und zo € M.

Definition 9.38 (Tangentialraum). Wir definieren T,, M, den Tangentialraum an M
im Punkt zq als die Menge

TpoM = {&(0)| W C R offen, x: W — R" : (9.22)
0e W, 2(0) = xo, z(t) € M, Vt € W, x differenzierbar in 0}.

Wir nennen die Elemente von T,,M Tangentialvektoren an M im Punkt xy.

Beispiel 9.39. [Tangentialrdume an lineare Unterrdume] Sei M ein d-dimensionaler
Untervektorraum des R™ und xy € M. Dann gilt

T, M = M.
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Beispiel 9.40. [Tangentialriume an eine offene Teilmenge] Seien M C R" offen und
xo € M. Dann gilt
T,,M =R".

Folgendes Resultat liefert niitzliche Formeln fiir den Tangentialraum. Seien n € Ny,
de€{0,...,n}, M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d und zy € M.
Wir kénnen T, M wie folgt charakterisieren.

Satz 9.41 (Charakterisierung des Tangentialraumes). (i) Seien U C R" eine offene
Umgebung von zo, V C R? offen und f € C*(V,R"~?) so, dass

MnU=g(f)={(y,f(y)|yeV}

Wir bezeichnen die erste Komponente von xq € R? x R~ mit yo. Es gilt
TuoM = gr(D f(yo)). (9.23)

(ii) Seien V.C R? offen, yo € V, U C R" eine offene Umgebung von xo und ¢ : V —
R™ so, dass

Y(yo) = 20, Y(V)=MnNU

und ¥ 1m Punkt yy eine Immersion ist. Dann gilt

T,, M = im(De(yo)). (9.24)

(iii) Seien U C R™ eine offene Umgebung von zo und g : U — RP=""% 50, dass
MU =g Y (g(x0))
und g im Punkt xqg eine Submersion ist. Dann gilt

TpoM = ker(Dg(z0)) = Dg(x0) 1 (0). (9.25)

Beweis: [DK04a, Theorem 5.1.2, p. 134]

Bemerkungen. [Charakterisierung des Tangentialraumes|

e Aufgrund der Definition 9.17 (Untermannigfaltigkeit) besitzt M bis auf eine
Standard-Koordinatentransformation eine lokale Darstellung mittels f wie in
Satz 9.41(i). Aufgrund des Satzes 9.30 (Charakterisierung einer Untermannigfal-
tigkeit) besitzt M eine lokale Darstellung mittels ¢ und g wie in Satz 9.41((ii),(iii)).
Wir kénnen daher die Gleichheiten (9.23,9.24,9.25) verwenden, um 7, M zu be-
rechnen.
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e Die drei Beschreibungen des Tangentialraumes in Satz 9.41 sind parallel zu den
Beschreibungen der Eigenschaft, dass M eine Untermannigfaltigkeit ist: In (i)
wird M lokal als Graph einer Funktion und 7,,M als der Graph der Ableitung
der Funktion (im Punkt yy) geschrieben. In (ii) wird M lokal als das Bild einer
Immersion'® und T,,M als das Bild der Ableitung der Immersion geschrieben.
In (iii) wird M lokal als das Urbild eines Punktes einer Submersion!! und T, M
als das Urbild von 0 unter der Ableitung der Submersion geschrieben.

Korollar 9.42 (Dimension des Tangentialraumes). T,,, M ist ein Untervektorraum des
R™ der Dimension gleich der Dimension von M.

Beweis des Korollars 9.42: Gemiéss Satz 9.30(i)=(ii) (Charakterisierung einer
Untermannigfaltigkeit) gibt es (V,U, 1)) wie in Satz 9.41(ii). Geméss diesem Satz gilt

(9.24), d. h. T, M = im(D¥(yo)). Da Di(yo) linear ist, ist sein Bild, also T}, M, ein
Untervektorraum von R™. Da D) (yo) auf R? definiert und injektiv ist, gilt dim (TIOM = im (D¢(y0)) ) =
dim R? = d. Das beweist Korollar 9.42. O

Bemerkung. Alternativ folgt Korollar 9.42 aus Satz 9.30(i)=(iii) und Satz 9.41(iii).
(Uberpriifen Sie das!)

Beispiel. [Tangentialraum und Tangente] Sei V' C R eine offene Teilmenge und f €
CY(V,R). Der Graph M := gr(f) ist eine eindimensionale C''-Untermannigfaltigkeit
von R2. Sei 2o € M. Wir schreiben y, fiir die erste Komponente von zy. Gemiiss Satz
9.41(i) ist der Tangentialraum an gr(f) im Punkt 2y gegeben durch

Ty g1(f) = er(Df(y0)) = {(t, Df (yo)t) = t(1, f'(0)) | ¢ € R}. (9.26)

Das ist die Tangente!? an den Graphen der Funktion f, so verschoben, dass sie durch
den Ursprung in R? geht. Machen Sie sich das klar! Verwenden Sie, dass die Ableitung
der Funktion im Punkt gy, die Steigung der Tangente ist! (So kann man die Ableitung
intuitiv erkléren.)

Als ein Beispiel betrachten wir

f R—=R, fly) ==y, xo = (1,1).
Wir haben yo = 1 und f'(y0) = 2. Geméss (9.26) ist der Tangentialraum an gr(f) im
Punkt zy daher gegeben durch
T, e(f) = {(1,2) |t € R},
Das ist die Gerade durch den Ursprung und durch den Punkt (1,2).

10Fs reicht, dass die Abbildung im Punkt g eine Immersion ist.
1Es reicht, dass die Abbildung im Punkt zy eine Submersion ist.
12die Sie in der Mittelschule gesehen haben
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Abbildung 9.16: Tangentialraum = Tangente an die Helix.

Beispiel. [Tangentialraum an eine Helix] Wir betrachten die Helix

M = {(y,cosy,siny) ‘y € [R}.

(Siehe Abbildung 9.9.) Sei zp € M. Wir berechnen den Tangentialraum an M im
Punkt x, mittels des Satzes 9.41(i). Dazu schreiben wir y, fiir die erste Koordinate
von xg. M ist der Graph der Funktion

[ R=R2 fly) = (cosy,siny).

Es gilt
Df(y) = f'(y) = (—Siny,cosy)- ‘R—R% VyeR.

Gemiss Satz 9.41(i) gilt daher
TooM =gr(Df(yy)) = {t(l, —sinyo,cosyo) {t € [R}.
Das ist eine Gerade in R3. Siehe Abbildung 9.16.
Beispiel 9.43. [Tangentialrdume an die Sphére] Wir betrachten die Sphére
M:=5""={zeR"||z]| = 1}.

Sei z9 € S®!. Wir berechnen den Tangentialraum an S™ ! im Punkt z, mittels des
Satzes 9.41(iii). Dazu definieren wir die Funktion

g:R"= R, g(x) =]z

Es gilt
g ') =851, Dg(zo)v = 2(x,v), Vv € R".

Wegen Beispiel 9.36 (Sphére als regulire Niveaumenge) ist 1 ein regulérer Wert von g.
Gemaéss Satz 9.41(iii) gilt darum, dass

Ty S" ' = ker Dg(z9) = {v € R" | (xo,v) = 0}. (9.27)
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Abbildung 9.17: Der rote Pfeil ist der )’/ / D / 1 ¢
Gradient Vg(z) der Hohenfunktion g \ S

in einem Punkt z. Er steht senkrecht
auf der Hohenlinie durch z.

Abbildung 9.18: Der Gradient der
Funktion g(z) := ||z]|> und ein Tan-
gentialraum an die Sphére.

Bemerkung. Wir kénnen 7,,5™! auch berechnen, indem wir das Beispiel 9.31 (lo-
kale Parametrisierung der Sphére) und Satz 9.41(ii) verwenden. Diese Berechnung ist
allerdings komplizierter. Das zeigt, dass es empfehlenswert ist, die lokale Darstellung
von M gut auszuwéhlen, wenn wir die Tangentialrdume an M berechnen wollen.

Bemerkung 9.44. [Tangentialraum und Gradient] Der Tangentialraum héngt wie
folgt mit dem Gradienten zusammen. Seien U C R” offen, g : U — R und =z € U.
Wir nehmen an, dass g in x differenzierbar ist. Wir schreiben (-, -) fiir das euklidische
Skalarprodukt auf R™. Aus der Gleichheit Dg(z) = (Vg(z), -) folgt, dass

ker Dg(z) = Vg(z)" = {v e R"|(Vg(z),v) = 0}.

Falls g C! ist und z € R ein regulirer Wert fiir g ist, dann ist der Tangentialraum an
M := g7'(2) im Punkt z gemiiss Satz 9.41(iii) daher gegeben durch

T,M = ker Dg(z) = Vg(x)*, Va & M.

Kurzgesagt: Der Gradient einer Funktion steht senkrecht auf jeder Niveaumenge, die
zu einem reguldren Wert gehort. Siehe Abbildung 9.17.

Beispiel 9.45. [Gradient und Niveaumenge] Wie in Beispiel 9.36 (Sphére als regulére
Niveaumenge) definieren wir

g(z) = ||z||*.
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Es gilt
g7 (0)=5"", Vg(x) =2z

und darum geméss Bemerkung 9.44, dass
T,5" ' = (2x)*.

Siehe Abbildung 9.18. Das stimmt mit (9.27) iiberein.

9.7 Tangentialabbildung = Ableitung einer
Funktion zwischen Untermannigfaltigkeiten

In Anwendungen spielen Abbildungen zwischen (Unter-)Mannigfaltigkeiten, insbeson-
dere Funktionen auf Mannigfaltigkeiten, eine wichtige Rolle. Zum Beispiel ist die
Oberflichenladungsdichte auf einer metallenen Sphére (=Kugeloberfliche) eine Funk-
tion

o:58* R

Diese Ladungsdichte ist nicht konstant, falls sich in der Ndhe der Sphére eine Ladung
befindet. Diese Ladung driangt Elektronen in der Sphére nadmlich auf die weiter weg
liegende Seite der Sphére. Sie induziert also eine nichtkonstante Ladungsdichte auf der
Sphiére. Die Oberflichenladungsdichte ist nur auf der Sphére definiert. Es ist nicht sinn-
voll, von o(x) fiir einen Punkt x ausserhalb der Sphére zu sprechen. Eine physikalisch
relevante Frage ist zum Beispiel:

Frage. In welchen Punkten ist die Ladungsdichte o mazimal?

Ein allgemeineres Problem ist folgendes:

Problem. Wir betrachten eine Funktion, die auf einer Untermannigfaltigkeit des Ko-
ordinatenraums definiert ist. Bestimme die Punkte, in denen die Funktion maximal
15t.

Dieses Problem werden wir im Abschnitt 9.8 studieren. Dazu benétigen wir den Begriff
der Tangentialabbildung. Die Tangentialabbildung einer C'-Abbildung f zwischen zwei
Untermannigfaltigkeiten M und N in einem Punkt zy € M ist eine lineare Abbildung
TpoM — TN . Sie verallgemeinert die Ableitung einer Funktion zwischen Koordina-
tenrdumen. Um die Tangentialabbildung zu definieren, brauchen wir Folgendes. Seien
n,p€eNg, SCR", f: 95 —=>RP, xp€Sund k € N.

IBWir nehmen hier an, dass es sich um die Einheitssphiire S? handelt, welche Mittelpunkt zg = 0
ist und Radius r = 1 besitzt. Des Weiteren nehmen wir an, dass die Ladungsdichte statisch ist, d. h.,
sich zeitlich nicht dndert.
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Definition 9.46 (C*-Eigenschaft, allgemeiner Definitionsbereich). Wir sagen, dass f
um den Punkt zo C* ist ¢g. d. w. es eine offene Umgebung U C R"™ wvon xq und eine
Abbildung F € C*(U,RP) gibt so, dass

F=fauf SNU. (9.28)

Wir sagen, dass f CF ist g. d. w. diese Bedingung fiir jeden Punkt o € S erfiillt ist.
Wir definieren
C*(S,RP) := {C"*-Abbildung von S nach RP}.

Bemerkung. Fiir k =0 ist f C° g. d. w. f stetig ist.
Eine Fortsetzung einer Funktion f ist eine Funktion F' so, dass f eine Einschrinkung

von F ist. (Siehe (9.2).) Seien jetzt M C R™ und N C RP C''-Untermannigfaltigkeiten,
f: M — N eine C*-Abbildung und xy € M.

Hilfssatz 9.47. Seien U C R™ eine offene Umgebung von xq und F € C*(U,RP) eine

Fortsetzung von f|ynu. Es gilt

()
DF (20)(Tee M) € Thao) N

(i1) Seien U C R eine offene Umgebung von xo und F € 01(17, RP) eine Fortsetzung
von f|~z- Dann gilt, dass

DF(x) — DF ()

TogM Tog M-

Beweis: Das folgt aus der Kettenregel.

Definition 9.48. Wir definieren die Tangentialabbildung (oder Ableitung) von f im
Punkt zg als

Df(xg) := DF(xq TooM — Ty N, (9.29)

)}TZOM :
wobei U C R" eine offene Umgebung von xq und F € CY(U,RP) eine Fortsetzung von
f|MﬂU 18t.

Bemerkungen. e Gemiss Hilfssatz 9.47((i)) nimmt D f(x¢) tatséchlich Werte in
Tty N an. Gemiss Hilfssatz 9.47((ii)) héngt D f(xo) nicht von der Wahl von F
ab. Diese Abbildung ist darum wohldefiniert.

e Falls M C R” eine offene Teilmenge ist, dann stimmen die Definitionen 9.48 und
8.6 (S. 376, Ableitung einer Funktion zwischen Koordinatenrdumen) iiberein.
Definition 9.48 verallgemeinert also Definition 8.6.
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Abbildung 9.19: Tangentialabbildung einer Abbildung zwischen zwei Untermannigfal-
tigkeiten.

e Im Buch [DKO04a, p. 137, Definition 5.2.1] wird die Tangentialabbildung fiir eine
Abbildung definiert, die auf einer offenen Umgebung von x, definiert ist. Wir
bendtigen jedoch die Definition fiir eine Funktion, die nur auf M definiert ist,
wie in Definition 9.48.

Bemerkung. Aus der Kettenregel folgt, dass

d

Df(xo)v = pr t:Of o x(t),

wobei x ein Weg in M ist so, dass x(0) = xo und #(0) = v. Das ist eine alternative Be-
schreibung der Tangentialabbildung. Abbildung 9.19 verdeutlicht diese Beschreibung.
Beispiel 9.49. [Tangentialabbildung eines Weges] Seien N C R? eine C''-Untermannigfaltigkeit,
feCHR,N) und =y € R. Es gilt

Df(xo) = f'(z0) : R = Tpuy)N.

Wir kénnen diese lineare Abbildung mit dem Vektor f'(z¢) € Ty, N identifizieren.
Siehe Abbildung 9.20. Als ein konkretes Beispiel betrachten wir

f:R—=S'CR* f(z):= (cosx,sinx), g € R.

Es gilt
Df(zo) = f'(xg)- = (— sin:c,cos:c)~,
siehe Abbildung 9.21.
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: =, f A“) f?}@ )

Abbildung 9.21: Tangentialabbildung fiir eine Parametrisierung des Kreises.

Bemerkung. Falls wir x =t € M = R als Zeit und f als den Weg eines Teilchens in
N interpretieren, dann ist f(t) = f/(t) der Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢.
Er ist tangential an N. N beschreibt holonome Zwangsbedingungen in der klassischen
Mechanik.

Beispiel 9.50. [Tangentialabbildung einer auf den Kreis eingeschriankten Potenzfunk-
tion| Seien m € Z und

f:STCR = S, f(cost,sint) := (cos(mt),sin(mt)).
Diese Abbildung ist glatt, da sie die Einschrankung der m-ten Potenzfunktion
F:R*=C—C, F(2):=2",
auf den Einheitskreis St ist.!* Seien
z€8Y, vi=iz=(—2z,2).

Da (z,v) = —2125 + 2221 = 0, gilt gemiiss Beispiel 9.43, dass v € T.S'. Die Tangenti-
alabbildung von f bildet diesen Vektor ab auf
Df(z)v=DF(z)v
=F'(2)v (Uberpriifen Sie das mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen!)
= mz™ iz
=miz™ € Tf(z)Sl
Dabei bezeichnet F” die komplexe Ableitung von F'. Siehe Abbildung 9.22.

“Das folgt aus der Formel von de Moivre, die besagt, dass ( cost + i sin t)m = cos(mt) + i sin(mt).
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Abbildung 9.22: Tangentialabbildung von f : S' — S', f(z) := 2%

9.8 Extremum und kritischer Punkt einer
Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit von
R", Lagrange-Multiplikatorenregel

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 5.5] und [Stra, 7.9]. Wir betrachten folgendes
Problem. Seien M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit und f : M — R eine C'-
Funktion.

Problem. Finde das Mazimum und das Minimum von f (unter der Annahme, dass
f ein Mazimum und ein Minimum besitzt)!

Manchmal ist f die Einschrankung einer Funktion F', die auf einer Umgebung von M
definiert ist. Problem 9.8 ist dann das Problem, F'(z) unter der Nebenbedingung x € M
zu maximieren (oder minimieren).

Problem 9.8 tritt in verschiedenen Kontexten auf. In der Elektrostatik wird zum Bei-
spiel die Oberflachenladungsdichte auf einer metallenen Sphéire (=Kugeloberfldche)
betrachtet, welche durch eine Ladung induziert wird, die sich in der Ndhe der Sphére
befindet. Ein Spezialfall des Problems 9.8 ist es, das Maximum dieser Ladungsdichte
zu bestimmen.

Jeder Punkt, in dem eine Funktion ein Extremum (Maximum oder Minimum) an-
nimmt, ist ein kritischer Punkt der Funktion. Das bedeutet, dass die Tangentialabbil-
dung in diesem Punkt verschwindet. Die Lagrange-Multiplikatorenregel ist eine Me-
thode, um kritische Punkte zu finden. Diese Regel kann daher dazu gebraucht werden,
um Problem 9.8 zu l6sen.
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Definition 9.51. Ein Punkt xo € M heisst kritischer (oder stationérer) Punkt fir f
g. d. w. die Tangentialabbildung von f in xy verschwindet, d. h.

Wir schreiben

Crit f := {k‘m’tische Punkte fiir f}.

Bemerkungen 9.52. [kritischer Punkt, Extremum]

(i) Falls M eine offene Teilmenge von R" ist, dann ist o kritisch im Sinn der De-
finition 9.51 g. d. w. x¢ kritisch im Sinn der Definition 8.63 ist. Definition 9.51
verallgemeinert also Definition 8.63.

(ii) Falls f in xo ein lokales Maximum oder Minimum annimmt, dann ist z, ein
kritischer Punkt fir f. Das verallgemeinert Satz 8.69(i) (Satz von Fermat {iber
kritische Punkte, mehrdimensionale Situation). Die Aussage folgt aus Satz 5.52(i)
(Satz von Fermat iiber kritische Punkte, eindimensionale Situation), indem wir
Wege in M betrachten, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch z, gehen. (Uberlegen Sie
sich das!)

Beispiel 9.53. [kritische Punkte der Hohenfunktion auf der Sphére] Sei
fiM:=5"1" 2R, flz):=ux,.
Dann gilt
Crit f = {22 := e, = (0,...,0, 1)},

Um das einzusehen, definieren wir
F:R"—=> R, F(z):=u,.

Seiv € T, S"~*. Da F eine glatte Fortsetzung der Funktion f ist, gilt geméss Definition
9.48 (Tangentialabbildung), dass

Df(zy)v=DF(zy)v
= Uy, (geméss Beispiel 8.8, Ableitung einer affinen Funktion)
= <.T+, ’U)

=0 (gemiiss Beispiel 9.43).

Darum gilt z, € Crit f. Ahnliche Argumente zeigen, dass _ € Crit f und dass z.. die
einzigen kritischen Punkte von f sind. (Uberpriifen Sie das!) Tatséchlich nimmt f in
x4 sein Maximum und in z_ sein Minimum an.
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Abbildung 9.23: Joseph-Louis Lagrange, italienischer Mathematiker und Astronom,
1736-1813.

Falls es Funktionen g : U C R® — RP und F : U — R gibt so, dass M = ¢g~}(0) und f =
F|pr, dann konnen wir das Problem 9.8 mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel
l6sen. Das folgt aus dem néchsten Satz. Seien n,p € Ng, U C R” offen, F' € C*(U,R)
und g € C*(U,R?).

Definition 9.54. Wir definieren die Lagrangefunktion fir (F,g) als die Funktion

Li=Lp,:UxR =R, L(z,\) :=F(x) - \g(a). (9.30)

Wir definieren
Mi=g 0)CU, f=Fl.

Satz 9.55 (Lagrange-Multiplikatorenregel). Wir nehmen an, dass 0 ein regulirer Wert
von g ist. Sei xg € U. Dann gilt xqg € Crit f ¢g. d. w. es ein A € RP gibt so, dass
(.’Eo, /\) € Crit L.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf der Tatsache ker Dg(zg) = T, M (Satz 9.41) und
linearer Algebra.

Der Satz ist nach Joseph-Louis Lagrange benannt, siche Abbildung 9.23.

Bemerkungen. e Gemiss dem Satz vom reguldren Wert (Satz 9.34) ist M =
g7 1(0) eine C'-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n — p. Darum ist die
Bedingung xy € Crit f sinnvoll.

e Die Funktion f ist nur auf M definiert. Darum gilt Crit f C M.

e Die Bedingung zy € Crit f impliziert nicht, dass zy € Crit F'.
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e Im Buch [DK04a] wird die Notation f fiir ' verwendet.

e Die Bedingung (zg, A) € Crit L gilt genau dann, falls

DF(xy) = AT Dg(xy), (9.31)
9(xo) = 0. (9.32)

(Bemerkenswerterweise erhalten wir auch noch die zweite Gleichung.)

e Falls z( € Crit f, dann heisst A wie in Satz 9.55 der Lagrange-Multiplikator fiir
xg. Er ist eindeutig. (Warum?)

Korollar 9.56 (lokales Maximum und Minimum). Wir nehmen an, dass 0 ein re-
quldarer Wert fiir g ist. Sei xo € M ein Punkt, in dem f ein lokales Maximum oder
Minimum annimmt. Dann gibt es ein X € RP so, dass DF(xq) = A\ Dg(x).

Beweis: Das folgt aus Bemerkung 9.52(ii) und Satz 9.55. O

Mit Hilfe des Korollars 9.56 konnen wir Problem 9.8 1osen.

Beispiel 9.57. [Sphéire und Lagrange-Multiplikatoren] Wir definieren
pr:R"=Rx -+ xR—=R, pr(z):=uz,, f:=pr|gn-1.

Wir bestimmen die kritischen Punkte von f mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel.
Datfiir definieren wir

U:=R", g:U—=R, g(z):=|z|*-1, F:=pr:U—=R,
L:R*"x RS R, L(z,\):=F(z) = Ag(x) =2, — X(||z|* = 1).

Die Gleichungen (9.31,9.32) werden zu
pr =2\ (zg,-) : R" = R, o€ S" %

Die Losungen dieser Gleichungen sind

1 1
(3:07)\) = (x-i—a 5) ) <ZE—7 _§> ) Ty = ien-

(Uberpriifen Sie das!) Gemiiss Satz 9.55 gilt daher Crit f = {z1}. Das stimmt mit
Beispiel 9.53 iiberein.



Kapitel 10

Integration im K", Satz von Fubini
iiber wiederholte Integration,
Jordan-Mass, Substitutionsregel fiir
mehrdimensionale Integrale

Dieses Kapitel entspricht [Bla96b, 4.1, 4.5, 5.4] und [Stra, 8.1, 8.2, 8.3, 8.5]. Das Integral
einer Funktion f von n Verdnderlichen ist der (n + 1)-dimensionale Inhalt (mit Vorzei-
chen) zwischen der (zy,...,x,)-Hyperebene und dem Graphen von f. Heuristisch ist
das Integral von f gleich der Summe

| fl@)de= > fla)da,

zeR™

wobei dx das n-dimensionale Volumen eines unendlich kleinen Quaders um den Punkt
T ist.

Das (eigentliche) Riemann-Integral einer Funktion mehrerer Variablen wird definiert,
indem wir die Funktion von oben und unten mit Treppenfunktionen annédhern. Es
verallgemeinert das Riemann-Integral einer Funktion einer Variablen. Der Satz von
Fubini besagt, dass

dr = dzdy = dyd
/R  fays / L iy / i

falls f Riemann-integrierbar ist und die einzelnen Integrale wohldefiniert sind. Die-
sen Satz konnen wir verwenden, um mehrdimensionale Integrale mittels wiederholter
eindimensionaler Integration zu berechnen.

In diesem Kapitel werden wir auch das Jordan-Mass behandeln, das die Idee des n-
dimensionalen Inhalts prézise macht.

469
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10.1 Riemann-Integral
Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.5] und [Stra, 8.1]. Um das Riemann-Integral zu

definieren, benttigen wir Folgendes: Seien S eine Menge und A C S. Wir definieren
die Indikatorfunktion (oder charakteristische Funktion) der Menge A als die Funktion

1, fallsz € A,

Xa:5 =R, Xa(z) = { 0, somnst.

Sei f: .S — R eine Funktion. Erinnerung: f heisst beschrdinkt g. d. w. es eine Konstante
C € [0, o] gibt so, dass
f@)<C,  VreSs. (10.1)

Definition 10.1 (eigentliches Riemann-Integral). (i) Ein n-dimensionaler (beschrénkter)
Quader (oder Rechtkant) ist ein Produkt der Form

R:f[[i:[1X"'XIn,
i=1

wobei Iy, ..., I, beschrinkte Intervalle sind. Diese diirfen offen, abgeschlossen
oder halb-offen sein.

(1) Wir schreiben die Linge eines Intervalls I als |I|. Wir definieren den (n-dimensionalen)
Inhalt (oder das (n-dimensionale) Volumen) eines Quaders R = [[;_, I; als

vol(R) = vol,(R) = |R| == [ [ I1Ii| = |11 -- - | L.

i=1
Sei R C R" ein Quader.

(i1i) Wir nennen ¢ : R — R eine Treppenfunktion g¢. d. w. ¢ eine endliche Linear-
kombination von Indikatorfunktionen von n-dimensionalen Quadern ist.

(iv) Sei R eine endliche Kollektion (=Menge) von Quadern, die in R enthalten sind,
und cg € R fir Q € R. Wir definieren das Riemann-Integral der Treppenfunktion

@ = Z CQXQ

QER

als

/Rgp(m)dm =) clQl (10.2)

QER
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Abbildung 10.1: Bernhard Riemann, deutscher Mathematiker, 1826—1866.

(v) Sei f: R — R eine beschrinkte Funktion. Wir definieren das untere und das
obere Riemann-Integral von f (iiber R) als

/ f(x)dx := sup {/ o(z)dz ‘ ¢ : R — R Treppenfunktion < f} , (10.3)
4L R R

7 f(z)dz := inf {/ U(x)dx ’ Y : R — R Treppenfunktion > f} . (10.4)
R R

Wir nennen f eigentlich Riemann-integrierbar (iiber R) g¢. d. w.

/ f(z)dx > / f(z)dx. (10.5)
4 R R
In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral von f (iiber R) als

/R f(x)ds = l ) f(x)dz. (10.6)

Dieses Integral ist nach Bernhard Riemann benannt, siche Abbildung 10.1.

Erkldrungen:

Zu (i): Ein Beispiel eines Quaders ist R = [0, 1]x]0,2] x [1,3[x] — 1,0[.

Zu (ii): Zum Beispiel ist das vierdimensionale Volumen von R := |0, 1]x]0,2] x
[1,3[x] —1,0[ gleich |[R| =1-2-2-1 = 4. Das Volumen eines Quaders verallgemeinert
die Begriffe Linge eines Intervalls, Oberfidche eines Rechtecks und (dreidimensionales)
Volumen eines dreidimensionalen Quaders.
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Zu (iii) und (iv): ¢ : R — R ist eine Treppenfunktion g. d. w. es eine endliche
Kollektion R von Quadern gibt, die in R enthalten sind, und es Zahlen ¢ € R fiir
@ € R gibt so, dass
p = coxo (10.7)
QER
Bemerkung: Wir schreiben R = {Rl, o ,Rk} mit R; # R, fiir j # ¢ und ¢; := cp,.

J
Dann gilt
k

k
P = ciXn, /Rﬂw)dﬂf:ZCﬂle-
j=1

j=1

Ein Vorteil der Notation (10.7) ist, dass wir dafiir keinen Index j brauchen. Sei ¢ :
R — R eine Treppenfunktion. Wir kénnen ¢ als eine endliche Linearkombination von
Indikatorfunktionen von Quadern schreiben, die eine Zerlegung von R bilden. Das folgt
unmittelbar aus dem néchsten Hilfssatz.

Hilfssatz 10.2 (Verfeinerung einer Kollektion von Quadern). Sei R C R" ein Quader
und R eine endliche Kollektion von Quadern, die in R enthalten sind. Dann gibt es eine
endliche Kollektion von Quadern R', die eine Zerlegung von R bilden, mit folgender
FEigenschaft:

Falls ein Quader Q' € R’ einen Quader Q € R schneidet, dann ist Q)" in Q enthalten.

Beweis: Im Fall n = 1 folgt diese Aussage mittels Induktion. Die allgemeine Situation
kann auf den Fall n = 1 reduziert werden.

Bemerkungen 10.3. (i) (Zerlegung) Zwei Mengen A und B heissen disjunkt g. d. w.

sich nicht schneiden, d. h., AN B = (. Eine Zerlegung (oder Partition) einer
Menge S ist eine Kollektion P nichtleerer (paarweise) disjunkter Mengen, deren
Vereinigung gleich S ist, also

s=r=J4

AeP

(ii) Wir nennen eine Kollektion R’ wie in Hilfssatz 10.2 eine Verfeinerung der Kol-
lektion R U {R}.

(iii) Im Buch [DKO04b] wird das Wort “partition” umdefiniert. In dieser neuen Defi-
nition diirfen sich die Quader auf dem Rand iiberlappen.

Beispiel 10.4. n =1, R:=] —1,3[, R := {]0,2[,]1, 3[}. Die Menge

R':={]—-1,0],]0,1],]1,2[, [2,3[}

sie
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Abbildung 10.2: Aufspalten einer Summe charakteristischer Funktionen. Der Graph
der rechten Funktion hat die Form einer Treppe. Das ist der Grund fiir den Namen
“Treppenfunktion”.

ist eine Verfeinerung der Kollektion R U {R}. Wir betrachten die Treppenfunktion

© = XJ0,2[ T X]1,3[-

Mit Hilfe der Verfeinerung R’ kénnen wir ¢ wie folgt schreiben:

© = Xj0,1] T 2X71,2] + X[2.3]; (10.8)

siehe Abbildung 10.2. Somit haben wir ¢ als eine Linearkombination von Indikator-
funktionen von Quadern @' € R’ geschrieben, die eine Zerlegung von R bilden.

Zu ((iv)): Der néchste Hilfssatz zeigt, dass das Integral einer Treppenfunktion (gege-
ben durch (10.2)) wohldefiniert ist, d. h., es hingt nicht davon ab, wie wir ¢ als eine
endliche Linearkombination charakteristischer Funktionen von Quadern schreiben. Sei-
en R und R’ endliche Kollektionen von Quadern, cq € R fiir @ € R und ¢, € R fiir
Q eR.

Hilfssatz 10.5 (Integral einer Treppenfunktion). Falls

D coxa = Y. coxa

QER Q'eR!

dann gilt
> clQl =) Gl
QeR Q'eR

Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf Hilfssatz 10.2.

Sei jetzt R ein Quader und ¢ = ZQGR coxg : R — R eine Treppenfunktion. Geméss
Hilfssatz 10.2 (Verfeinerung einer Kollektion von Quadern) gibt es eine endliche Kol-
lektion R disjunkter Quader, die in R enthalten sind, und es gibt Zahlen cf,, € R fiir

Q' € R’ so, dass
o= Z CoXQ -
Q'eR’
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Es gilt
/go(x)dx: > Q. (10.9)
R O'eR’
Das ist der (n + 1)-dimensionale Inhalt (mit Vorzeichen) zwischen der (xi,...,z,)-

Hyperebene! und dem Graphen von . Darum stimmt unsere Definition des Integrals
einer Treppenfunktion mit unserer Intuition iiberein. Im Beispiel 10.4 gilt geméss
(10.9), dass

/[03] o(x)dr =1-1]0,1]| + 2|]1,2[| + 1 - |[2, 3]]

=1-142-14+1-1
= 4.

Das ist tatsiichlich der (1 + 1)-dimensionale Inhalt? zwischen der z;-Hyperebene® und
dem Graphen von .

Zu ((v)): Das préuzisiert die Idee, dass wir das Integral erhalten, indem wir die Funktion
von oben und unten mit Treppenfunktionen anndhern.

Bemerkungen. Zum Buch [DKO04b]:

(i) In [DKO04b, Definition 6.2.3, p. 426] wird das untere/ obere Riemann-Integral
ein bisschen anders definiert, indem Zerlegungen des Quaders gebraucht werden,
worauf f definiert ist. Die Definitionen hier und im Buch sind &dquivalent. Da-
her ist der Begriff der (eigentlichen) Riemann-Integrierbarkeit hier und im Buch
dquivalent, und die Integrale stimmen miteinander {iberein. Die Definition hier
scheint mir einfacher, flexibler und brauchbarer: Die Intervalle in der Definition
diirfen offen, halb-offen oder abgeschlossen sein. Des Weiteren ist die Summe
zweier Treppenfunktionen wieder eine Treppenfunktion. Das folgt sofort aus der
Definition. Diese Eigenschaft kann gebraucht werden, um Linearitét der Integra-
tion zu beweisen.

(ii) In [DKO04b, Definition 6.4.1, p. 435] wird der Begriff einer Treppenfunktion ein
bisschen anders definiert.

Beispiel 10.6. [Integral der charakteristischen Funktion eines Dreiecks] Die Funktion

o 1, falls 2y > a9,
fiR=[0,1]x[0,1]] =R, f(z):= { 0, sonst

!'Damit meinen wir den Untervektorraum R™~! x {0} von R™.
2d. h. die Fliche
3d. h. der z1-Achse
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Abbildung 10.3: Die Treppenfunktion ¢ hat Tréger im schraffierten Gebiet.

ist eigentlich Riemann-Integrierbar mit Integral = % Beweis: Sei k € N. Wir definieren

k—1
=D N [od B R
j=1

siche die Abbildung 10.3. Das ist eine Treppenfunktion, die < f ist. (Uberpriifen Sie

das!) Darum gilt
(x)dzx < f(x)d
/ap x)dx / x)dx

Die linke Seite ist gleich

-1

>>'

kk—1)1 1 1

L
lkk 2 k2 2 2k

<.
Il

Da k beliebig ist, folgt daraus, dass

/Rf(x)d:c > %

Ein dhnliches Argument zeigt, dass

%2 /Rf(ai)dx, also Z r)dz >/ f(z

Daraus folgt, dass f eigentlich Riemann-integrierbar ist mit

|REZEE

Beispiel 10.7. [nicht-Riemann-integrierbare Funktion| Die Funktion xqnpq) @ R =
[0,1] = Rist beschréinkt, aber nicht Riemann-integrierbar. Dieses Beispiel wurde schon
in Analysis 1 in Ubungsserie 11 behandelt. (Siehe auch [Stra, Beispiel 6.2.2. ii), S. 134].)
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10.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Dieser Abschnitt entspricht [Stra, 8.1]. Seien R C R" ein Quader und f : R — R eine
beschrinkte Funktion. Die folgende Proposition fasst einige grundlegende Eigenschaf-
ten des (unteren und oberen) Riemann-Integrals zusammen.

Proposition 10.8 (Riemann-Integration). (i) (unteres und oberes Integral) Es gilt
/ flx)dx < / f(z)dz. (10.10)
4 R R

(ii) (Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit) f ist Riemann-integrierbar g. d. w. es
fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen p,1 : R — R gibt so, dass

< f<9, (10.11)
Jptb(@)de — [po(z)de < c. (10.12)

(111) (Treppenfunktion integrierbar) Jede Treppenfunktion f = ¢ ist Riemann-integrierbar.
Ihr Riemann-Integral stimmt mit dem Integral in Definition 10.1(iv) iberein.

() (stetige Funktion Riemann-integrierbar) Falls R abgeschlossen (und beschrinkt)
ist und f stetig, dann ist f Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f,g: R — R Riemann-integrierbare Funktionen und c € R.

(v) (Monotonie) Falls f < g, dann gilt
/f(x)dxg/g(x)dx. (10.13)
R R
(vi) (Linearitat) cf und f + g sind Riemann-integrierbar und
/cf(x)d:p = c/ f(z)dz, (10.14)
R R
/(f+g)($)dx=/f(x)d:v—i—/g(m)dx. (10.15)
R R R

(vii) Das Produkt zweier Riemann-integrierbarer Funktionen ist Riemann-integrierbar.

(viti) (Minimum, Mazximum, Absolutbetrag) min{ f, g}, max{f, g} und|f| sind Riemann-
integrierbar, und es gilt
/ fdx
R

< /Ryf\dx. (10.16)
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Beweis: (i) folgt mit Hilfe von Hilfssatz 10.2.
(ii) folgt aus der Definition von Riemann-Integrierbarkeit.

(iii) folgt aus der Definition des Riemann-Integrals, indem wir die Treppenfunktion
f = ¢ betrachten, und aus (i).

(iv): [Stra, Satz 8.1.1, S. 197]
((v),(vi),(vil),(viii)): [DKO4b, Theorem 6.2.8, p. 428

Bemerkungen. [Riemann-Integration]

e (i) impliziert, dass f genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn in (10.5) Gleich-
heit gilt, d. h.fRf(x)da: = [pf(x)dx

e Aussagen ((iii),(iv),(vi)) liefern viele Beispiele fiir Riemann-integrierbare Funk-
tionen. Zum Beispiel ist

x, fiir x < 0,
fiR=[LU=R, f@={" , I

Riemann-integrierbar. Um das einzusehen, definieren wir
g,h: R—=R, g = 2X[0,1] h(z) = x.

g ist eine Treppenfunktion und darum geméss (iii) Riemann-integrierbar. h ist
ein Polynom, daher stetig und darum geméss (iv) Riemann-integrierbar. Es gilt
f = g+ h, daher ist f eine Linearkombination von ¢ und h und darum geméss
(vi) Riemann-integrierbar. Es gilt

/R o)z = / g(z)dz + /R hz)dr  (gemiss (vi))

1

72
=2-1[0,1 —
10, 1]+ 5 .
(Definition des Integrals einer Treppenfunktion und Analysis 1)
=2.

Beispiel 10.9. [Quadrat ohne Dreieck] Wir definieren
Ri=]=12x] - 1,2 A={re[0,1]x[0,1]|z; 22}, §:=R\A,

siehe Abbildung 10.4. xg ist eine Treppenfunktion und daher geméiss Proposition
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2

U6

Abbildung 10.4: Die Menge S := R\ A.

10.8((iii)) Riemann-integrierbar mit Integral = |R| = 9. Gemiss Beispiel 10.6 ist xa
Riemann-integrierbar mit Integral % Es gilt

XS = XR — XA-

Gemiiss Proposition 10.8((vi)) (Linearitét) gilt darum

1 17
/Xde:/XRdEU—/XACﬁU:Q——:—.
R R R 2 2

Beispiel 10.10. [integrierbare Funktion| Die Funktion
fiR:=1[0,2n] x [0,1] = R, f(z):=sin(z; + ™),

ist stetig und daher geméss Proposition 10.8((iv) Riemann-integrierbar. Es gilt

/R f(@)da

< / |f(x)|dx (geméss Proposition 10.8(viii))
R

< / ldz (gemiss Proposition 10.8(v))
R

= |R| = 2m,
also | [, f(z)dz| < 2.

Problem. Finde den genauen Wert des Integrals fRf(x)dx.

Wir werden dieses Problem im Beispiel 10.12 mit Hilfe des Satzes von Fubini 16sen.
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10.3 Satz von Fubini, wiederholte Integration,
Vertauschen der Integrationsreihenfolge

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.5] und [Stra, 8.2]. Der Satz von Fubini besagt,
dass das mehrdimensionale Integral einer integrierbaren Funktion gleich einem zwei-
fachen Integral in tieferen Dimensionen ist. Damit kénnen wir ein mehrdimensionales
Integral als ein wiederholtes eindimensionales Integral schreiben. Das ist ein wichtiges
Werkzeug zur Berechnung von Integralen. Seien ) C R™ und R C R" Quader und

f:QxR—R

Satz 10.11 (Satz von Fubini, wiederholte Integration). Wir nehmen an, dass f Riemann-
integrierbar ist. Dann sind die Funktionen

R> zHiQf(y,z)dyE R, (10.17)
R>zv [of(y,2)dy € R (10.18)

Riemann-integrierbar, und

QXRf(:C)dx:/RZQf(y,z)dydz:L]Qf(y,z)dydz. (10.19)

Beweis: [DK04b, Theorem 6.4.2, p. 436]

Dieser Satz ist nach Guido Fubini benannt, siche Abbildung 10.5. Abbildung 10.6
verdeutlicht den Satz.

Bemerkung. [Satz von Fubini, wiederholte Integration] Im Allgemeinen kénnen wir
J und [ nicht durch [ ersetzen. Beispiel:

Q = [07 1]7 R = [07 1]7 f ‘= X(Qn[0,1]) x{0}-

f ist Riemann-integrierbar (iiber @ x R), aber fiir z = 0 ist die Funktion f(-,2): Q —
R nicht Riemann-integrierbar. (Siehe Analysis 1, Ubungsserie 11.) Daher ergibt das
Integral fQ f(y,0)dy keinen Sinn.

Beispiel 10.12. [Satz von Fubini, wiederholte Integration] Wir definieren
Q:=[0,27], R:=[0,1], f:QxR—=R, f(y,z):=sin(y+ €*).

Gemiiss Beispiel 10.10 ist f Riemann-integrierbar. Ein dhnliches Argument zeigt, dass
f(-, 2) fur jedes z € R Riemann-integrierbar ist. Fiir jedes z € [0, 1] gilt

2

2T
/ sin(y + €*)dy = — cos(y + €*) }y:O
0

=0 (da cos 2m-periodisch ist).
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=

R

Tl
SRR

Abbildung 10.6: Im wiederholten In-
tegral fRfo(y,z) dydz integrieren
Abbildung 10.5: Guido Fubini, italieni-  wir zuerst in horizontale Richtung
scher Mathematiker, 1879-1943. und dann in vertikale Richtung. Der
Satz von Fubini besagt, dass das

Joxr f(z) dz ergibt.

Gemiiss Satz 10.11 gilt darum, dass

1 2m
fdx = / (/ sin(y + ez)dy) dz = 0.
QxR 0 0

Korollar 10.13 (Vertauschen der Integrationsreihenfolge). Falls Q und R abgeschlos-
sen und f stetig sind, dann sind die Funktionen z fQ fly,2)dy undy — [, f(y,2)dz
Riemann-integrierbar, und

/ (/ f(y,z)dy) dz = f(x)dx (10.20)
R Q QxR

:/Q(/Rf(y,z)dz) dy. (10.21)

Beweis: Das folgt aus Satz 10.11.

Bemerkung. Gemiss Proposition 10.8(iv) (stetige Funktion Riemann-integrierbar)
sind die Integrale foRf(ar)da:, fQ f(y,z)dy und [, f(y, z)dz wohldefiniert (fiir alle
z € R und y € R). Die Aussage des Korollars 10.13 ist darum sinnvoll.

Bemerkung. Unter den Annahmen von Korollar 10.13 sind die Funktionen z
J. of (y,z)dy und y — [, f(y, z)dz sogar stetig und darum Riemann-integrierbar wegen
Proposition 10.8(iv).



10.3. SATZ VON FUBINI, WIEDERHOLTE INTEGRATION 481

Beispiel 10.14. Problem: Berechne

/027r (/01 sin(y + ez)dz> dy!

Losung: Geméss Korollar 10.13 und Beispiel 10.10 ist dieses Integral gleich

/01 (/0% sin(y + ez)dy> dz = 0.

Bemerkung. Sei a; < b; € R, fiiri =1,...,n, und
fiR:=la1,b1] X -+ X [an,b,] = R

eine stetige Funktion. Geméss Satz 10.11 (Fubini) gilt

/Rf(x)dx . /b </:1f(x1,...,xn)dx1> e da,,

Beispiel 10.15. Fiir

f:R:=[0,1° =R, f(x):=x273

1 1 pl
/f(x)dx:/ / / T1X9T3 dxy drg dxs
R o Jo Jo
1 1 1 1 t2
= —/ / Tox3 dry dxs (da/ tdt = —
2)o Jo 0 2
1 1
/ l‘3de‘3

4 Jy
1
g

gilt

1

t=0 2

Achtung: f braucht nicht Riemann-integrierbar zu sein, falls die wiederholten Inte-
grale existieren. Falls sie existieren, brauchen die wiederholten Integrale auch nicht
gleich zu sein, falls f nicht Riemann-integrierbar ist:

Beispiel 10.16. [wiederholte Integrale sind verschieden] Wir betrachten

-2

. Jy falls © < y,
f ]Oa 1[X]07 1[_) [R7 f(ﬂf,y) T { —[L'_Q, sonst.
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Fiir jedes y €]0,1[ ist f(-,y) :]0,1[— R Riemann-integrierbar, weil diese Funktion
beschrénkt ist und ihre Einschrénkungen auf |0, y[ und [y, 1] stetig sind. Es gilt

9(y) = /01 (2,y)dz

Y 1
:/ y_zd:r—/ r2dx
0 y

=2 -1
=y yto ‘:v:y
=y 141 —y! = 1.

Daher ist g iiber ]0, 1| Riemann-integrierbar, mit

KAVmwmwzllwwzx

Indem wir die Rollen von z und y vertauschen und die Gleichheit f(z,y) = —f(y,x)
(fiir © # y) verwenden, folgt daraus, dass

Kévmw@w=4¢1aflvmwmw

Die wiederholten Integrale sind also verschieden.
Die Funktion f ist nicht Riemann-integrierbar, da sie nicht beschrénkt ist. Daher wi-

derspricht dieses Beispiel dem Satz 10.11 (Fubini) nicht.

Idee des Beweises des Satzes 10.11 (Fubini): Heuristisch sind dz, dy, dz die Vo-
lumen unendlich kleiner Quader Sy, Qo, Ry, wobei So = Q¢ X Ry. Daraus folgt intuitiv,
dass dx = dydz und darum, dass

f(z)dr = Z f(x)dx

QxR TEQXR
Y (Z fly.2) dy> dz
z€ER \yeQ

:/R</Qf(y,z)dy> dz.

10.4 Jordan-Mass

Dieser Abschnitt entspricht [Blad6b, 4.1] und [Stra, 8.3]. Mit dem eindimensionalen
Inhalt einer Kurve meinen wir ihre Lénge, mit dem zweidimensionalen Inhalt einer
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Fléche ihren Flacheninhalt und mit dem dreidimensionalen Inhalt eines dreidimen-
sionalen Korpers sein Volumen. Das Jordan-Mass verallgemeinert diesen Begriff eines
Inhalts auf beliebige Dimensionen. Um es zu definieren, benétigen wir Folgendes: Seien
SCR*und f: 5 = R.

Definition 10.17. Wir nennen f (eigentlich) Riemann-integrierbar (iiber S) g. d. w. es
einen Quader R gibt so, dass f =0 auf S\ R und die Funktion

f(x), fallsz €S,

0, sonst (10.22)

F:R—R, F(x) ::{
(eigentlich) Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral
von f (iber S) als
/f(x)da: = / F(x)dx. (10.23)
S R

Bemerkungen. e Die rechte Seite von (10.23) héngt nicht von der Wahl von R
ab. (Uberpriifen Sie das!) Daher ist [, f(x)dz wohldefiniert.

e Falls f : S — R Riemann-integrierbar ist, dann sind f und f~'(R\ {0}) be-
schrénkt.

e Fiir S = R" wird in [DKO04b] eine Funktion f wie in Definition 10.17 Riemann-
integrierbar mit kompaktem Trager (Riemann integrable with compact support)
genannt.

Fiir ¢ € R und S C R"™ schreiben wir die Funktion auf S, die konstant gleich c ist, als

cs S =R, cs(x) :==c.

Definition 10.18 (Jordan-Mass). Eine Teilmenge S C R™ heisst Jordan-messbar
(oder Jordan-Bereich) g. d. w. 1g Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definieren
wir thr Jordan-Mass (oder ihren Jordan-Inhalt) als

vol(S) := vol,(S) = |5] := /S ldx

(wie in Definition 10.17).

Dieser Begriff ist nach Camille Jordan benannt, siche Abbildung 10.7.
Bemerkung. Jede Jordan-messbare Menge ist beschrénkt.

Beispiel 10.19. [Quader Jordan-messbar| Jeder Quader in R" ist Jordan-messbar mit
Jordan-Mass gleich seinem Volumen. (Siehe Definition 10.1(i).) Das folgt unmittelbar
aus der Definition.
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Abbildung 10.7: Camille Jordan, franzosischer Mathematiker, 1838—-1922.

Beispiel 10.20. [Dreieck Jordan-messbar| Die Menge
={z€[0,1] x [0,1] |21 > x5}

ist Jordan-messbar mit

1
S| = =.
S1=
Das folgt aus Beispiel 10.6.

Beispiel 10.21. [nicht-Jordan-messbare Menge|] Die Menge S := Q" N [0, 1]" ist be-
schrénkt, aber nicht Jordan-messbar. (Warum?)

Bemerkung 10.22. [Riemann-Integral iiber Jordan-messbare Menge| Eine Riemann-
integrierbare Funktion ist Riemann-integrierbar iiber jede Jordan-messbare Menge:
Seien Sy € R™, f : Sy — R Riemann-integrierbar (iiber Sp) und S C Sy Jordan-
messbar. Dann ist die Einschrankung f|s Riemann-integrierbar iiber S. Das folgt aus
Proposition 10.8(vii), der Gleichheit fxs = (fxs,)Xxs und der Tatsache, dass fxg, und
Xs Riemann-integrierbar sind iiber jeden Quader R, der f~'(R\ {0}) und S enthiilt.

—=n

Beispiel 10.23. [Integral iiber Jordan-messbare Menge] Der Ball B" = B, (0) ist
Jordan-messbar. (Das folgt aus der Tatsache, dass der Rand von B" ecine kompakte

glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 < n ist. Siehe [DK04b, Theorem
6.3.2, p. 430, Theorem 6.3.8, p. 434].) Da die Funktion

f-L1" =R, f(z):=u,

stetig ist, ist f gemdss Proposition 10.8(iv) Riemann-integrierbar. Daher folgt aus
Bemerkung 10.22, dass f iiber B Riemann-integrierbar ist.

Frage. Was ist das Integral?
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Antwort: B ist symmetrisch beziiglich Spiegelung an der (352, e ,xn)—Hyperebene.
Des Weiteren ist f antisymmetrisch beziiglich dieser Spiegelung. Darum verschwindet
das Integral

/ T1XB" (xl,z)dl’l
[_171]

fir jedes z = (z9,...,x,). Geméss Satz 10.11 (Fubini) folgt daraus, dass

/ 1 dr = / / rixgr (21, 2)dzy dz
B" 1,171 J[-1,1]
=0.

10.5 Substitutionsregel, Integral einer
drehinvarianten Funktion,
Transformationssatz fiir das Volumen

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 4.5, 5.4] und [Stra, 8.5]. Um das Integral einer
Funktion auf R™ zu berechnen, ist es manchmal praktisch, andere Koordinaten als die
Standardkoordinaten zu verwenden. Die Substitutionsregel fiir Integrale besagt, dass
das Integral einer Funktion berechnet werden kann, indem die Funktion in den neuen
Koordinaten ausgedriickt, mit dem Betrag der Jacobi-Determinante 4 multipliziert und
integriert wird. Wir werden folgende Anwendungen der Substitutionsregel behandeln:

e cine Formel fiir das Integral einer drehinvarianten Funktion zweier Verénderlicher,

e Transformationssatz = eine Formel fiir das Volumen des Bildes einer Menge unter
einem C!-Diffeomorphismus.

Substitutionsregel

Erinnerung an Analysis 1:

Proposition 10.24 (Substitutionsregel fiir ein eindimensionales Integral). Seien a <
b, U : [a,b] — R stetig differenzierbar und f : V([a,b]) — R stetig. Dann gilt

W (b) b
/ f()de = / (f 0 U(y) T (y)dy. (10.24)

¥ (a)

Beweis: [Stra, Satz 6.1.5, S. 122]

4Das ist die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation.
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Abbildung 10.8: Die Substitutionsregel.

Bemerkung. Der Beweis beruht auf der Kettenregel und dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung.

Diese Formel ist niitzlich, um eindimensionale Integrale zu berechnen. Folgender Satz
liefert eine Verallgemeinerung der Formel auf héhere Dimensionen.

Satz 10.25 (Substitutionsregel fiir ein mehrdimensionales Integral). Seien U,V C R™

offen, ¥ : V.= U ein C*'-Diffeomorphismus, S C R"™ eine beschrinkte Teilmenge so,
dass S CU 5, und f : S — R. Dann gilt:

(i) f ist Riemann-integrierbar (iber S) g. d. w.
(foW)|det DU|: U~1(S) —» R
Riemann-integrierbar ist.

(i1) In diesem Fall gilt, dass

/Sf(x)dx = [III(S)(f o W)(y)| det DU (y)| dy. (10.25)

Beweis: [Stra, Satz 8.5.2, S. 215]
Fiir die Beweisidee siehe S. 493.
Abbildung 10.8 verdeutlicht Satz 10.25.

%S bezeichnet den Abschluss von S, siche Definition 4.19.
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Bemerkung. Satz 10.25 impliziert 10.24, falls W eine stetig differenzierbare Funktion
einer Verinderlichen ist, deren Ableitung iiberall (strikt) positiv oder negativ ist. Im
negativen Fall gilt U(a) > W(b) und daher fiir die linke Seite von (10.24):

/j(b) f(z)dx = — /\P(a) f(z)dx

(a) W (b)

= — x)dx
/s;[\p(b),qf(a)} /@)

= _/ (f o W)(y)| det DU (y)|dy (wegen Satz 10.25)
U=1(S)=[a,b]

- [(Fonwve)ay

Daher gilt (10.24). Das ist der Grund fiir den Betrag in (10.25).

Beispiel 10.26. [affine Transformation] Wir nehmen an, dass ¥ affin ist. Dann gibt
es einen linearen Isomorphismus 7" : R — R” und einen Vektor v € R" so, dass

U(y) =Ty + v.

Wir schreiben
S—vi={z—v|zeS}

fiir die um —v verschobene Menge S. Das Urbild von S unter ¥ ist gegeben durch
U HS) =TS — ).

Die Gleichheit (10.25) besagt daher, dass
/f(x)dx = | det T| / f(Ty +v)dy. (10.26)
S T-1(S—v)

Darum unterscheiden sich das “naive Integral von f beziiglich 7 vom Integral |, ¢ f(x)dw
um den Korrekturfaktor | det T’. Wir fixieren jetzt einen Quader R C R™ und betrach-
ten den Fall, dass v = 0, S = ¥(R) und f = xg. Dann gilt 77'(S —v) = R. Gleichheit
(10.26) besagt daher, dass

IT(R)| = |det T||R|. (10.27)

Im Fall Ty = cy mit ¢ € R\ {0} (zentrische Streckung) folgt das aus der Definition des
Volumens. Wir betrachten den Fall n = 2 und

T = ( (1) ‘13 > (10.28)
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—

Abbildung 10.9: Die Abbildung T, eine Scherung. Hier sind R :=[0,1] x [0,1], ¢ = %,
e1 :=(1,0), e5 := (0, 1).

wobei ¢ € R, siche Abbildung 10.9.

Es gilt, dass |T'(R)| = |R|. Das folgt, indem wir auf der rechten Seite des Parallelo-
gramms T'(R) ein Dreieck abschneiden und dieses auf der linken Seite wieder einfiigen.
Dadurch erhalten wir wieder das Rechteck R. (Dabei nehmen wir an, dass R die Form
I} x I besitzt, wobei Iy, I Intervalle sind und I; halb-offen ist.) Das beweist (10.27),
falls T durch (10.28) gegeben ist.

Integral einer drehinvarianten Funktion

Als Anwendung des Satzes 10.25 erhalten wir eine Formel fiir das Integral einer drehin-
varianten Funktion. Seien 7o > 0 und f : [0,79] — R eine stetige Funktion. Wir defi-
nieren

f:Bo =R, flz) = f(|l).

Bemerkung. Wir definieren

—2
R := [~79,70] X [=70,70]; F:R—R, F(z):= { £($)> izllllsstx € B,

Die Funktion F' ist Riemann-integrierbar. (Das folgt aus der Tatsache, dass der Rand

von Fio eine kompakte glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension n—1 < n ist. Siehe
[DK04b, Theorem 6.3.2, p. 430, Theorem 6.3.8, p. 434].) Geméss Definition 10.17 ist
f daher Riemann-integrierbar und

B f(x)dx:/RF(:p)d:v.

B,

Korollar 10.27 (Integral einer drehinvarianten Funktion). Es gilt, dass

i , S)ie =2 | Foyar (10.29)
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\Ar—]- L
Abbildung 10.10: Polarkoordinaten und die Mengen gg und S..
Beweis des Korollars 10.27: Wir definieren
U:=R\ (] —00,0] x {0}), V :=]0,00[x] —m,7]

und betrachten die Polarkoordinatenabbildung

U:V U, U(r, p) ::(TCOS(‘D).

rsin

(Siehe Abbildung 10.10.) Diese Abbildung ist eine glatte Bijektion. (Uberpriifen Sie,
dass die Abbildung bijektiv ist!) Gemiéss der Formel (9.6) in Beispiel 9.9 gilt, dass

det DU (r, p) = 1.

Gemaéss dem Umkehrsatz 9.6 ist W daher ein glatter Diffeomorphismus. Fiir jedes ¢ > 0
schreiben wir

Sg = [€7T0] X [—7T+8,7T—€:|, SE = \11(56)7
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siehe Abbildung 10.10. Die Abbildung fxs. ist Riemann-integrierbar. Geméss Satz
10.25 (Substitutionsregel) und Satz 10.11 (Fubini) gilt darum, dass

[ ftayia - / (f 0 U)(y)| det DU ()| dy

1(Se)

/ / rcosgp,rsmg@)r dr dp
7r+z—: €

/ r)rdrde
w+e Je

= (21 — 2¢) / Flr)rdr.
Indem wir den Grenzwert ¢ — 0 nehmen, folgt daraus (10.29). Uberpriifen Sie:
f(x)dx — / f(z)dz, fallse —0
S. B’

Das beweist Korollar 10.27. O

Beispiel 10.28. Korollar 10.27 impliziert, dass fiir jedes a > 0 gilt, dass

1 1

2 2

/ H:L‘Hadl'—Qﬂ'/ Pl gy = 2T pat? -
EZ 0 a+2 r=0 a,+2

Fiir a = 0 erhalten wir 7, den Flacheninhalt von B

Beispiel 10.29. [Integral der gaufischen Glockenkurve] Wir betrachten die gaufsche
Glockenkurve

fiR=R, f(t):=e",

siehe Abbildung 6.6. Nach Beispiel 6.70 ist diese Funktion uneigentlich Riemann-
integrierbar (wie in Definition 6.68) mit

/ e dx < 3.

Um dieses Problem zu l6sen, definieren wir

Problem: Berechne [, f(z)dz.

F:R*=>R, F(z):=e ol
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Abbildung 10.11: Die Bille und Quadrate sind wie abgebildet ineinander enthalten.

Sei a > 0. Diese Funktion ist stetig und daher geméss Proposition 10.8(iv) iiber R, :=
[—a, a]* Riemann-integrierbar. Geméss Satz 10.11 (Fubini) gilt darum, dass

/ F(:c)da::/ / e e dry dr,
R —a J —a
:/ e (/ e_x%dm) dxo

—a

_ ( /_ ' f(t)dt)2. (10.30)

a

Sei 1o > 0. Gemiiss Korollar 10.27 gilt, dass

To
/ F(z)dz = 27r/ e rdr = —me . —me™" + . (10.31)
., ]

B

Das konvergiert fiir 7o — oo gegen 7. Der Ball Efo ist im Quadrat R,—,, enthalten. Des
Weiteren ist das Quadrat R, im Ball FZ(/):\/ia enthalten, sieche Abbildung 10.11. Daraus
folgt, dass [, F(z)dx fiir @ — oo gegen denselben Grenzwert wie (10.31) konvergiert.
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(Uberlegen Sie sich das!) Indem wir das mit (10.30) kombinieren, folgt, dass

Das lost das obige Problem.

Bemerkungen. (i) Die gauBsche Glockenkurve spielt eine wichtige Rolle in der
Stochastik, wo sie als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung
auftritt.

(ii) Es gibt keine “Formel” fiir die Funktion F(a) := [*_ e~ dt. Dennoch waren wir
im Stande, das Integral iiber ganz R zu berechnen. Das ist ein eindimensionales
Integral, aber in unserer Berechnung haben wir ein zweidimensionales Integral
verwendet. Das zeigt, dass mehrdimensionale Integration auch fiir die Berechnung
gewisser eindimensionaler Integrale niitzlich ist.

Transformationssatz fiir das Volumen

Als Anwendung des Satzes 10.25 (Substitutionsregel) erhalten wir folgendes Korollar.

Korollar 10.30 (Transformationssatz fiir das Volumen). Seien U,V C R" offen, ¥ :
V — U ein C'-Diffeomorphismus und A eine Jordan-messbare Menge so, dass A C V.
Dann ist W(A) Jordan-messbar mit

W (A)| = /A | det(DW(y))|dy. (10.32)

Beweis: Jordan-Messbarkeit: [Stra, Satz 8.5.1, p. 212]

Die Formel (10.32) folgt aus Satz 10.25(ii) mit S := ¥(A) und f =1. O
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Abbildung 10.12: Wirkung von ¥ auf den infinitesimalen Quader Q.

10.5.1 Beweisidee fiir die Substitutionsregel

Die Idee des Beweises des Satzes 10.25 ist die folgende. Sei ® : R® — R" ein affiner
Isomorphismus, d. h., es gibt einen linearen Isomorphismus® 7" : R® — R™ und einen
Vektor v € R™ so, dass ®(x) = T'(x) + v, fiir jedes z € R". Sei R C R" ein Quader.
Mittels eines Arguments wie in Beispiel 10.26 und linearer Algebra folgt, dass

|®(R)| = |det T'|| R. (10.33)
Sei jetzt ¥ ein C''-Diffeomorphismus und y, € R™®. Wir definieren
P, : R* — R", D, (y) := DY (yo)(y — vo) + ¥(vo)- (10.34)

Das ist die beste affine Naherung von ¥ um y,. (Vergleiche mit (8.9).) Heuristisch
bildet ¥ einen infinitesimalen” Quader @ mit Mittelpunkt y, auf das infinitesimale
Parallelepiped ¥ (Q) = ®,,(Q) ab, siehe Abbildung 10.12. Wir schreiben dy, dz fiir die
Volumen von @, ¥(Q) = ®,,(Q). (Falls wir dy* fiir die Linge der i-ten Seite von Q
schreiben, dann gilt, dass dy = dy' - - - dy™.) Gemiiss (10.34,10.33) gilt heuristisch

dr = |®,,(Q)| = | det D (y,)| dy.

Heuristisch folgt daraus, dass

[ rde =3 flas

= f(U(yo))| det DU(yo)|dy  (z0 = U (yo))

:/(foq/)\detmfydy,

6d. h. eine bijektive lineare Abbildung
7d. h. “unendlich kleinen”
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also die im Satz 10.25 (Substitutionsregel) behauptete Gleichheit (10.25).



Kapitel 11

Die Sitze von Green, Stokes und
Gaufl, Anwendungen in der

Elektrodynamik

Dieses Kapitel entspricht [Bla96b, 6.2, 6.3, 6.4] und [Stra, 8.4, 8.6, 8.7, 8.8]. Ein Vektor-
feld ist eine Abbildung X von einer Teilmenge von R™ nach R". In der Physik spielt X
die Rolle einer vektorwertigen Grosse, zum Beispiel des Geschwindigkeitsvektorfeldes
einer Fliissigkeit oder des elektrischen Feldes. Die Sétze von Green, Stokes und Gaufl
besagen, dass das Integral einer gewissen Art von Ableitung eines Vektorfeldes iiber
ein Gebiet gleich einer Art Integral des Vektorfeldes iiber den Rand des Gebietes ist.
Im Fall von Green ist das Gebiet eine offene Teilmenge von R2, fiir Stokes ist es eine
Fliche in R3, und fiir Gauf ist es eine offene Teilmenge von R™.

Die drei Sétze (Green, Stokes und Gauf}) spielen eine wichtige Rolle in der Physik. Sie
werden in der Stromungslehre und Elektrodynamik angewandt. Der Satz von Stokes
wird zum Beispiel verwendet, um das faradaysche Induktionsgesetz aus einer der vier
Maxwellgleichungen herzuleiten. Der Satz von Gaufl wird verwendet, um das gaufische
Gesetz der Elektrostatik aus einer anderen Maxwellgleichung herzuleiten. (Siehe die
Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen.)

Die drei Sétze verallgemeinern den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung. Dieser besagt, dass das Integral der Ableitung einer stetig differenzierbaren
Funktion einer reellen Verdnderlichen gleich dem Unterschied der Werte der Funktion
in den Endpunkten des Intervalls ist.

Der Satz von Green ist der Spezialfall des Satzes von Stokes, in dem die Fléche eine
Teilmenge von R? ist.
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11.1 Kurvenintegral, Orientierung einer Kurve,
C*-Gebiet

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 6.3]. Der Satz von Green besagt, dass das Integral
der Rotation eines Vektorfeldes iiber ein C'*-Gebiet in der Ebene gleich dem Kurvenin-
tegral des Vektorfeldes iiber den positiv orientierten Rand des Gebietes ist. In diesem
Abschnitt definieren wir diese Begriffe. Die Definition des Kurvenintegrals beruht auf
folgender Definition und Proposition. Seien n € Ny und £ € NU {oo}.

Definition. Eine (eingebettete) C*-Kurve in R" ist eine C*-Untermannigfaltigkeit des
R™ der Dimension 1.

Sei C' C R" eine kompakte! C'-Kurve.

Lemma 11.1 (Kurvenintegral einer Funktion). Es gilt:

(1) Es gibt ein ¢ € Ny und fir jedes j = 1,...,¢ ein kompaktes Intervall I; positiver
Linge und eine Immersion x; € C*(I;,R") so, dass

und so, dass die Abbildung

U} x It ;5 (. t) = a5(t) € C

J

injektiv ist. (Dabet bezeichnet Int I; das Innere von I;, siehe Definition 4.12.)

Seien jetzt f: C — R eine stetige Funktion und ¢ und (1;,2;)j=1
Wir definieren

¢ wie in (1).

-----

I(f5vay)) =3 [ Foai@lisoldr (1L1)

(it) Die Zahl I(f,(I;,x;);) hingt nicht von (I;,x;); ab.

Bemerkung. Die Ableitung von z; ist auf dem ganzen Intervall /; definiert, auch in
den Randpunkten. Daher ergibt die Bedingung, dass x; eine Immersion ist, Sinn.

LGemiss Definition 4.30 bedeutet das, dass C' abgeschlossen und beschrankt ist.
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Beweis des Lemmas 11.1: (i) folgt aus der Klassifikation der eindimensionalen C*-
Untermannigfaltigkeiten, welche besagt, dass jede weg-zusammenhéngende eindimen-
sionale C*-Untermannigfaltigkeit von R® C*-diffeomorph? zur Geraden R oder zum
Kreis St ist.

(i) folgt aus der Tatsache, dass der Ausdruck I(f, (I}, z;);) gleich dem Integral iiber
die Untermannigfaltigkeit C' ist. Siehe Definition 11.26 und Korollar 11.29.

Definition 11.2 (Kurvenintegral einer Funktion). Sei f : C'— R eine stetige Funkti-
on. Wir definieren das (Kurven-)Integral von f iiber C' als

/Cde = I(f, (Ij,Ij)j), (112)

wobei (I;,x;); wie in Lemma 11.1(i) ist und I(f, (I;,2;);) durch (11.1) gegeben ist.

Bemerkungen. [Kurvenintegral]

e Geméss Lemma 11.1(i) gibt es tatséchlich eine solche Kollektion (1, z;); von Pa-
rametrisierungen. Geméss Lemma 11.1(ii) hdngt die rechte Seite von (11.2) nicht
von der Wahl von (I}, z;); ab. Daher ist das Kurvenintegral [, f ds wohldefiniert.

e Wir konnen das Kurvenintegral wie folgt heuristisch interpretieren. Sei to € I;.
Wir definieren

U, :R— R", Wy (1) := z;(to)(t — to) + x;(to).

Das ist die beste affine Ndherung von z; um ty. (Vergleiche mit (8.9).) Fiir jedes
Intervall J gilt:
Lange von W, (J) = ||z;(to)|||/]. (11.3)

Heuristisch bildet z; ein infinitesimales® Intervall J mit Mittelpunkt ¢, auf die
infinitesimale Strecke z;(J) = W, (J) ab. Wir schreiben dt, ds fiir die Léngen
von J, x;(J) = Wy, (J).

Heuristisch ist ds die Lénge des Bildes unter z; eines infinitesimalen Zeitintervalls
der Lange dt. Gemaéss (11.3) gilt

ds = [#;(to)lldt, (11.4)

siehe Abbildung 11.1.

2Zwei Untermannigfaltigkeiten heissen C*-diffeomorph, falls es einen C*-Diffeomorphismus zwi-
schen ihnen gibt, d. h. eine bijektive C*-Abbildung deren Umkehrung ebenfalls C* ist.
3d. h. “unendlich kleines”
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Abbildung 11.1: Die infinitesimale Bogenldnge ds.

Das Kurvenintegral von f ist gegeben durch
/ fds= Z/f o xj||d;| dt (geméss der Definition (11.2))
C .
J
=3 ) flaito)lla;(to)lldt (heuristisch)
J to
= Z f(zo)ds (heuristisch geméss (11.4) mit xy = x;(to)),

roeC

und das ist intuitiv gleich dem Flécheninhalt (mit Vorzeichen) der Fléche, die
durch C x {0} € R*™! und den Graphen von f aufgespannt wird.

e Fiir f =1 nennen wir

0C) = /C 1ds

die (Bogen-)Ldnge von C. Das stimmt mit unserer Intuition tiberein, dass die
Bogenldnge die Summe der Langen der “infinitesimalen Bogen” ist, woraus C'
besteht.

Beispiel 11.3. [Kurvenintegral einer Funktion] Wir betrachten
C:=95" feC(S,R).
Es gilt
27

fds= f(cost,sint) dt.
st 0

Um das zu sehen, definieren wir

(=1, I,:=[0,2n], x1:1 = R z1(t) := (cost,sint).
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Es gilt, dass

i1 = (—sint,cost), || = \/(— sint)? + cos?t = 1.

Insbesondere erhalten wir fiir die Bogenlénge des Einheitskreises

2w
0(SY :/ 1ds:/ dt = 2.
St 0
Ein anderes Beispiel ist*

2w
/51 rtds = /0 cos(t) = sint|?T, = 0.

Das folgt auch aus einem Symmetrie-Argument. (Wie?)

Sei C' C R™ eine C''-Kurve.

Definition 11.4 (Einheitstangentialvektorfeld). Ein Einheitstangentialvektorfeld lings
C' (oder eine Orientierung von C') ist eine stetige Abbildung T : C' — R"™ so, dass

T(x) e T,C, |T(z)|| =1, VzeCl.
Beispiel 11.5. [Orientierungen des Kreises| Die Abbildungen
T:S'" =R T(x):=(—x9,11),
und —7" sind Orientierungen des Kreises.

Bemerkung. Falls C' eine wegzusammenhiingende C'-Kurve ist, dann gibt es genau
zwei Orientierungen auf C' (T und —7'). Grund: Falls 7" und 7' Orientierungen sind,

dann gilt T'- T : C' — {£1}. Diese Abbildung ist stetig. Da C' wegzusammenhéngend

ist, folgt daraus, dass das Bild von T'-T" wegzusammenhéngend ist. Daraus folgt, dass
T-T =1 oder —1 und darum, dass T'=T oder T'= —T..

Sei T eine Orientierung von C'. Ein stetiges Vektorfeld lings C' ist eine stetige Abbildung
X : C'—= R Sei X ein solches Vektorfeld. Wir bezeichnen mit

n

VW= g v'w’

=1

das Standardskalarprodukt zweier Vektoren v, w € R™.

4Hier bezeichnet z! die erste Koordinate von z € R2.
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Definition 11.6 (Kurvenintegral eines Vektorfeldes). Wir nehmen an, dass C' kompakt
ist. Wir definieren das (Kurven)-Integral (oder das Ringintegral oder die Zirkluation)
von X iiber C' beziiglich T' als

X -ds:= / X -Tds, (11.5)
cr c

wobei die rechte Seite das Kurvenintegral der Funktion X -T : C' — R bezeichnet.
(Siehe Definition 11.2.)

Bemerkungen. e Seien ¢ € Ny, I1, ..., I, kompakte Intervalle und z; € C*(I;, R")
Wege wie in Definition 11.2 so, dass

Lj

—— =Toux; Vj.
[l !

Es gilt
X -ds = Z/ (X ox;(t)) - @;(t)dt. (11.6)

o
Das folgt aus (11.5,11.2,11.1).

e Heuristisch gilt, dass
ds =Tds.

Das ist ein “infinitesimaler Vektor”. Der Ausdruck X - ds ist das Skalarprodukt
von X mit diesem Vektor. Heuristisch kénnen wir das Kurvenintegral von X
daher als die Summe aller dieser Skalarprodukte auffassen,

X-ds:ZX(x)-ds.

e Seien U eine offene Teilmenge von R", X ein stetiges Vektorfeld auf U, I ein
kompaktes Intervall und v ein C'-Weg auf I in U, d. h. eine C'-Abbildung
v : I — U. In Definition 8.28 haben wir das Wegintegral von X lings v definiert
als

[x-ar= / X () 1) e

Das stimmt mit der Formel (11.6) fiir das Kurvenintegral wie in Definition 11.6
iiberein, falls C' mittels eines einzigen Weges v = x; parametrisiert wird.

Beispiel 11.7. [Kurvenintegral eines Vektorfeldes] Wir betrachten

C:=5" XeC(S' R,
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und 7" wie in Beispiel 11.5, d. h.

T(l’) = (—Ig,.l’l).
Es gilt

2w

X -ds = X(cost,sint) - (—sint, cost) dt.
ST 0

Das folgt aus (11.6) mit
w11 =10,27] = R?,  ay(t) := (cost,sint).
Insbesondere erhalten wir fir X (z) := (—x9,x1) dass
2T
X(x)-ds = / ((—sint)* 4 cos® t) dt = 2m,
SLT 0
und fiir X (x) = e; dass

2
X(x)-ds = / (—sint)dt = cost|?~, = 0.
S1T 0

Um den Satz von Green zu formulieren, benotigen wir Folgendes. Seien n € Ny und
ke NU{oo}.

Definition 11.8 (C*-Gebiet). Ein (n-dimensionales) C*-Gebiet ist eine offene Teil-
menge U C R"™ so, dass es fir jeden Punkt xq € OU eine offene Umgebung U’ von x
und eine C*-Submersion g : U’ — R gibt so, dass

g(zo) =0, UNU =g '(]—o00,0) ={zeclU |g(z) <0}. (11.7)

Abbildung 11.2 verdeutlicht diese Definition.

Bemerkung. e Seien U’ und g wie oben. Es gilt, dass
ounu =g *0), (11.8)

und das ist eine C*-Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension n — 1. Das
folgt aus dem Submersionssatz, der besagt, dass g lokal in geeigneten Koordina-
ten durch die Projektion auf die letzte Koordinate gegeben ist. (Siehe [DK04a,
Theorem 4.5.2, p. 121].)

e In [DKO04b, Definition 7.5.2; S. 515] wird definiert, was es bedeutet, dass eine offe-
ne Teilmenge U “auf einer Seite ihres Randes liegt”. Die Bedingung ist dquivalent
dazu, dass U ein C*-Gebiet ist.
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Abbildung 11.2: Ein C*-Gebiet.

Beispiel 11.9. Jeder offene Ball in R™ ist ein C'*°-Gebiet.

Beispiel 11.10. Die offene Menge U := R?\ ({0} X R) ist kein C'-Gebiet. Das Problem
ist, dass U auf beiden Seiten seines Randes 0U = {0} x R liegt.

Eine Basis vy, ..., v, von R" heisst positiv g. d. w.
det (vl . -vn) > 0.
Wir betrachten den Fall n = 2.

Definition 11.11 (positive Orientierung des Randes). Sei U C R? ein C'-Gebiet. Wir
definieren die positive Orientierung von 0U (beziiglich U),

T:0U — R?,

wie folgt. Seien xo € OU und U’, g wie in Definition 11.8. Wir definieren T (xq) €
T,,0U als den eindeutigen Vektor der Linge 1 so, dass das (geordnete) Paar (Vg(wo), T(z0))
eine positive Basis von R? ist.

Bemerkung. e Vg = (D1g,Dsg9) = Gradient von g.
e Die Bedingung bedeutet, dass U “links von T'(z) liegt”.
e Sie hidngt nicht von der Wahl von g ab.

Beispiel. Fiir den Ball U = B2 ist die positive Orientierung des Randes gegeben durch

T(z) = (—x9,11).
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Sei U C R? ein C'-Gebiet. Mit einem C'-Vektorfeld auf U meinen wir eine Abbildung
X € CHU,R?) (wie in Definition 9.46). Sei X ein solches Vektorfeld. Wir definieren
die (skalare) Rotation von X wie in Definition 8.47(i), d. h.

rot X := D1 X2 — Do X' : U > R

Bemerkung. Weil U ein C'-Gebiet ist, ist DX (und daher rot X) wohldefiniert und
stetig auf U, nicht nur auf U.

11.2 Satz von Green, Interpretation der Rotation
als Zirkulation pro eingeschlossene Fliche

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 6.2] und [Stra, 8.4]. Wir bezeichnen mit - das
Standardskalarprodukt auf R™. Das erste Hauptresultat dieses Kapitels ist folgender
Satz.

Satz 11.12 (Green). Seien U C R* ein beschrinktes C*-Gebiet und X ein C*-Vektorfeld
auf U. Dann ist das Integral der Rotation von X dber U gleich dem Integral von X
tiber den Rand von U, d. h.

/rotha:— X -ds= X -Tds, (11.9)
U oU,T U
wobei T' die positive Orientierung von OU ist.

Beweis: S. 533 oder [Stra, Satz 8.4.1, S. 207] oder [DK04b, Theorem 8.3.5, p. 554]

Der Beweis des Satz beruht auf dem Satz von GauB (Satz 11.44). Der Satz ist nach
George Green benannt (britischer Mathematiker und Physiker, 1793-1841).

Bemerkungen. e Die Funktion rot X ist eigentlich Riemann-integrierbar iiber U,
d. h., die linke Seite von (11.9) ist wohldefiniert.

e Da U beschriankt ist, ist OU kompakt. Darum ist die rechte Seite von (11.9)
wohldefiniert.

e Der Satz von Green ist eine einfache Version des Satzes von Stokes, in dem eine
Fliche in R® vorkommt. (Siehe Abschnitt 11.6.) Das ist die Hauptmotivation fiir
den Satz von Green.

5U bezeichnet den Abschluss von U, siehe Definition 4.19.
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Beispiel 11.13. [Fldcheninhalt und Satz von Green| Sei U C R? ein beschrianktes
C'-Gebiet und B
X:U—FR
ein C''-Vektorfeld so, dass rot X = 1. Gemiss Satz 11.12 (Green) gilt, dass
\U| = X - ds.
ou,T
Das liefert eine Methode, um den Fldcheninhalt von U zu berechnen. Wir betrachten
zum Beispiel

1
U:=B%* X(z):= 5(—:152,;51).

Dann gilt rot X = 1. Wir betrachten die Parametrisierung
z:[0,2n] = S',  x(t) := (cost,sint).

Wir bezeichnen mit 7' die positive Orientierung von S' als Rand von B? = B(0).
(Siehe Beispiel 11.1.) Gemadss Satz 11.12 gilt

|BQ|:/ rot X dx
B2

= X -ds

sur

:/%Xox(t) i) dt
]

= —( —sint,cost) - ( —sint,cost) dt
2
0

1

2
_—/ ((—sint)® + cos®t) dt
2 Jo

= T.

(Vergleichen Sie das mit einer Aufgabe in Ubungsserie 7 (Volumen des Einheitsballes)
und Beispiel 10.28.)

Bemerkungen. [Rotation = Zirkulation pro eingeschlossene Fléche]

e Mittels des Satzes von Green kéonnen wir die Rotation eines Vektorfeldes als die
Zirkulation des Vektorfeldes pro eingeschlossenen Flicheninhalt auffassen. Sei
namlich Uy C R? eine offene Teilmenge, X ein C'-Vektorfeld auf U, und z, € U.
Sei r €]0, 00| so, dass der Ball U, := B?(z,) in Uy enthalten ist. Es gilt

1 1
X -ds =
|U7’| oU, |Ur| Ur

— rot X (xo) fiir r — 0.

rot X dx (geméss Satz 11.12, Green)
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Der Grund fiir diese Konvergenz ist, dass die Werte von rot X im Ball U, “immer
weniger von rot X (o) abweichen”, wenn r > 0 kleiner wird. Das Integral [, X -
ds ist die Zirkulation von X lings der Kurve C, := 90U, = S}(x¢). |U,| ist der
Inhalt der durch C, eingeschlossenen Fliache U,.. Wir konnen daher den Grenzwert

1
rot X (zp) = lim X -ds

r—o0 |Ur| U,

als die Zirkulation von X pro eingeschlossenen Flicheninhalt im Punkt xq inter-
pretieren, wie behauptet.

e Wir konnen in dieser Interpretation anstelle von U, ein allgemeines C*-Gebiet
U zulassen, falls wir den Grenzwert fiir » — 0 durch einen “Grenzwert fiir U —
{z0}” ersetzen. Dazu miissen wir zuerst den Begriff eines “Grenzwertes fiir U —
{zo}” definieren.

11.3 Untermannigfaltigkeit mit Rand,
Koorientierung einer Hyperfliche, induzierte
Orientierung des Randes einer Fliche

Der Satz von Stokes verallgemeinert den Satz von Green, indem das C'-Gebiet in R
durch eine Fliche in R? mit Rand ersetzt wird. Er besagt, dass der Fluss der Rotation
eines Vektorfeldes durch eine Fliche in R? gleich dem Integral des Vektorfeldes lings
des Randes der Fléache ist. Eine Flache mit Rand ist ein Spezialfall einer Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand. Dieser Begriff ist wie folgt definiert. Seien d,n € Ny so, dass
d < n, und seien k € NU {co} und M C R™.

Definition 11.14 (Parametrisierung, Untermannigfaltigkeit mit Rand). Eine lokale
innere C*-Parametrisierung von M (der Dimension d) ist ein Paar (V,v), wobei V C R4
eine offene Teilmenge und v : V — R™ eine C*-Einbettung ist so, dass es eine offene
Teilmenge U von R™ mit (V) = M NU gibt. Eine lokale C*-Randparametrisierung
von M ist ein Paar (V,1), wobei

VCRY =R % [0,00]

eine (relativ) offene Teilmenge ist und v : V — R"™ eine CF-Einbettung ist so, dass es
eine offene Teilmenge U von R™ mit (V') = MNU gibt. Eine lokale C*-Parametrisierung
von M st eine lokale innere oder Randparametrisierung von M der Klasse C*.

Wir nennen M eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand ¢. d. w. es
fiir jeden Punkt o € M eine lokale C*-Parametrisierung (V, ) mit zo € (V) gibt.
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Sei M eine solche Untermannigfaltigkeit. Wir definieren den intrinsischen Rand von
M als die Menge

oM = U {o (VN (RT" x {0})) | (V) lokale C* Randparametrisierung von M }.

Bemerkungen. [Untermannigfaltigkeit mit Rand]

(i) Erinnerung an Definition 4.37: Seien S C R”™ und V' C S. V heisst (relativ) offen
in S g. d. w. es eine offene Teilmenge % C R™ gibt so, dass V = 5N V. Wenn
also (V1)) eine Randparametrisierung ist, dann kann V' den Rand R¢! x {0}
von R¢, schneiden. In diesem Fall ist V nicht offen in R%

(i) Eine C*-Einbettung ¢ : V — R" ist eine injektive C*-Immersion, die eine stetige
Umkehrung besitzt. Im “Randfall” V' C R%, ist Dy auf ganz V definiert (ein-
schliesslich V' N (R4 x {0})). Daher ist es sinnvoll zu verlangen, dass ¢ : V — R"
eine “Immersion” ist.

Sei jetzt M C R™ eine C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand.

(iii) Der intrinsische Rand von M ist wohldefiniert, d. h., er hdngt nicht von k ab. (k
tritt in C* auf.)

(iv) Falls (V,4) und (V’,4') lokale C* Randparametrisierungen von M sind, dann
gilt
o (0 (v 0 RS {0)) SR x o),

d. h., falls ein Punkt zyp € M ein Randpunkt beziiglich einer lokalen C*-Randparametrisierung
(4, V) ist, dann gilt dasselbe beziiglich aller anderen lokalen C*-Randparametrisierungen,
deren Bild x enthélt.

(v) Falls M (in R™) abgeschlossen ist und d < n, dann ist das Innere von M leer
und daher der topologische Rand von M gleich M. Der topologische Rand und
der intrinsische Rand von M unterscheiden sich daher. Aus dem Kontext wird
jeweils deutlich werden, um welche Art Rand es geht.

(vi) Die Dimension d von M is eindeutig, d. h., falls M eine C*-Untermannigfaltigkeit
von R™ mit Rand der Dimension d und der Dimension d’ ist, dann ist d = d’. Das
folgt aus derselben Aussage fiir eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand. (Siehe
Proposition 9.18.)

(vii) Falls V eine offene Teilmenge von R?~1x]0,00] ist, dann ist (V,4) eine inne-
re Parametrisierung g. d. w. es eine Randparametrisierung ist. Das Bild ¢(V)
braucht den intrinsischen Rand von M daher nicht zu schneiden, falls i eine
Randparametrisierung ist.



11.3. UNTERMANNIGFALTIGKEIT MIT RAND, KOORIENTIERUNG EINER
HYPERFLACHE 507

(viii) Wir wéhlen einen glatten Diffeomorphismus f :]0, oco[— R (zum Beispiel f := log)
und definieren

xR0, 00[— RY =R xR, x(2,t) == (2, f(1)).

Falls (V1) eine innere Parametrisierung fiir M ist, dann ist (X_l(V), o X) eine
Randparametrisierung fiir M. Daraus folgt, dass eine Teilmenge M von R" eine
Untermannigfaltigkeit mit Rand ist g. d. w. es Rand-Parametrisierungen gibt,
deren Bilder M iiberdecken.

Beispiel. [Untermannigfaltigkeit mit Rand] Jede C*-Untermannigfaltigkeit von R™ der
Dimension d ist eine C*-Untermannigfaltigkeit von R der Dimension d mit Rand. Das
folgt aus Satz 9.30 (Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten). In diesem Fall ist
der intrinsische Rand leer.

Andere Beispiele von Untermannigfaltigkeiten mit Rand sind global parametrisierbare
Untermannigfaltigkeiten: Sei M C R" eine kompakte Teilmenge.

Definition 11.15 (parametrisierbare Untermannigfaltigkeit). Fine (globale) C*-Parametrisierung
von M ist ein Paar (V,1)), wobei V. C R? ein beschrinktes offenes C*-Gebiet ist und

YV — R eine C*-Finbettung mit Bild M ist. Wir nennen M C R" eine kom-

pakte (global) parametrisierbare C*-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand

g. d. w. es eine globale C*-Parametrisierung von M gibt.

Bemerkung 11.16. [parametrisierbare Untermannigfaltigkeit] Jede kompakte para-
metrisierbare C*-Untermannigfaltigkeit M/ mit Rand ist eine C*-Untermannigfaltigkeit
mit intrinsischem Rand

OM = (0V),

wobei (V1) eine C*-Parametrisierung von M ist und OV der topologische Rand von
V ist.

Beispiel. [Hemisphére| Die abgeschlossene Hemisphére
M:={zreS" |z, >0} CR"

ist eine glatte parametrisierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 mit intrin-
sischem Rand gegeben durch den Aquator

OM = S"? x {0}.5

Um das einzusehen, definieren wir V := B" ! und ¢ : V' — R™ als die Einschrinkung
der Umkehrung der steregraphischen Projektion durch den Siidpol auf den abgeschlos-
senen Einheitsball. (Siehe die Ubungsserien 4 und 5.)

6Gn=1 = {z € R | ||z|| = 1} ist die Einheitssphire.
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Sei M C R" eine C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand. Fiir jedes
x € M definieren wir den Tangentialraum an M im Punkt z als

T,M := Dy (¢~ (z))(R?) C R",
wobei (V1) eine lokale C''-Parametrisierung von M ist so, dass z € ¥ (V).

Bemerkung. Im Fall x € M \ OM stimmt das gemiss Satz 9.41 (Charakterisierung
des Tangentialraumes) mit unserer fritheren Definition des Tangentialraumes iiberein.

Fiir jeden Untervektorraum W von R™ bezeichnen wir mit
W+ ={veR"|(v,w)=0,vYwe W}

das orthogonale Komplement von W beziiglich des Standardskalarprodukts. Wir neh-
men jetzt an, dass dimM =d =n — 1.

Definition 11.17 (Einheitsnormalvektorfeld). Eine Koorientierung von M (oder ein
Einheitsnormalvektorfeld auf M ) ist eine Abbildung v € C(M,R") so, dass

v(r) € T,M*, |v(z)|| =1, Vo€ M. (11.10)
Bemerkung. Manchmal wird ein solches v auch eine Orientierung von M genannt.
Beispiel 11.18. [Koorientierungen der Sphére] Die Abbildungen
viM:=S"1 SR, vz)=x
und —v sind Koorientierungen, siche Abbildung 11.3.

Beispiel 11.19. [Mébiusband] Das Mobiusband M C R? ist nicht koorientierbar, d. h.,
es gibt keine Koorientierung auf M. Abbildung 11.5 verdeutlicht das.

Das Mobiusband ist nach August Ferdinand Mobius benannt, siehe Abbildung 11.4.

Bemerkungen. e Fine Untermannigfaltigkeit des R" der Dimension n — 1 mit
Rand heisst ein Hyperfldche.

e Jede kompakte (global) parametrisierbare C'-Hyperfliche M C R" ist koorien-
tierbar. Sei némlich ¢ : V' — R” eine C'-Parametrisierung von M. Wir definieren
die durch v induzierte Koorientierung v : M — R", indem wir fordern, dass
v(z) € T,M~* der eindeutige Vektor der Linge 1 ist so, dass

Dy~ (@), -, Durtb (7 (2), v(2)

eine positive Basis von R” ist. (Uberlegen Sie sich, dass v existiert und stetig ist!)
Falls n = 3, dann gilt
D D
v(r) = Do (v '(z)), VzeM. (11.11)
11w x Doy
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Abbildung 11.4: August Ferdinand
Mébius,  deutscher  Mathematiker,
1790-1868.

Abbildung 11.3: Koorientierung der
Sphére.

Abbildung 11.5: Es gibt keine Koorientierung des Mébiusbandes: Wir nehmen wider-
spruchsweise an, dass es eine solche Koorientierung gibt. Wir betrachten den Fall, dass
diese Koorientierung auf der rechten Seite des Bildes nach links zeigt. (Den andere
Fall kénnen wir analog behandeln.) Wir gehen um das Mébiusband herum. Die Koori-
entierung dreht dabei mit. Sobald wir wieder am Ausgangspunkt angekommen sind,
zeigt die Koorientierung jetzt nach rechts. Das ist ein Widerspruch. Daher gibt es keine
Koorientierung des Mobiusbandes.
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Beispiel 11.20. [Koorientierung der Hemisphére] Wir betrachten die Abbildung

VB R U(y) = (y,4/1 - |lyl?).

Das ist eine glatte Einbettung mit Bild gegeben durch die obere Hemisphire (ohne
Rand)
Si = {ZL‘E 52|x3 >0}.

Wir haben
1 0
Dyib(y) = 0 _ 1
1W(y) = B U , Day(y) = B Yo )
V1= lyl? V1=llyll?
04—
Dytb(y) x Datb(y) il (11.12)
1Y\Y) X LDa2Ppy) = 0+ —2= , .
Vv 11— Iyl
lylI” 1
D D — , 11.13
H 10(y) X Datp(y )H E + e ( )
v(¥(y)) = Dubly) x Do (o) (gemiiss (11.11))

HDNP( X Doytp(y H

= (V1= yl?) =¢(y)  (gemiss (11.12,11.13)).
Daraus folgt, dass
v(z) =z, VxeSi.

Das stimmt mit der Koorientierung aus Beispiel 11.18 {iberein.

Seien ¥ C R? eine C*'-Fliche” mit Rand und v eine Koorientierung von .

Definition 11.21 (induzierte Orientierung). Wir definieren die durch v induzierte
Orientierung T von 0% wie folgt. Seien x € 9% und (V, 1)) eine lokale C'-Randparametrisierung
von X, deren Bild x enthilt und die (11.11) erfillt. . Wir definieren y := ¢ ~'(x) €
(VAR x {0}) € R, und

Diy(y)
1D (y)l

Bemerkungen 11.22. [induzierte Orentierung]

T(r) = ——>— c R

d. h. eine zwei-dimensionale C''-Untermannigfaltigkeit von R?
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Abbildung 11.6: eine Kugelkappe

(i) Die Orientierung T ist wohldefiniert, d. h., sie hingt nicht von der Wahl von
(V,%) ab. (Uberlegen Sie sich das!)

(ii) Falls (V, 1) eine globale C'-Parametrisierung von ¥ ist, die v induziert, d. h. (11.11)
erfiillt, dann ist diese Orientierung gegeben durch

r- ( DyT
Do T

>o¢_1:62—>[R3,

wobel T die positive Orientierung von 9V C R? ist. (Siehe Definition 11.11.
Uberlegen Sie sich das!)

Beispiel 11.23. [Kugelkappe und induzierte Orientierung] Fiir a €] — 1, 1[ betrachten
wir die Kugelkappe
S ={x eS| a3 >a}.

Siehe Abbildung 11.6. ¥, ist eine glatte Fliche mit Rand. Um das im Fall a > 0 8
2
1—

einzusehen, betrachten wir V := B e und die Abbildung

OV =R e(y) = (/1= i)

Das ist eine globale glatte Parametrisierung von ¥,. Geméss Bemerkung 11.16 ist X,
daher tatséchlich eine glatte Fliche mit Rand gegeben durch

0%, = (OV = 8Y—) = Sk x {a}.

(Uberlegen Sie sich die letzte Gleichheit!) Wir betrachten die Koorientierung von ¥,
gegeben durch
v:Y, = R v(x) =

8Im Fall a < 0 folgt die Aussage mit Hilfe der stereographischen Projektion durch den Siidpol.
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Abbildung 11.7: Jgrgen Pedersen Gram, dénischer Mathematiker und Aktuar, 1850—
1916.

Die Orientierung von 0%, = S\l/m x {a} induziert durch v ist

T:0%, =R T(z)= \/%QQ( — &3,71,0).
Im Fall a > 0 folgt das aus Beispiel 11.20 (Koorientierung der Hemisphére) und Be-
merkung 11.22((ii)). (Wie?) In der allgemeinen Situation folgt das aus einem &hnlichen
Argument, indem wir stereographische Projektion durch den Siidpol als Parametrisie-
rung verwenden. Im Fall a = 0 ist Xy die abgeschlossene obere Hemisphére, und es
gilt, dass
T(z) = (— x2,21,0).

11.4 Integral einer Funktion iiber eine
Untermannigfaltigkeit, Zusammenhang mit
dem Kurvenintegral

Fiir die Definition des Integrals einer Funktion iiber eine Untermannigfaltigkeit benttigen
wir Folgendes. Sei A € R"*¢.

Definition (Gramsche Matrix). Wir definieren die zu A gehirige gramsche Matrix
als die Matriz ATA. Wir definieren die zu A gehérige gramsche Determinante als
det(AT A), die Determinante der gramschen Matrir.

Diese Matrix ist nach Jgrgen Pedersen Gram benannt, siche Abbildung 11.7.

Hilfssatz 11.24 (gramsche Determinante). (i) Es gilt det(ATA) > 0.
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(ii) Falls die Abbildung RY > v — Av € R injektiv ist, dann gilt det(ATA) > 0.
Beweis: Das folgt aus dem Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen. (Siehe lineare
Algebra.)

Sei M C R" eine kompakte C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension d mit Rand.
Proposition 11.25 (Integral einer Funktion iiber Untermannigfaltigkeit). Es gilt:

(i) Es gibt einl € No, und fiir jedes j = 1,...,{ gibt es eine lokale C*-Parametrisierung
(Vj, 1) von M und eine Jordan-messbare Menge S; so, dass

J - Vj?
Vi (S;) NYe(Sk) =0, Vi #k, (11.14)
Uiy 5(S;) = M.

Seien jetzt f € C(M,R) und ¢, (¢;,5;); = (V;,;,5;) =1
definieren

I(f,5,8;) = I(f. (¥, 5;);)
— Z/S f os\/det ((Dv;)T D) dy. (11.15)

¢ wie in (1). Wir

-----

(it) Die Zahl I(f, Yy, Sj) hingt nicht von (1;,S;); ab.

Der Beweis von (ii) beruht auf der Kettenregel und dem Produktsatz fiir die Determi-
nante, welcher besagt, dass det(AB) = det A det B, fiir alle A, B € R™"*".

Bemerkung. Gemiss Hilfssatz 11.24(i) ist det ((Dt;)" Dy;) nicht negativ. Darum
existiert die Quadratwurzel dieser Zahl (und ist reell). Daher ist der Integrand auf
der rechten Seite von (11.15) sinnvoll. Da dieser Integrand auf V; stetig ist und S,
Jordan-messbar ist, ist der Integrand Riemann-integrierbar tiber S;. Die rechte Seite
von (11.15) ist daher sinnvoll.

Definition 11.26 (Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand). Fiir
jedes [ € C(M,R) definieren wir das Riemann-Integral von f (iiber M) als

/ JAA = I(f.4,.5,),
M

“Wir identifizieren hier die Ableitung von 1; an der Stelle y, d. h. die lineare Abbildung Dv;(y),
mit der Jacobimatrix Jy, (y).
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wobei die rechte Seite durch (11.15) gegeben ist mit einer beliebigen Kollektion (1;,S;);
wie in Proposition 11.25((i)). Wir definieren das d-dimensionale Volumen von M als

Voly(M) := / 1dA. (11.16)

M

Bemerkung. Gemaiss Proposition 11.25 ist dieses Integral wohldefiniert.

Beispiel 11.27. Wir berechnen das 1-dimensionale Volumen des Einheitskreises M =
St d. h. seine Linge, gemiss der Definition 11.26. Dazu setzen wir ¢ := 2 und

‘/1 22]0727'('[7 wl : ‘/1 — |R27 w1<y) = (Cosy> ) Sl = [%7 37”} ’

sin y
coS S
‘/2 ::] - 7T77T[7 ¢2 : ‘/2 — [R27 2,02(3/) = (smg) ) SQ = }_57 5[
Fiir j = 1,2 haben wir Dy;(y) = (;i;nyy> ., daher

ij(y)Tij(y) = (—siny)? + (cosy)* =1,

also /det (D, (y)T D (y)) = 1. (11.17)
Geméss Definition 11.26 gilt

1dA
g1
I<171/}j7 Sj)
2

= [S1] + | 52|

= 2.

VOll (Sl)

/ 1-1dy (geméss (11.15,11.17))
S

J

Die Léange des Einheitskreises ist also 27. Das stimmt mit dem iiberein, was wir in
Beispiel 11.3 berechnet haben.

Bemerkungen. [Integral iiber kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand, geometri-
sche Interpretation]

(i) Falls d = n, dann gilt

Vet (D))" D) = /| det(Dy) || det(Dey)| = | det(Dyy)].
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Daraus folgt, dass

¢
/A4fdA=jzl/gij¢j|detD¢j}dy

¢
= Z/ fdx (geméss Satz 10.25, Substitutionsregel)
j=1 7 %i(5;)

= /Mf(x) dx

(gewohnliches mehrdimensionales Riemann-Integral). Diese Rechnung ergibt fiir
d < n keinen Sinn, da Di;(y) eine lineare Abbildung von R? nach R ist und
daher nur dann eine Determinante besitzt, falls d = n.

Im Fall d = 1 stimmt das Integral {iber eine Untermannigfaltigkeit iiberein mit
dem Kurvenintegral, siche Proposition 11.28. Die Idee des Beweises davon ist
wie folgt. Seien M = C' C R" eine C'-Kurve mit Rand und f : C — R stetig.
Wir betrachten den Fall, in dem es ein offenes Intervall V und eine globale C'-
Parametrisierung ¢ = z : V — C gibt. Dann gilt Dz = &, darum

(Dz) ' Dx = i'd = |22

und daher

\det (D) Dz) = ||i.
Daher gilt in diesem Fall, dass

/CfdA — /I:Vfo:z:\/det ((Dz)TDx) dy

z/Ifo:ch'det
:/Cfds.

(Siehe Definition 11.2, Kurvenintegral. Strikt genommen haben wir die rechte
Seite nur im Fall ohne Rand definiert, aber dieselbe Definition funktioniert auch
mit Rand.)

Wir betrachten jetzt die allgemeine Situation. Intuitiv ist [,, f dA das (d + 1)-
dimensionale Volumen (mit Vorzeichen) des Gebietes in R"*! zwischen M x {0}
und dem Graphen von f. Um das verstehen, sei P ein Parallelepiped der Dimen-
sion < d in R", dass den Ursprung 0 enthélt. Wir definieren das d-dimensionale

Volumen von P als
Voly(P) := Vol (O(P)), (11.18)
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wobei O : R* — R eine orthogonale Transformation ist so, dass O(P) C R¢x {0},
wobei wir R? x {0} mit R? identifizieren. Vols(P) ist wohldefiniert, d. h., es gibt
ein solches O, und die rechte Seite von (11.18) héngt nicht von O ab.

Betrachten wir zum Beispiel den Fall, dassd = 1, n = 3 und P ein 1-dimensionales
Parallelepiped, also eine Strecke, in R? ist. Dann kénnen wir O als eine Drehung
in R® wihlen, die P parallel zur z'-Achse ausrichtet. Vol;(P) ist in diesem Fall
die Lange der Strecke.

Die Definition (11.18) ist dadurch motiviert, dass das d-dimensionale Volumen
einer Menge intuitiv gleich bleibt, wenn wir die Menge drehen.

Sei jetzt ¥ : R — R" eine lineare Abbildung und @ C R? ein Quader. Das Bild
von () unter W ist ein Parallelepiped in R” der Dimension < d.

Behauptung. Es gilt

Voly((Q)) = 1/det(UTW) Voly(Q). (11.19)

Beweis der Behauptung: Wir wéhlen eine orthogonale Transformation O :
R™ — R™ so, dass
Oim¥ C R? x {0}.

Gemiss (11.18) gilt
Voly(¥(Q)) = Volg (O(¥(Q))). (11.20)

- (1)

mit B € Lin(R%, R?). Es gilt O(¥(Q)) = B(Q) x {0} und daher

Vol (0(%(Q))) = Vola(B(Q))
= | det B| Volug(Q) (Transformationssatz, Korollar 10.30).
(11.21)

Wir schreiben

Es gilt!?
BB =0T0T0V = vy, (11.22)

| det B| = 4/ (det B)?
= Vdet BTB

=/ det(VTV) (wegen (11.22)). (11.23)

10Hjerbei fassen wir B etc. als Matrizen auf.
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(Gemiéss Hilfssatz 11.24(i) ist det(BTB) > 0 und daher die Wurzel dieser Zahl
eine wohldefinierte reelle Zahl.) Indem wir (11.20,11.21,11.23) kombinieren, er-

halten wir
Voly(¥(Q)) = 4/det(WT¥) Vol (Q),
d. h. die Gleichheit (11.19). Das beweist die Behauptung. O

Sei jetzt yo € V;. Wir definieren

(I)J}yo : [Rd — [Rn’ (I)j,yo(y) = D¢j(y0)(y - yo) + wj(’yo). (11.24)

Das ist die beste affine Ndherung von 1; um yo. (Vergleiche mit (8.9).) Heuristisch
bildet v; einen infinitesimalen Quader () mit Mittelpunkt y, auf das infinitesimale
d-dimensionale Parallelepiped 9,(Q) = ®,,(Q) in R ab. Wir schreiben:

dy = Voly(Q),
dA == Volg(1;(Q)) = Volg (¥,,(Q)).

(Falls wir dy’ fiir die Linge der i-ten Seite von @ schreiben, dann gilt, dass
dy = dy*- - dy".) Gemiiss (11.24,11.19) mit ¥ := Dv;(yo) gilt heuristisch

dA = \/det (Di;(yo)" Debs(o)) dy. (11.25)

Es gilt

/ fdA = Z/ (fo @ij)\/det ((Dy;)T Dy dy (geméss Definition 11.26)
M = Js;

- Z Z f (b (yo))\/det (D@DJ’ (yo)TDl/fj(yo))dy (heuristisch)
J YoES;
= Z f(xo)dA (heuristisch geméss (11.25) mit zo = ¥;(yo)),

ToEM

und das ist intuitiv das (d + 1)-dimensionale Volumen (mit Vorzeichen) des Ge-
bietes in R"*! zwischen M x {0} und dem Graphen von f.

Im Buch [DKO04b] wird das Integral einer Funktion iiber eine Untermannigfaltig-
keit mit Hilfe einer Zerlegung der eins definiert, siehe [DK04b, Definition 7.1.2,
p. 490]. Diese Definition ist dquivalent zur Definition 11.26. In konkreten Bei-
spielen ist Definition 11.26 allerdings einfacher anzuwenden.

Im Buch [DKO04b] wird fiir [,, fdA die Notation [,, f(x)dsx verwendet, siche
[DK04b, Definition 7.3.1, p. 495].
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Im Fall d = 1 stimmt das Integral {iber eine Untermannigfaltigkeit mit dem Kurven-
integral {iberein:

Proposition 11.28 (Kurvenintegral, Integral iiber Untermannigfaltigkeit). Seien C
eine kompakte C*-Kurve in R™ (ohne Rand), f : C — R eine stetige Funktion und
(1; = [az, by, xj)jzl """" , wie in Definition 11.2 (Kurvenintegral). Dann gibt es eine Kol-
lektion (V;,v;,S;) wie in Proposition 11.25((1)) (Integral iiber Untermannigfaltigkeit)
mit M = C' so, dass

I(f, (I, 25);) = I(f. (%5, 5);)

wobei die linke Seite wie in (11.1) definiert ist und die rechte Seite wie in (11.15).

Die Idee des Beweises dieser Proposition wurde in Bemerkung 11.4(ii) erklért.

Korollar 11.29 (Kurvenintegral). Das Kurvenintegral fcfds ist wohldefiniert, d. h.,
es hingt nicht von der Wahl der Kollektion (I;,x;); ab.

Beweis des Korollars 11.29: Gemiiss Proposition 11.25(ii) (Integral iiber Unterman-
nigfaltigkeit) héngt I(f,;,S;) nicht von der Wahl der Kollektion (¢;, 5;) ab. Geméss
Proposition 11.28 hiingt I(f, (I;, z;);) darum nicht von der Kollektion (I}, z;); ab. Das
beweist Korollar 11.29. O

11.5 Integral iiber parametrisierbare
Untermannigfaltigkeit, zweidimensionaler
Fall, Fluss eines Vektorfeldes durch

Hyperfliche

Dieser Abschnitt entspricht [Stra, 8.6]. Fiir eine Funktion auf einer global parame-
trisierbaren Untermannigfaltigkeit koénnen wir das Integral mit Hilfe einer globalen
Parametrisierung berechnen. Das ist der Inhalt folgender Bemerkung.

Bemerkung 11.30. [Integral iiber parametrisierbare Untermannigfaltigkeit] Seien

M C R" eine d-dimensionale kompakte parametrisierbare C!'-Untermannigfaltigkeit,
¥ : V — M eine (globale) C'-Parametrisierung und f € C(M,R). Es gilt

/M fdA = /V f 0 ¥(y)y/det (D (y)T DY (y)) dy. (11.26)

Das folgt aus der Tatsache, dass die Einschrinkung 1|y eine lokale innere Parametri-
sierung von M ist.
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N = ? -

Abbildung 11.8: Durchschnitt eines d-dimensionalen Untervektorraumes mit einem

Ball.

Im folgenden Beispiel wenden wir Bemerkung 11.30 an.

Beispiel 11.31. [Integral iiber Untervektorraum| Sei M C R™ der Durchschnitt eines
d-dimensionalen Untervektorraumes W C R™ mit dem abgeschlossenen Einheitsball
B", siche Abbildung 11.8. Um das Volumen von M zu berechnen, wihlen wir eine
orthogonale Transformation O : R" — R" so, dass O([Rd X {O}) = W. (Uberlegen Sie
sich, dass es ein solches O gibt!) Wir definieren

LiRY S R, u(y) = (1,0), ¢i=0o0.: B =R
Es gilt
M = (B,
Dy(y) = O, = hy = \/det (DY(y)" Dy (y)) = \/det (:TOTOL) = 1.
Gemaéss Bemerkung 11.30 gilt daher, dass

Vold(M):/ dA:/_dhwdy:@d].
M B

(Die rechte Seite wird in Ubungsserie 5 berechnet.) Das stimmt mit unserer Intuition
iiberein, dass das d-dimensionale Volumen gleich bleibt, wenn wir eine orthogonale
Transformation auf M anwenden.

Im Fall d = 2 und n = 3 kénnen wir das Integral iiber eine Fliache wie folgt berechnen.

Hilfssatz 11.32 (gramsche Determinante fiir eine 3 x 2-Matrix). Fiir jedes A € R3*?
gilt, dass
det(ATA) = [|A; x As?,

wobei A; die j-te Spalte von A bezeichnet.
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Abbildung 11.9: Der Vektor Dyu(y) x Dat)(y).

Beweis: Ubungsserie 8

Bemerkung. Aus diesem Hilfssatz folgt, dass im Fall d = 2 und n = 3 gilt, dass

Vdet (DY)TDY) = || Dy x Do, (11.27)

siehe Abbildung 11.9.

Beispiel 11.33. [Fldcheninhalt der Kugelkappe und der zweidimensionalen (Hemi-
)Sphére] Fiir a > 0 betrachten wir die Kugelkappe

Y, = {x eS| a3 >a}.

Siehe Abbildung 11.6. Wir berechnen den Flédcheninhalt von ¥,. Dazu betrachten wir
die globale glatte Parametrisierung von %, gegeben durch

b Bz = R 0(y) = (y,0/1— ).

Gemiiss Beispiel 11.20 (siehe (11.13)) gilt

1

| D1p(y) x Datp(y)|| = NS

(11.28)
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Der Fldcheninhalt von Y, ist gegeben durch
1Xa] = Voly(%,)

— [ 1

1
= / ———dy (geméss Bemerkung 11.30, (11.27,11.28))
Ff/m 1 — [y
V1—a? 1

=27 rdr (gemiéss Korollar 10.27, Integral einer drehinvarianten Funktion)

0 vV 1-— 7“2
= —21mV1—r2|"" tma?

r=0
=27(1 — a).

Im Limes a — 0 erhalten wir den Flacheninhalt der oberen abgeschlossenen Hemisphére
¥4 = {z € 52| 23 > 0}, némlich

|4 | = lim |3,] = lim 27(1 — a) = 2.
a—0 a—0
Das ist gleich dem Fliacheninhalt der unteren abgeschlossenen Hemisphére ¥ := {:c €
S%|xz3 < 0}, da diese durch Drehung aus ¥, hervorgeht. Die Sphire S? ist die Ver-
einigung der beiden Hemisphédren ¥,. Der Durchschnitt dieser Hemisphéren ist der

Aquator {x € 52 ‘ T3 = 0}, welcher Flacheninhalt gleich 0 besitzt. Daher betrdgt der
Flicheninhalt der Sphére S?

1S%| = Voly(S?) =[S, | + |8 | =2 27 = 47

Bemerkung. Heuristisch gilt im Fall n = 3 und d = 2 geméss Definition 11.26 und
(11.25,11.27) mit ¢; = ¢, dass

Wir konnen das als den Flacheninhalt eines “infinitesimalen Flachenstiicks” auffassen.
Der Ausdruck HDlw X Dgw” ist der Flécheninhalt des Parallelogramms, das durch D¢
und Dyt aufgespannt wird.

Seien M C R" eine kompakte C'-Hyperfliche mit Rand, X € C(M,R") ein Vektorfeld
und v : M — R" eine Koorientierung.

Definition 11.34 (Fluss durch Hyperfliche). Wir definieren den Fluss von X durch
M beziiglich v als das Integral

/ X -dA ::/ X - vdA, (11.29)
M,v M

wobei die rechte Seite wie in Definition 11.26 (Integral iber eine kompakte Unterman-
nigfaltigkeit) definiert ist.
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Abbildung 11.10: p mal das Volumen des Parallelepipeds, das durch ein infinitesimales
Flachenstiick mit Flacheninhalt dA und durch vdt aufgespannt wird, ist gleich der
Anzahl Teilchen, die in der Zeitspanne dt durch das infinitesimale Flachenstiick fliessen.
Diese Anzahl ist gleich p(vdt) - vdA =X -vdAdt = X - dA dt.

Bemerkungen 11.35. [Fluss durch eine Hyperfliche]

(i)

(i)

(iii)

Heuristisch ist dA = vdA ein infinitesimaler Normalenvektor und

/ X-dA =) X-dA. (11.30)
M,v

zeM

Im Fall n = 3 heisst der Fluss [,, X - dA auch das (Ober-)Flichenintegral von
X durch ¥ = M.

Der Name Fluss wird durch die folgende anschauliche stromungsmechanische
Interpretation motiviert. Wir betrachten eine stationir!! stromende Fliissigkeit.
Wir schreiben p(z) fiir die Teilchenzahldichte? der Fliissigkeit im Punkt x € R3
und v(z) fiir ihren Geschwindigkeitsvektor im Punkt z. Das Produkt von p und v
ist ein Vektorfeld X := pv : R® — R3. Der Fluss von X durch eine Fliche ¥ C R?
ist die Anzahl Teilchen der Fliissigkeit, die pro Zeitspanne durch X fliessen.® Das
folgt aus der heuristischen Gleichheit (11.30) und Abbildung 11.10.

Der Fluss | MWX - dA eines Vektorfeldes X durch eine Hyperfiiche M wie in
Definition 11.34 unterscheidet sich vom Fluss ¢y, den wir in Bemerkung 8.48
kennengelernt hatten. Im Englischen wird diese Unterscheidung auch sprachlich
gemacht. [ Mo X - dA wird dort namlich fluxr und ¢px flow genannt.

1Das bedeutet, dass ihre Geschwindigkeit in jedem Punkt zeitlich konstant bleibt.
12Diese Grosse wird auch Teilchendichte genannt.

13Dje Einheit dieses Flusses ist sec™ 1.

1
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(v) Falls (V,1)) eine globale C!'-Parametrisierung von ¥ ist so, dass (11.11) gilt,
dann gilt
/ X - dA = / X o4p) - (D¢ x Dotp) dy (11.31)
INZ

Das folgt aus Bemerkung 11.30 (Integral iiber parametrisierbare Untermannig-
faltigkeit) und (11.27).

Beispiel 11.36. [Fluss durch Kugelkappe] Fiir a > 0 betrachten wir die Kugelkappe
Y, = {x652|x32a}
und die Koorientierung v von ¥, und das Vektorfeld X auf ¥, gegeben durch
v:Y, =R v(z) =2, X =e3.

Frage:
X -dA =7

Ya,V

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die globale Parametrisierung von 3,
gegeben durch

-2
Vi By = R W) = (v /1= yl?).
Gemaéss Beispiel 11.20 (siehe (11.12)) gilt

Y

Dip(y) x Dap(y) = | /1= yl?

1

und stimmt die Koorientierung von ¥, induziert durch ¢ mit v iiberein. Geméss (11.31)
folgt daraus, dass

Yy

/XczA / { V)
:/ 1dy
BQ

ViaZ
= (1 —a?). (11.32)

Indem wir den Grenzwert fiir a — 0 nehmen, erhalten wir daraus:

Fluss von X durch die obere Hemisphare ¥, = / X - dA =m.
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11.6 Satz von Stokes, Anwendung:
Maxwellgleichung, faradaysches
Induktionsgesetz der Elektrodynamik

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 6.4] und [Stra, 8.7]. Der Satz von Stokes besagt,
dass der Fluss der Rotation eines Vektorfeldes iiber eine kompakte Fliche in R® gleich
dem Integral des Vektorfeldes {iber den Rand der Fliche ist. Erinnerung an Definition
8.47(ii): Seien U C R? offen und X ein differenzierbares Vektorfeld auf U. Erinnerung
an Definition 8.47: Die Rotation von X ist das Vektorfeld

Dy X3 — Dy X2
rotX =V x X:=| D3 X'—D;X? |:U— R
D X2 — Dy X!

Beispiel 11.37. [Rotation] Wir betrachten
3 3 1
X R =>R, X(z):= 5(—1:2@1,0).
Es gilt
V x X(z) =(0,0,1) = e3.

Bemerkung. Fiir eine Motivation des Namens Rotation siche die Bemerkungen 8.50.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist folgender Satz.

Satz 11.38 (Stokes). Seien ¥ C R® eine kompakte C?-Fliche, v : ¥ — R? eine
Koorientierung, U C R?® eine offene Umgebung von 2 und X € CY(U,R?). Dann gilt,
dass

/(VxX)-dA:/(VxX)-ydA: X-ds= | X-Tds,  (11.33)
IR ) oS, T %

wobei T die durch v induzierte Orientierung von 0% ist.
Abbildung 11.11 verdeutlicht diesen Satz. In Worten besagt er: Der Fluss der Rotation

eines Vektorfeldes durch eine koorientierte Fliache ist gleich dem Kurvenintegral des
Vektorfeldes iiber den Rand der Fléiche.

Beweis: [Stra, Satz 8.7.1, S. 221] oder [DK04b, Theorem 8.4.4, p. 560]

Bemerkungen. e Der Satz von Stokes kann aus dem Satz von Green (Satz 11.12)
hergeleitet werden, falls . global parametrisierbar ist.
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Abbildung 11.11: Satz von Stokes.

Der Satz von Stokes besitzt wichtige Anwendungen in der Physik, insbesondere
in der Stromungslehre und in der Elektrodynamik. Er wird zum Beispiel verwen-
det, um zu zeigen, dass das faradaysche Induktionsgesetz zu einer der vier Max-
wellgleichungen #quivalent ist. (Siche Beispiel 11.40 und Ubungsserie 9.) Dieses
Gesetz besagt, dass ein sich d&ndernder magnetischer Fluss in einer geschlossenen
Kurve im Raum eine elektrische Spannung induziert, die gleich der zeitlichen
Anderung des magnetischen Flusses durch die von der Kurve eingeschlossene
Fliche ist.!* (Siehe [DK04b, Exercise 8.26 (iii) (Faraday’s law), p. 748 |.)

Der Satz von Green 11.12 ist der Spezialfall des Satzes von Stokes, in dem X =
V x {0} CR3.

Der Satz von Stokes wurde durch William Thomson = Lord Kelvin gefunden.
(Siehe Abbildung 11.12.) Er erzéhlte George Stokes davon. (Siehe Abbildung
11.13). Stokes stellte den Satz als ein Problem im Smith’s Prize exam an der
Universitat Cambridge. (Siehe Abbildung 11.14.)

Beispiel 11.39. [Fluss durch Kugelkappe mittels des Satzes von Stokes|Sei a > 0. Wir
betrachten

Si={zeS|zs>a}, v:X-R, v()=uz

Im Beispiel 11.36 berechneten wir den Fluss

/ €3 dA
INZ

14Die Spannung ist dieser Anderung entgegengerichtet.
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Abbildung 11.12: William Thomson =  Abbildung 11.13: George Stokes, iri-
Lord Kelvin, britischer Physiker und  scher Mathematiker und Physiker,
Ingenieur, 1824-1907. 1819-1903.

8. If X, Y, Z be functions of the rectangular co-ordinates z, y, 2,
dS an element of any limited surface, /, m, n the cosines of the incli-
nations of the normal at dS to the axes, ds an element of the bounding
line, shew that

! dZ dY dX dZ dY dX a8
(G -%) (%) (% %))

dx dy dz
_/(X%+Y%+Zd_s> ds,

the differential coefficients of X, ¥, Z being partial, and the single
integral being taken all round the perimeter of the surface*.

Abbildung 11.14: Die von Stokes gestellte Aufgabe zum Satz von Stokes im Smith’s
Prize exam des Jahres 1854.

mittels der Definition. Wir berechnen diesen Fluss noch einmal, mittels des Satzes von
Stokes. Dazu definieren wir

X:R =R X(z):= l(—mg,xl,O),

T:02 =R T(z)= (— 22,21,0),

wie in den Beispielen 11.37 und 11.23. Geméss Satz 11.38 (Stokes) und den Beispielen
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11.37 (Rotation) und 11.23 (induzierte Orientierung) gilt

/ e3-dA = [ (VxX)-dA
IR DINZ

= X -ds
o, T
= X -Tds
)
1

Das stimmt mit unserer Berechnung in Beispiel 11.36 iiberein.

Bemerkung. In diesem Beispiel ersparte uns der Satz von Stokes Rechenarbeit.

Im folgenden Beispiel wenden wir den Satz von Stokes an, um aus einer der vier
Maxwellgleichungen der Elektrodynamik das faradaysche Induktionsgesetz herzuleiten.

Beispiel 11.40. [Maxwellgleichung, faradaysches Induktionsgesetz, Satz von Stokes]
Wir betrachten das elektrische Feld E und das magnetische Feld B als Funktionen der
Zeit t € R und des Ortes x € R3. Eine der vier Maxwellgleichungen besagt, dass

0B

VxE= 5 (11.34)
Diese Gleichung ist nach James Clerk Maxwell benannt, siche Abbildung 12.4. Das
faradaysche Induktionsgesetz besagt, dass ein sich dndernder magnetischer Fluss in
einer geschlossenen Kurve im Raum eine elektrische Spannung induziert, die gleich der
zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses durch die von der Kurve eingeschlossene
Fliche ist.'® Um das zu priizisieren, nehmen wir an, dass E und B von der Klasse
C! sind. Wir fixieren eine kompakte C?-Fliche ¥ in R* und eine Koorientierung v
von Y. Wir schreiben T fiir die durch v induzierte Orientierung des Randes 9X. Das
faradaysche Induktionsgesetz besagt, dass

d
(Spannung ldngs der Kurve C' := 0%) = / E.-ds=—— B-dA. (11.35)
c,T dt IR

15Die Spannung ist dieser Anderung entgegengerichtet.
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Abbildung 11.16: Michael Faraday,
1791-1867, englischer Experimental-
physiker.

Abbildung 11.15: James Clerk Max-
well, 1831-1879, schottischer Physiker.

Dieses Gesetz ist nach Michael Faraday benannt, sieche Abbildung 11.16. Wir leiten
dieses Gesetz aus der Maxwellgleichung (11.34) mittels des Satzes von Stokes her: Es
gilt

/ E.-ds= / (VxE)-dA (geméss Satz 11.38, Stokes)
C,T IRV

0B
= — / i dA (gemiiss der Maxwellgleichung (11.34))
DIV

d

——— | B-dA.
dt Js.,

Die letzte Gleichheit folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.
Dieser Satz gehort zur sogenannten Masstheorie.

Das zeigt das faradaysche Induktionsgesetz (11.35). Das faradaysche Induktionsgesetz
ist also die integrale (oder globale) Form eines physikalischen Gesetzes, die Maxwell-
gleichung (11.34) ist die differentielle’® Form davon.

Bemerkungen. e Das Faradaysche Induktionsgesetz impliziert, dass ein sich &ndernder
magnetischer Fluss durch eine Flédche, die von einem Draht umspannt wird, ei-
nen Strom im Draht induziert. Dieses Prinzip bildet eine der Grundlagen fiir
Elektromotoren und Generatoren.

e Fiir eine ausfiihrliche Behandlung der Maxwellgleichungen und des faradayschen
Induktionsgesetzes siehe die Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen.

164. h., mittels Ableitung formulierte
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11.7 Divergenz, Satz von Gaui3,
stromungsmechanische Interpretation der
Divergenz, Anwendung: Maxwellgleichung,
Gauflsches Gesetz der Elektrostatik

Dieser Abschnitt entspricht [Bla96b, 6.2, 6.3] und [Stra, 8.8]. Der Satz von Gauf} besagt,
dass das Integral der Divergenz eines Vektorfeldes iiber ein C'-Gebiet in R” gleich dem
Fluss des Vektorfeldes durch den Rand des Gebietes ist. Dieser Satz spielt eine wichtige
Rolle in der Physik, zum Beispiel in der Stromungslehre und der Elektrostatik. Mit
Hilfe dieses Satzes werden wir das n-dimensionale Volumen der Sphéare S™ berechnen.
Um den Satz zu formulieren, brauchen wir Folgendes. Seien U C R™ ein offenes C*-

Gebiet und X ein C*-Vektorfeld auf U.

Definition 11.41. Wir definieren die Divergenz (oder Quellendichte) von X als die
Funktion

divX :=V-X:=) DX"
i=1
Bemerkung. Formal ist V- X das Standardskalarprodukt von V = (Dl, e ,Dn) mit
X. Das ist der Grund fiir die Notation V - X.
Beispiel 11.42. [Divergenz] Wir betrachten das Euler-Vektorfeld
X :=id:R" = R", X(z) = =x.

Die Divergenz von X ist gegeben durch
V-X:ZDixiEn.
i=1

Definition 11.43 (Koorientierung des Randes). Sei U C R" ein C'-Gebiet. Wir de-
finieren die nach aussen weisende Koorientierung!” von OU als die Abbildung

_ Vg(zo)
IV g (o)’

wobei U' C R™ eine offene Umgebung von xy ist und g € CY(U',R) eine Submersion
st so, dass

v:0U — R", v(xg) (11.36)

UNnU =g (] - o0,0]).

Bemerkungen. e (U, g) existiert gemiiss der Definition eines C'!'-Gebietes.

17(oder das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld)
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Abbildung 11.18: Satz von Gauf.

Abbildung 11.17: Carl Friedrich Gauf3,
deutscher Mathematiker, 1777-1855.

e v(xg) besitzt die Linge 1 und ist orthogonal zu T,,0U, da fiir jeden Vektor
v e T,,0U gilt, dass

Dg(zo)v
RZES

Das folgt aus aus der Gleichheit ¢g=!(0) = U’ N U und Satz 9.41 (Charakterisie-
rung des Tangentialraumes).

<1/(xo), v> =

e v(xzg) hdngt nicht von der Wahl von (U’, g) ab.

Satz 11.44 (Divergenzsatz von Gauf}). (/[DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529]) Seien U C
R"™ ein beschrinktes C'-Gebiet und X € C*'(U,R"). Dann ist das Integral der Divergenz
von X tber U gleich dem Fluss von X durch den Rand von U, d. h.

/V-de:/ X -dA = X -vdA, (11.37)
U oUw ou

wobei v die nach aussen weisende Koorientierung von OU ist.

Beweis: [DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529] oder [Stra, Satz 8.8.1, S. 224] (Fall n = 3)

Dieser Satz ist nach Carl Friedrich Gaufl benannt, sieche Abbildung 11.17. Abbildung
11.18 verdeutlicht den Satz.

Beispiel. [Satz von GauB fiir n = 1, zweiter Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung]Wir betrachten den Fall n = 1 und schreiben |a,b[:= U, f := X. Dann
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besagt Satz 11.44 (Gauf}), dass

ou
= f(b) -1+ fa)-(=1)
= f(b) = f(a).

Das ist der zweite Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Bemerkung. [Beweis des Satzes von Gaufl] Der Beweis des Satzes von Gaufl beruht auf
dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Die Idee ist, den Satz
von Gaufl mittels des Satzes von Fubini auf den eindimensionalen Fall zu reduzieren
und dann den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung anzuwenden. Siehe den
Beweis von [DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529].

Beispiel 11.45. [Satz von Gaufl und Volumen der Sphére| Wir berechnen das (n—1)-
dimensionale Volumen der Sphire S"~! := S}"(0), indem wir den Satz von Gauf} auf
das Euler-Vektorfeld

X:=id:B":=B/(0) > R", X(z):=u

anwenden. Die nach aussen weisende Koorientierung von 0B" = S™"~1 ist durch v(x) =
x gegeben. (Vergleichen Sie das mit Beispiel 11.18.) Es gilt, dass

Vol,,_; (™) = / 1dA

Sn—1

= / X -vdA
Sn—1—_gBn

= V- Xdx (geméss Satz 11.44, GauBl)

B’VL
= / ndx (wegen Beispiel 11.42)
= n Vol (B")

k
2n falls 1 = 2k,

falls n = 2k + 1,
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wobei wir im letzten Schritt eine Aufgabe aus Ubungsserie 7 (Volumen des Einheits-
balls) verwendet haben. Insbesondere erhalten wir

= 4.

Vol (S') = =21, Voly(S?) =

[\
SIS
—

Das stimmt mit den Resultaten der Beispiele 11.3, 11.27 und 11.33 iiberein. Wir stellen
fest, dass
Vol,(B") = 0, Vol,(S") =0, fiir n — oo.

(Uberlegen Sie sich das!)

Bemerkung 11.46. [stromungsmechanische Interpretation der Divergenz, Motivation
fiir den Namen] Wegen des Satzes von GauB besitzt die Divergenz folgende anschau-
liche stromungsmechanische Interpretation als die Anzahl Teilchen einer Fliissigkeit
oder eines Gases, die pro Volumen und Zeitspanne aus einem “infinitesimalen Gebiet”
herausfliessen und daher in verschiedene Richtungen divergieren. Um das zu verste-
hen, betrachten wir eine stationérstromende Fliissigkeit. (Vergleiche mit Bemerkung
11.35(iii).) Wir schreiben p(x) fiir die Teilchenzahldichte der Fliissigkeit im Punkt
r € R? und v(z) fiir ihren Geschwindigkeitsvektor im Punkt x. Das Produkt von p und
v ist ein Vektorfeld X := pv : R* — R®. Seien xy € R® und r €]0, oo[. Wir definieren
U, := B3(zy). Es gilt

1
TiA - Anzahl Teilchen, die insgesamt pro Zeitspanne aus U, herausstrémen
1
= X -dA (sieche Abbildung 11.10)
|Ur| oUr.
1
=— [ V- Xdx (geméss Satz 11.44)
U:| Ju,

— V- X(z0) fiir r — 0.

Der intuitive Grund fiir diese Konvergenz ist, dass die Werte von V - X im Ball U,
“Immer weniger von V - X (zg) abweichen”, wenn r > 0 kleiner wird. Anschaulich gilt
daher:

V- X(zo) (11.38)
= Divergenz von X = pv im Punkt z
= Anzahl Teilchen, die pro Volumen und Zeitspanne aus einem “infinitesimalen Ball”

herausfliessen, also in verschiedene Richtungen divergieren

Das motiviert auch den Namen “Divergenz”. Falls die Divergenz in x( positiv ist, dann
stromt mehr Fliissigkeit oder Gas aus einem kleinen Ball um xg heraus als hinein. Das
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passiert zum Beispiel, wenn sich Luft erwéarmt. Wir kénnen uns diese Divergenz von
Teilchen am Beispiel des Euler-Vektorfeldes X (z) := 2 und 2y = 0 veranschaulichen.
(Zeichnen Sie dieses Vektorfeld! Vergleichen Sie mit Beispiel 11.42!)

Wir nehmen jetzt an, dass die Fliissigkeit keine Quellen und Senken besitzt, d. h. nir-
gends entsteht oder verschwindet. Gemiéss (11.38) gilt dann

V- (pv) =0.

Des Weiteren nehmen wir an, dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, d. h. nicht zu-
sammengedriickt werden kann. Das bedeutet, dass p zeitlich und rdumlich konstant
ist. In diesem Fall gilt

pV -v =V - (pv) =0, also V.v=0.

Die Divergenz des Geschwindigkeitsvektorfeldes einer inkompressiblen quellfreien Fliissigkeit
verschwindet also. Eine solche Fliissigkeit ist zum Beispiel in guter Néherung durch
Wasser gegeben, in dem keine chemischen Reaktionen stattfinden. Die Gleichung V-v =

0 spielt in der Strémungslehre eine wichtige Rolle. Stromungslehre wird in den Vor-
lesungen des Studienganges RW Fluiddynamik I (4. Semester, Grundlagenfach) und
Fluiddynamik II (5. Semester, Vertiefungsgebiet) behandelt.

Mit Hilfe des Satzes von Gauf} sind wir jetzt im Stande, Satz 11.12 (Green) zu beweisen.

Beweis des Satzes 11.12 (Green): Seien U, X wie in diesem Satz vorausgesetzt.
Wir bezeichnen mit 7' : OU — R? die positive Orientierung des Randes OU und mit
v : OU — R? die nach aussen weisende Koorientierung. Fiir jedes x € OU ist v(z)
gleich dem um 7 im Uhrzeigersinn gedrehten Vektor T'(x), d. h.

v=(T%-T"). (11.39)

Das folgt aus den Definitionen von 7" und v mit Hilfe einer Submersion g : U" — R,
die U lokal beschreibt. (Uberlegen Sie sich das!) Wir definieren

Y = (X% -XY:U — R
Das ist X um 7 im Uhrzeigersinn gedreht. Y ist ein C'-Vektorfeld mit Divergenz

V.Y =DX?—DyX'=rotX.
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Aus Satz 11.44 (GauB)) folgt daher, dass

/rotha::/V~de
U U
:/ Y -vds
oUu

— /E)U (X?T% — X'(=T")) ds (wegen (11.39))

= X -Tds,

oU

wie behauptet. Das beweist Satz 11.12. O

Im folgenden Beispiel wenden wir den Satz von Gaufl an, um aus einer der vier Max-
wellgleichungen der Elektrodynamik das Gauflsche Gesetz herzuleiten.

Beispiel 11.47. [Maxwellgleichung, GauBisches Gesetz, Satz von Gaufl] Wir betrachten
das elektrische Feld E und die elektrische Ladungsdichte p als Funktionen des Ortes
r € R3. Wir schreiben

go := elektrische Feldkonstante ~ 8.9 - 10~ 2kg ™ 'm~3sec* A2

Eine der vier Maxwellgleichungen besagt, dass
V-E=—. (11.40)

Das Gaufische Gesetz besagt, dass der Fluss des elektrischen Feldes iiber den Rand
eines Gebietes proportional zur Ladung im Gebiet ist. Um das zu prézisieren, nehmen
wir an, dass E von der Klasse O ist. Wir fixieren ein beschrinktes C'-Gebiet U C R3.

Wir schreiben v : QU — R? fiir die nach aussen weisende Koorientierung des Randes
oU und

@ := elektrische Ladung im Gebiet U.

Das Gaufische Gesetz besagt:

Fluss des elektrischen Feldes durch den Rand 0U = / E.-dA = Q (11.41)

oUv €0

Wir leiten dieses Gesetz aus der Maxwellgleichung (12.11) mittels des Satzes von Gaufl
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her: Es gilt

/ E.dA = / V. -Edx (gemiss Satz 11.44, GauB)
oU,v U

1
=— [ pdz (gemiiss der Maxwellgleichung (12.11))

o Ju

Q

€0
Das zeigt das GauBsche Gesetz (11.41).

Das Gaufische Gesetz ist also die integrale Form eines physikalischen Gesetzes, die
Maxwellgleichung (12.11) ist die differentielle Form davon. Diese Gleichung wird in
der Vorlesung FElektromagnetische Felder und Wellen ausfithrlich behandelt (ITET:
4. Semester, RW: Wahlfach, 6. Semester).






Kapitel 12

Ausblick auf Analysis 3: partielle
Differentialgleichungen,
Maxwell-(Gleichungen der
Elektrodynamik und
Wellengleichung

12.1 Einleitung

In diesen letzten Vorlesungsstunden méchte ich Thnen einen Ausblick auf Analysis 3
geben, worin partielle Differentialgleichungen behandelt werden. Grob gesagt, ist eine
partielle Differentialgleichung (PDG) eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion, in der
die Funktion und ihre partiellen Ableitungen (auch héherer Ordnung) auftreten. Solche
Gleichungen beschreiben zahlreiche physikalische und chemische Gesetze. Dabei spielt
die gesuchte Funktion die Rolle einer physikalischen oder chemischen Grosse, die vom
Ort und manchmal von der Zeit abhéngt.

Ein Beispiel aus der Physik ist die Wellengleichung, die unter anderem die Aus-
breitung von Schallwellen und elektromagnetischen Wellen beschreibt. (Siehe die Vor-
lesungen Physik I (ITET, RW) und Elektromagnetische Felder und Wellen (ITET:
4. Semester, RW: Wahlfach, 6. Semester). Ein weiteres Beispiel ist die Diffusionsglei-
chung, die beschreibt, wie sich die rdumliche Verteilung einer Stoffmengenkonzentra-
tionen zeitlich entwickelt. Die Schrédingergleichung beschreibt die Zeitentwicklung
eines quantenmechanischen Systems. (Siehe die Vorlesung Physics II (ITET).)

237
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Die Maxwell-Gleichungen sind ein System partieller Differentialgleichungen, welche
die Zeitentwicklung des elektrischen und des magnetischen Feldes beschreiben. (Siehe
Abschnitt 12.4.)

Ein Ziel der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es, eine gegebene Diffe-
rentialgleichung zu 16sen. Im besten Fall wird die Losung durch eine Formel gegeben.
Ein Ziel der Vorlesung Analysis 3 ist es, solche Formeln fiir die Wellengleichung, die Dif-
fusionsgleichung und die Laplace-Gleichung (siehe Abschnitt 12.3) zu behandeln. Ein
weiteres Ziel ist es, Eigenschaften der Losungen einer gegebenen PDG zu beschreiben.
Zum Beispiel konvergiert die Losung der Diffusionsgleichung bei isolierenden Randbe-
dingungen gegen den Mittelwert der Anfangsbedingung, wenn die Zeit gegen unendlich
geht. (Die Losung gibt die zeitliche Entwicklung der Stoffmengenkonzentration einer
diffundierenden Substanz an. Die Anfangsbedingung gibt die Konzentration zum Be-
ginnzeitpunkt an.)

Die Vorlesung Analysis 3 bildet unter anderem die Grundlage fiir die Vorlesung Nume-
rical Methods for Partial Differential Equations (RW, Grundlagenfach, 4. Semester).

12.2 Partielle und gewohnliche
Differentialgleichung, Beispiel:
Transportgleichung

Um den Begriff einer PDG prézise zu machen, erinnern wir uns, dass N = {1,2, ...} die
Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0 bezeichnet. Wir fixieren n € N und eine offene
Teilmenge U C R™ (zum Beispiel U = R"). Wir betrachten eine Funktion

u:U — R,
d. h. eine Abbildung, die jedem Punkt x € U eine reelle Zahl zuordnet. Wir schreiben
xr = (xh...,xn) = (a:l,...,x").
u ist also eine reellwertige Funktion der m Variablen z1,...,x,.! Wir fixieren eine

natiirliche Zahl k.

Definition 12.1. Fine partielle Differentialgleichung (PDG) der Ordnung k fir u ist
eine Gleichung der Form

F(m, u(x), partielle Ableitungen von u bis zur Ordnung k im Punkt x) =0,V eU,
(12.1)

I'Manchmal werden wir fiir die i-te Variable einen unteren Index verwenden, also z; schreiben.
Manchmal werden wir dafiir stattdessen einen oberen Index verwenden, also z* schreiben. Wenn die
Gefahr besteht, den oberen Index mit einer Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index
verwenden.
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wobei F' eine feste Funktion ist.?
Bemerkungen. Im Englischen heisst eine partielle Differentialgleichung partial diffe-

rential equation, abgekiirzt PDFE.

Fir ¢« = 1,...,n ist die partielle Ableitung von u nach der i-ten Variablen z; die
Funktion u,, : U — R, die definiert ist durch

Uy, () = f'(x;), wobei
f(t) = U(.Tl, R t,fl?lqu, Ce ,.’L‘n>.

Wir schreiben fiir diese Ableitung auch

ou
8277; ’

Beispiel. [(hohere) partielle Ableitung] Wir betrachten den Fall n = 2 und die Funk-
tion u : R* — R, u(x) := x1z5. Die partiellen Ableitungen von F sind gegeben durch

Oiu = Oy, u 1=

= Uyg,.

3

Oru(x) = ug, () = u(+, 22) (21) = 22,

Ohu(x) = tg,(x) = u(w1,+) (22) = 71,

8281U(J}) = Uz (l‘) = (url)m (I) =1 = Ugya, (13)

(Hier bezeichnet u(+, x2) die Funktion von R nach R gegeben durch u(e, xs)(t) :=
u(t, z5).) Alle anderen (hoheren) partiellen Ableitungen sind gleich 0.

Wir betrachten jetzt zuerst den eindimensionalen Fall, also n = 1. Dann héngt die
Funktion u nur von einer reellen Variablen ab. Eine PDG ist dann dasselbe wie eine
gewohnliche Differentialgleichung (GDG).

Beispiele. [gewohnliche Differentialgleichung] Betrachte zum Beispiel den Fall U = R
und k£ =1, d. h. eine GDG der Ordnung 1.

e Sei f: R — R eine stetige Funktion und die Funktion F' gegeben durch

F(% y(]?yl) =y — f(x).
Gemiiss 12.1 entspricht diese Funktion der GDG
F(z,u(x),u(z)) =u/(z) — f(x) =0, Vz € R,
d. h. v/(z) = f(z), Yz € R. (12.2)

2Wir nehmen an, dass diese Funktion nicht beziiglich aller partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
konstant ist.
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Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt, dass fiir jede
Konstante ¢ € R die Funktion

u(z) :/Ozf(t)dt—i-c

die Gleichung (12.2) 16st und dass das die einzigen Losungen dieser Gleichung
sind. Das haben Sie in Analysis 1 gelernt.

e Sei a € R und die Funktion F' gegeben durch
F(z,90,1) :== 11 — ayo-

Gemiiss 12.1 entspricht diese Funktion der GDG

F(z,u(x),u(z)) =/ (z) — au(z) =0, Vo € R,
d. h. v/(z) = au(z), Vo € R. (12.3)

Diese GDG beschreibt zum Beispiel radioaktiven Zerfall. Dabei spielt x die Rolle
der Zeit t. Die allgemeine Losung ist gegeben durch

u(z) = ce®,
wobei ¢ € R eine beliebige Konstante ist. Dass diese Funktion die Gleichung
(12.3) lost, folgt durch Nachrechnen. (Rechnen Sie das nach!) Dass sie die einzige
Losung der Gleichung ist, folgt aus dem Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof
fiir GDG. Siehe [Stra, Satz 6.5.1, p. 145].

Sei jetzt n € N allgemein.

Beispiel. [Transportgleichung]

e Eine einfache partielle Differentialgleichung, die keine GDG ist, ist die Transport-
gleichung mit konstanten Koeffizienten. Wir schreiben die Standardkoordinaten
in U :=R""alst,xy,..., 7, und kiirzen ab x = (:L‘l, e ,xn).g
differenzierbare Funktion u : R*™! — R bezeichnen wir mit

Fiir eine partiell

Uy
Vu:=V,u:=
Ug,,
3Wir schreiben also einen Punkt in R™*! als (¢,21,...,2,) = (t,z). Die Standardkoordinaten sind

kartesische Koordinaten.
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den Gradienten beziiglich x. Erinnerung an Lineare Algebra: Das euklidische
innere Produkt auf R™ ist definiert durch

V-w = Zviwi = VNW1 + ... VpWy.
i=1
Sei v € R™. Die Transportgleichung zum Vektor v ist gegeben durch
u +v-Vu=0. (12.4)
Sei g : R* — R eine stetig differenzierbare Funktion.* Wir definieren die Funktion

u: R = R, u(t, z) == g(x — tv). (12.5)

Diese Funktion 16st die Transportgleichung (12.4). Es gilt ndmlich

ut—i-v-Vu:—ng(x—tv)vi—i—v-qu(x—tv)
i=1
(mit Hilfe der Kettenregel aus Analysis 2)
=—Vyg(zx —tv)-v+v- -Vg(z —tv)
=0.

(Fiir Details zur Kettenregel siche Ubungsserie 2.)

Bemerkungen. [Transportgleichung]

e Wir betrachten den Fall n = 3 und interpretieren die Koordinate ¢ als die Zeit.
Die Gleichung (12.4) beschreibt dann den Transport einer chemischen Substanz
uw in einer Stromung mit konstanter Geschwindigkeit v, ohne Quellen, Senken
und Diffusion. u spielt hierbei die Rolle der Stoffmengenkonzentration. In dieser
Situation ist g = u(0,+), also die Konzentrationsverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Geméss der Losungsformel (12.5) gilt darum, dass u(t,+), die Konzentrations-
verteilung zum Zeitpunkt ¢, durch die um tv transportierte (d. h. verschobene)
Anfangsverteilung ¢ gegeben ist. (Siehe Abbildung 12.1.) Das rechtfertigt den
Namen Transportgleichung fir (12.4).

e In einer allgemeineren Form der Transportgleichung darf der Vektor v vom Zeit-
punkt ¢ und vom Ort z abhéngen. Das bedeutet, dass v dann ein sogenanntes
zeitabhdngiges Vektorfeld auf U = R™ ist. Die allgemeinere Transportgleichung
beschreibt den Transport einer chemischen Substanz in der Stromung, die durch
die zeit- und ortsabhéngige Geschwindigkeit v(¢, z) gegeben ist. Das gilt, falls die
transportierende Fliissigkeit inkompressibel, d. h. nicht zusammendriickbar ist.

4Das bedeutet, dass die ersten partiellen Ableitungen von g existieren und stetig sind.
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g
u(t,z) = g(x — tv)
40
I T
T —tv 4

Abbildung 12.1: Anfangsverteilung: blau, transportierte Verteilung: griin.

Beispiel. [keine PDG]| Die Gleichung
u'(z) = u(x —1)

ist keine partielle Differentialgleichung®, weil sie nicht die Form (12.1) hat. Das Pro-
blem ist, dass das Argument (x — 1) der Funktion u sich vom Argument (z) ihrer
Ableitung unterscheidet. Diese Gleichung ist eine sogenannte retardierte Differential-
gleichung (English delay differential equation).

12.3 Laplace-, Wellen-, Wirmeleitungsgleichung

In der Vorlesung Analysis 3 werden die drei grossen partiellen Gleichungen behandelt,
namlich:

e die Laplace-Gleichung
e die Wellengleichung

o die Warmeleitungsgleichung = Diffusionsgleichung

Um diese Gleichungen aufzuschreiben, brauchen wir die folgende Definition.

Definition 12.2. Der Laplace-Operator A ist gegeben durch

Au = ;af Z 3o, ax, (12.6)

Sei jetzt f : R™ — R eine Funktion. Die inhomogene Laplace-Gleichung mit Inhomoge-
nitit f (oder Poisson-Gleichung) ist gegeben durch

Au = f. (12.7)
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o

Abbildung 12.2: Pierre-Simon Laplace, = Abbildung 12.3: Siméon Denis Poisson,
1749-1827, franzosischer Mathematiker,  1781-1840, franzosischer Physiker und
Physiker und Astronom. Mathematiker.

Diese Gleichung ist nach Pierre-Simon Laplace und Siméon Denis Poisson benannt,
siehe die Abbildungen 12.2, 12.3. Sie ist eine partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Wir definieren namlich die Funktion F' durch

F(x7y7y17"'7yn>y11>"'7y1n7yn17"'7ynn) = (ZZM) _f(x>6
i=1

Dann ist die inhomogene Laplacegleichung (12.7) gegeben durch
0= Au(z) — f(x)
i=1

= F(a:, U(), Uy (T), oo Uy, (T)y Uy oy () ooy Uy, (T) s Uy ()0 U, (a:))

(Wir setzen hier ug,,, (2) fiir die Variable y;; ein.) D. h., die Gleichung (12.7) hat die
gewiinschte Form (12.1). Die (inhomogene) Laplacegleichung ist der Prototyp einer
elliptischen PDG. Sie bestimmt zum Beispiel das elektrostatische Potential u, das
durch eine Ladungsverteilung p erzeugt wird. In diesem Fall ist f = —f, wobei g
die elektrische Feldkonstante ist. Der Fall f = 0 entspricht der (homogenen) Laplace-
Gleichung PDG

Au = 0. (12.8)

Im Fall n = 3 beschreibt diese Gleichung zum Beispiel den Gleichgewichtszustand einer
chemischen Substanz. Dabei ist u die Stoffmengenkonzentration. (Siehe die Bemerkun-

im Sinn der Vorlesung Analysis 3
SHier kommen Variablen 1i; vor, die von zwei Indizes ¢ und j abhéngen.
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gen unten nach der Diffusionsgleichung (12.10).)

Wir schreiben jetzt (¢,x) = (t, Ti,... ,xn) fiir die Koordinaten in R"™! und fassen ¢ als
die Zeit und z als den Ort auf. Die Wellengleichung ist die PDG

Uy = 2 Au,” (12.9)

wobei ¢ > 0 eine reelle Konstante ist, die Ausbreitungsgeschwindigkeit genannt wird.
Diese Gleichung ist der Prototyp einer hyperbolischen PDG. Im Fall n = 3 beschreibt
die Gleichung zum Beispiel die Ausbreitung einer Schallwelle. Dabei ist u der Schall-
druck. Die Gleichung (12.9) beschreibt auch die Schwingung einer Saite.

Die Wirmeleitungsgleichung (oder Diffusionsgleichung) ist die PDG
uy = alAu, (12.10)

wobei a > 0 eine reelle Konstante ist. Diese Gleichung ist der Prototyp einer paraboli-
schen PDG. Die Gleichung bestimmt, wie sich die rdumliche Temperaturverteilung in
einem Gebiet zeitlich entwickelt. Dabei ist n = 3, u die Temperatur und a die Tempera-
turleitfihigkeit. Die Gleichung beschreibt auch die Zeitentwicklung der (Stoffmengen-
JKonzentration einer diffundierenden chemischen Substanz, wobei dann n = 3, u die
Konzentration und a der Diffusionskoeffizient sind.®

Das System ist genau dann im Gleichgewicht, wenn sich die Konzentration (in der Zeit)
nicht &ndert, d. h. wenn u; = 0. In diesem Fall wird die Diffusionsgleichung (12.10) zur
Laplacegleichung (12.8).

Die Losungen der drei Typen von PDG (elliptisch, hyperbolisch, parabolisch) haben
verschiedene Figenschaften. Zum Beispiel konvergiert die Losung der Warmeleitungsgleichung
bei isolierenden Randbedingungen gegen den Mittelwert der Anfangsbedingung, wenn

die Zeit gegen unendlich geht. Das bedeutet, dass sich Temperatur- und Konzentrati-
onsunterschiede iiber die Zeit hinweg ausgleichen. Fiir eine Losung der Wellengleichung

gilt diese Eigenschaft nicht. Stattdessen pflanzt sich eine solche Losung immer weiter

fort.

"Hier und im Folgenden ist Au immer noch die Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach
allen Variablen z;, wie in (12.6). Au enthilt also keine Ableitungen nach ¢.
8Wir nehmen hier an, dass die Substanz nicht chemisch reagiert.
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12.4 Systeme partieller Differentialgleichungen,
Beispiel: Maxwell-Gleichungen der
Elektrodynamik, Zusammenhang mit der
Wellengleichung

Unter einem System partieller Differentialgleichungen verstehen wir eine Gleichung der
Form (12.1), wobei jetzt m € N und die gesuchte Funktion u eine Abbildung

u:(ul,...7um):U—>[Rm

ist. Die Maxwell-Gleichungen sind ein System partieller Differentialgleichungen,
welche die Zeitentwicklung der elektrischen Feldstérke E und des magnetischen Feldes
B beschreiben. Sie sind gegeben durch (in SI-Einheiten):

p

V-E = — Gauflsches Gesetz fiir das elektrische Feld (12.11)
€0
V-B =0 GauBsches Gesetz fiir das magnetische Feld (12.12)
V xE+ 0B =0 Faradaysches Induktionsgesetz (12.13)
V x B — gouo0E = ppj Amperesches Gesetz mit Maxwellschem Verschiebungsstrom
(12.14)
t := Zeit
(9,5 = %
x = (21,29, x3) := Ort
0
ox1
V=V, := 8%2 = raumlicher Gradient
Bz

E := elektrische Feldstirke (gesuchte Funktion von ¢ und x)

B := Magnetfeld = magnetische Flussdichte (gesuchte Funktion von ¢ und z)
p := Ladungsdichte

j := elektrische Stromdichte

go := elektrische Feldkonstante ~ 9-107'2F/m

o = magnetische Feldkonstante =~ 1.3-107N/A?

(Siehe die Vorlesungen Physik II (RW) und Elektromagnetische Felder und Wellen
(ITET: 4. Semester, RW: Wahlfach, 6. Semester).) Die Maxwell-Gleichungen sind nach
James Clerk Maxwell benannt, sieche Abbildung 12.4.
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Abbildung 12.4: James Clerk Maxwell, 1831-1879, schottischer Physiker.

Bemerkungen. [Maxwellgleichungen]

e Die Maxwellgleichungen beschreiben zusammen mit dem Lorentzkraftgesetz die
(klassische) Elektrodynamik. Die Elektrodynamik ist das Teilgebiet der Phy-
sik, das bewegte elektrische Ladungen und zeitlich verdnderliche elektrische und
magnetische Felder beschreibt. Sie bildet die Grundlage fiir die Elektrotechnik.

e Die Gleichung (12.12) besagt physikalisch, dass es keine magnetischen Ladungen
gibt.
Im Vakuum folgt aus den Maxwell-Gleichungen die Wellengleichung. Das ist der Inhalt

des folgenden Satzes.

Satz 12.3 (Maxwellgleichungen und Wellengleichung). Wir nehmen an, dass p = 0
und j = 0. Sei (E,B) € CQ([R4, RS = R3 x |R3) eine Losung der Mazwellgleichungen.
Dann losen E und B die Wellengleichung

uy = AU

mit

N|=

¢ := (eoptp) 2. (12.15)

Bemerkung. Damit meinen wir, dass alle Komponenten von E und B diese Wellen-
gleichung l6sen.
Im Beweis dieses Satzes werden wir Folgendes verwenden.

Bemerkung 12.4. [vektoranalytische Identitéit] Fiir jedes X € C*(R?, R?) gilt

Vx(VxX)=V(V-X)-AX.
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(Siehe Ubungsserie 9. Der Laplace-Operator wird hier auf jede Komponente von X
angewandt.)

Beweis des Satzes 12.3: Gemiiss dem Ampereschen Gesetz mit Maxwellschem Ver-
schiebungsstrom und j = 0 gilt

8tE = (Eoluo)ilv x B
=c*V xB (gemiss (12.15))

und daher

O’E = *9,V x B
=c*V x 0,B (geméss dem Satz von Schwarz 8.52)
=c?V x (-V x E) (geméss dem Faradayschen Induktionsgesetz)
=c?(-V(V-E)+ AE) (geméss Bemerkung 12.4)
=0+ 2AE (gemiss dem Gauflschen Gesetz fiir E mit p = 0)
Also 16st E die Wellengleichung uy; = c¢?Au.

Ein #hnliches Argument zeigt, dass B diese Gleichung 16st. (Siche Ubungsserie 10.)
Das beweist Satz 12.3. O

Bemerkung. |elektrische Feldkonstante:

https://de.wikipedia.org/wiki/Elektrische_Feldkonstante
magnetische Feldkonstante:
https://de.wikipedia.org/wiki/Magnetische_Feldkonstante
Lichtgeschwindigkeit:
https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtgeschwindigkeit

google: (8.854187818814%107(-12) * 1.2566370612720%10~(-6))~(-1/2)

Es gilt ¢ = (E(),LL())_% ~ 299'792'458m sec!. Das ist gleich der Lichtgeschwindigkeit

im Vakuum. Licht ist eine elektromagnetische Strahlung. (Manchmal wird nur der
sichtbare Teil dieser Strahlung “Licht” genannt.) Dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit
fiir die hergeleitete Wellengleichung gerade die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist,
ist daher kein Zufall.
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12.5 Ein paar allgemeine Bemerkungen

Der Satz von Picard-Lindel6f garantiert, dass jede gewdhnliche DG eine Losung be-
sitzt, mindestens fiir kurze Zeit. (Siehe [Stra, Satz 6.5.1, p. 145].) Im Gegensatz dazu
gibt es partielle Differentialgleichungen, wofiir keine Losung existiert. Des Weiteren ist
fiir einige PDG nicht bewiesen, dass es eine Losung gibt. Ein beriihmtes Beispiel dafiir
ist die Navier-Stokes-Gleichung, die viskose Fliissigkeiten beschreibt. Das Clay Ma-
thematics Institute hat eine Million US-Dollar fiir einen Beweis ausgelobt, dass diese
Gleichung eine glatte Losung besitzt.

Fiir die meisten PDG gibt es keine konkrete Losungsformel. Fiir viele PDG gibt es aber
einen Beweis dafiir, dass eine Losung existiert. Da Analysis 3 sich nur PDG beschéftigt,
wofiir es eine Losungsformel gibt, wird sie also nur mit einem kleinen Teil der Theorie

der PDG behandeln.

12.6 Linearitit einer PD(G, Superpositionsprinzip

Eine GDG heisst linear g. d. w. ? nach Verschieben von Termen die linke Seite der GDG
durch eine Linearkombination der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen gegeben
ist und die rechte Seite durch eine feste Funktion. Die folgende Definition macht das
prézise.

Definition 12.5 (lineare PDG). Wir nennen eine PDG' linear ¢. d. w. sie in die
folgende Form gebracht werden kann, indem wir Terme auf die linke oder rechte Seite
verschieben:

( endliche Summe von Produkten der Form: > = f(z). (12.16)

Funktion von x mal u oder (hohere) partielle Ableitung von u

Im Fuall f =0 nennen wir eine solche PDG homogen, sonst inhomogen.

Die oben genannten PDG, mit denen wir uns in dieser Vorlesung befassen werden, sind
alle linear. Solche Gleichungen sind im Allgemeinen einfacher zu behandeln als nicht
lineare PDG.

Beispiele. [(nicht-)lineare Differentialgleichungen)|

e Die Transportgleichung (12.4), die (homogene) Laplace-Gleichung (12.8), die
Wellengleichung (12.9) und die Warmeleitungsgleichung (12.10) sind alle linear

9genau dann, wenn
0oder ein System partieller DG
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und homogen. (Um das zu sehen, schreiben wir zum Beispiel die Wellengleichung
um als uy — 2Au = 0.)

e Die Poisson-Gleichung (12.7) ist linear und inhomogen (falls f # 0).

Bemerkung. [homogene Linearitit] Eine PDG ist linear und homogen g. d. w. ihre
rechte Seite gleich null ist und ihre linke Seite linear von der gesuchten Funktion u
abhingt'’. D. h., wenn wir fiir die linke Seite T'(u) schreiben, dann gilt

T(au) = aT'(u), T(u+v)=T(u)+T(v),
fiir jede reelle Zahl a und alle geniigend differenzierbaren Funktionen wu,v. Das recht-

fertigt die Bezeichnung lineare PDG.

Aus dieser Bemerkung folgt das Superpositionsprinzip. Um dieses zu formulieren, er-
innern wir uns an Folgendes aus der linearen Algebra: Eine (endliche reelle) Linear-
kombination der Funktionen wuq, ..., u, ist eine Funktion der Form aiu; + ... + asuy,
wobei ay, ..., a; reelle Zahlen sind.

Proposition 12.6 (Superpositionsprinzip). Jede (endliche) Linearkombination von
Losungen einer homogenen linearen PDG lost die PDG ebenfalls.

Beispiele. [Superpositionsprinzip|

e Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
u’ = . (12.17)
Diese Gleichung ist linear, da wir sie umschreiben koénnen als
1-u"+(=1)-u=0

und sie dann die Form (12.16) hat. (Die Koeflizienten 1 und —1 sind (konstante)
Funktionen von z.) Die Funktionen

uy(x) == e", us(x) :=e

losen die GDG (12.17). Gemaéss Proposition 12.6 (Superpositionsprinzip) 10st
daher fiir alle reellen Zahlen a1, as die Funktion

U= auy + agus, u(x) = a1€® + age™

"nachdem wir alle Terme, die (partielle Ableitungen von) u enthalten, nach links gebracht haben



KAPITEL 12. AUSBLICK AUF ANALYSIS 3: PARTIELLE
550 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, ELEKTRODYNAMIK

ebenfalls die GDG (12.17). Wir konnen das auch direkt iiberpriifen. Es gilt

v = (a1u1 + a2u2)”
= (ayu} + agu’z), (da Ableiten eine lineare Operation ist)
= ajuy] + asul (da Ableiten eine lineare Operation ist)
= a Uy + asls (da u; und uy die GDG (12.17) lsen)
= u.

Also 16st u die GDG (12.17).
e Betrachte die (homogene) Laplacegleichung (12.8),
Au =0, (12.18)
im Fall n = 2. Die Funktionen
uy(x) := e™ sin(xq), uz(x) := ™ cos(xq)

losen diese PDG. (Rechnen Sie das nach!) Gemiéss Proposition 12.6 (Superposi-
tionsprinzip) 16st daher fiir alle reellen Zahlen ay, ay die Funktion

U= AU + asus, u(z) = are™ sin(zy) + age™ cos(xq)
ebenfalls die PDG (12.18). (Rechnen Sie das direkt nach!)

Bemerkung. [Superpositionsprinzip| Fiir eine nichtlineare PDG gilt das Superpositi-
onsprinzip im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel dafiir ist die GDG

u' = u’. (12.19)

Diese Gleichung ist nicht linear, da auf der rechten Seite u quadratisch vorkommt. Die
Funktion

u(z) = ——

16st die Gleichung (12.19). (Rechnen Sie das nach!) Wenn a eine reelle Zahl ist, dann
16st au die GDG (12.19) nur in den Féllen a = 0 und a = 1. Es gilt namlich

(au)?® = a*u?
= a*u/ (da u die GDG (12.19) 16st)
= a(au)".
Die rechte Seite ist genau dann gleich (au)’, wenn a = 0 oder a = 1 ist. Das bedeutet,

dass au die GDG (12.19) nur in diesen zwei Féllen 16st. Daher gilt das Superpositions-
prinzip fiir die GDG (12.19) nicht.
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12.7 Typen linearer PDG zweiter Ordnung:
elliptisch, hyperbolisch, parabolisch

Eine lineare PDG zweiter Ordnung heisst elliptisch, falls in jedem Punkt die Matrix
der Koeffizienten der zweiten partiellen Ableitungen positiv definit ist. Der Prototyp
einer elliptischen PDG ist die Laplacegleichung. Losungen homogener elliptischer PDG
erfiillen das Maximumprinzip, welches besagt, dass die Losung ihr Maximum (und
Minimum) auf dem Rand annimmt.

Um Elliptizitat einer PDG zu erkléren, erinnern wir uns an den Begriff der positiven
Definitheit aus der linearen Algebra.'? Sei n € N und

aiy ... Qip
_ n _
A= (aij)i,jzl =
Ap1 ... Qpp
eine reelle n x n Matrix.

Beispiel 12.7. Wenn n = 2 ist, dann hat so eine Matrix die Form
<(111 a12)
az  aa/’

Die Matrix A heisst positiv definit g. d. w. gilt'3:

n

VT Av =) o >0, Yo e R\ {0} 1 (12.20)
ij=1
Beispiel 12.8. Sei Ay, ..., \, positive reelle Zahlen. Dann ist die Diagonalmatrix
M O - 0
diag (A1, ..., An) = 0 A2
: .0
0 -+ 0 M\,

12Dieser Begriff spielte auch in Analysis 2 bei der Charakterisierung kritischer Punkte einer Funk-
tion eine Rolle.

BFiir eine Matrix M ist hierbei M7 die transponierte Matrix.

14Seien A und B Mengen. Wie Sie in Analysis 1 gelernt haben, ist das (relative) Komplement von
A in B (oder die mengentheoretische Differenz von A in B) die Menge B\ A := {b € B|b & A},
also die Menge aller Elemente b von B, die nicht in A liegen. In (12.20) stellen wir die Bedingung
vT Av > 0 also an jeden Vektor v in R™, der nicht in {0} liegt, d. h., nicht gleich 0 ist.
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positiv definit, da fiir jeden Vektor 0 # v € R" gilt:

UT dlag (/\1, e )\n)U = Z Uz)\ivi

i=1
= Z )\,L’U? >0
i=1
Insbesondere ist die Einheitsmatrix
1 0 0
1-7— 0 1
. 0
0 0 1

positiv definit. Andererseits ist die Diagonalmatrix diag ()\1, e >\n) nicht positiv de-
finit, falls eine (oder mehrere) der Zahlen Ay, ..., \, negativ oder null ist. (Warum?)

Bemerkungen 12.9. [Positive Definitheit] Wir nehmen an, dass die Matrix A sym-
metrisch ist, d. h. AT = A.

(i) Dann ist A genau dann positiv definit, wenn alle ihre Eigenwerte (strikt) positiv
sind. Das folgt aus Beispiel 12.8 und dem Spektralsatz aus der linearen Algebra,
der besagt, dass jede symmetrische Matrix diagonalisiert werden kann. (Im dia-
gonalen Fall sind die diagonalen Eintrdge A,...,\, gerade die Eigenwerte der
Matrix.)

(ii) Die Determinante einer quadratischen Matrix A ist das Produkt ihrer Eigenwerte,
d. h.
det A=A - Ay,

wobei A, ..., A, die Eigenwerte der Matrix A sind (mit Vielfachheiten).
(iii) Wir betrachten den Fall n = 2. Gemdss (ii) gilt dann det A = A\ \9. Die Deter-
minante von A ist daher genau dann positiv, falls die Eigenwerte von A nicht

null sind und dasselbe Vorzeichen haben. Wegen (i) ist das genau dann der Fall,
wenn A oder —A positiv definit ist.

Seien jetzt U eine offene Teilmenge von R™ (zum Beispiel U = R") und
aij,bi,c,f:U—HR, i,jzl,...,n
stetige Funktionen. Wir betrachten die PDG

n

=1

ij=1
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Definition 12.10 (elliptische PDG). Eine lineare PDG zweiter Ordnung heisst el-
liptisch g. d. w. sie durch Verschieben von Termen'> ¢ in die Form (12.21) gebracht
werden kann, und dabei fiir jeden Punkt x € U die Matrix (aij (.Z‘))U symmetrisch und
positiv definit ist.

Beispiel. [elliptische PDG] Die (inhomogene) Laplacegleichung
Au = f
ist elliptisch. Um das zu sehen, definieren wir

1, fallsi=j,
aij(¥) = 0y = { 0, fallsi#j7. >

Die Laplacegleichung ist gegeben durch

f=Au
= i Uz
i=1
- Z (01 = aij) taya, + Z(O = b;)ug, + (0 = c)u.
.3 i

Sie hat also die Form (12.21). Wir haben
(aij(x) = 5ij)ij =1,

die Einheitsmatrix. Diese Matrix ist symmetrisch und positiv definit, wie wir in Beispiel
12.8 gesehen haben. Daher ist die Laplacegleichung geméss Definition 12.10 elliptisch,
wie behauptet.

Um die Eigenschaften hyperbolisch und parabolisch zu definieren, betrachten wir nun
eine offene Teilmenge U des R"*!. Wir schreiben die Standardkoordinaten in R"*! als
t,x1, ..., 7,18 Seien

(Iij,bi,C,fZU—)[R, ,j=1,...,n

15yon der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt

16Wir erlauben auch, dass beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Konstante ungleich 0 mul-
tipliziert werden.

175”- heisst Kronecker-Delta.

Wir schreiben also einen Punkt in R™* als (¢,21,...,2,) = (t,z). Die Standardkoordinaten sind
kartesische Koordinaten.
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stetige Funktionen. Wir definieren den Operator L durch

ij=1 i=1

Wir betrachten die partiellen Differentialgleichungen

u + Lu = f. (12.24)

Definition 12.11 (hyperbolische, parabolische PDG). Eine lineare PDG zweiter Ord-
nung heisst hyperbolisch (respektive parabolisch) g. d. w. sie mittels Verschieben von
Termen und einer lokalen'® Koordinatentransformation in die Form (12.23) (respek-
tive (12.24)) gebracht werden kann so, dass fir jeden Punkt (t,z) € U die Matriz
(ai; (2, x))l] symmetrisch und positiv definit ist. (Diese Matrixz steckt gemdss (12.22) in
Lu drin.)

Beispiele. [hyperbolische, parabolische PDG]|
(i) Die Wellengleichung
uy = AU
(mit ¢ > 0) ist hyperbolisch. Um das zu sehen, definieren wir
Clij(t,.flf) = 025ij, bl(t,f) = 0, C(t, ZL’) = 0.20
Die Wellengleichung ist gegeben durch

0=wuy — 2Au

=y — i g,
i=1
= Uy — Z Aijlg; + Z(O = b;)uy, + (0= C)u.

i?j

Sie hat also die Form (12.23). Wir haben (a;;(x)) = ¢*1. Diese Matrix ist sym-
metrisch und positiv definit, wie wir in Beispiel 12.8 gesehen haben. Daher ist
die Wellengleichung geméss Definition 12.11 hyperbolisch, wie behauptet.

9Mit lokal meinen wir, dass die Koordinatentransformation nur in einer (moglicherweise kleinen)
Umgebung eines gegebenen Punktes definiert ist.

20Wir verwenden hier ein grosses C' um einen Notationskonflikt mit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit ¢ zu vermeiden.
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(ii) Die Wérmeleitungsgleichung
u = al\u

(mit @ > 0) ist parabolisch. Das folgt aus einem zu (i) analogen Argument.
(Uberpriifen Sie das!)

Bemerkung. [hyperbolische, parabolische PDG im Fall U C R?] Wir betrachten den
Fall n = 1. Dann ist U eine Teilmenge von R"*! = R?, und die Koordinaten sind t, ;.
In diesem Fall ist eine lineare PDG zweiter Ordnung genau dann hyperbolisch, wenn
sie mittels Verschieben von Termen und einer lokalen Koordinatentransformation in
die Form
Ugy — A11Ug 2, + D1Ug, +cu = f

gebracht werden kann, wobei a;; > 0. (Warum?) Eine &dhnliche Aussage gilt fiir Para-
bolizitéat.

Im Fall, indem U eine offene Teilmenge von R? ist, kénnen wir Elliptizitit und Hyper-
bolizitéat wie folgt charakterisieren. Wir betrachten eine lineare PDG zweiter Ordnung
und schreiben sie in der Form

11Uy gy + 2019Ug, 4y + A22Ugyey + D1z, + Doy, + cu = f. (12.25)
Wir definieren die Diskriminante dieser PDG als
D = a11a929 — a%z. (1226)

Proposition 12.12 (Elliptizitit und Hyperbolizitéit im Fall U C R?). Wir nehmen an,
dass U eine weg-zusammenhingende*' offene Teilmenge von R? ist. Die PDG (12.25)
15t

(i) elliptisch genau dann, wenn D > 0,

(i1) hyperbolisch genau dann, wenn D < 0.

Bemerkungen 12.13. (i) Falls die PDG (12.25) parabolisch ist, dann ist D = 0.
Falls D = 0 ist, dann ist die PDG (12.25) jedoch nicht unbedingt parabolisch
(im Sinne der Definition 12.11). Ein Beispiel dafiir ist die PDG

Ugp, oy = 0.

Fiir diese PDG ist D = 0, aber wir kénnen diese Gleichung nicht mittels Ver-
schieben von Termen und einer lokalen Koordinatentransformation in die Form
(12.24) bringen, wobei (a11(x)) fiir jedes x positiv definit ist, d. h. as;(x) > 0.

21Das bedeutet, dass alle Punkte in U miteinander durch einen stetigen Weg innerhalb von U
verbunden werden kénnen, d. h., dass U nicht aus mehreren unverbundenen Teilen besteht. Ein
Beispiel ist U = R2.
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(ii) Die in dieser Vorlesung gebrauchten Definitionen von Elliptizitat, Hyperbolizitét

und Parabolizitét sind in der reinen Mathematik giingig. Sie werden®? zum Bei-
spiel im Buch [Eval0] von L. C. Evans verwendet.?® In der angewandten Ma-
thematik werden diese Begriffe stattdessen oft nur im Fall definiert, dass U eine
Teilmenge von R? ist. Die PDG wird dann elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch genannt, je nachdem, ob ihre Diskriminante D grosser 0, kleiner 0 oder
gleich 0 ist. Siehe zum Beispiel das Buch von St. J. Farlow [Far93, Seite 6]. Fiir
die Eigenschaften elliptisch und hyperbolisch stimmt diese Definition wegen Pro-
position 12.12 mit der hier gebrauchten Definition iiberein. Fiir die Eigenschaft
parabolisch weicht sie jedoch von der hier gebrauchten Definition ab. (Siehe Be-
merkung (i).) Der Vorteil der hier gebrauchten Definition ist, dass damit nur
PDG parabolisch genannt werden, deren Losungen gewisse Eigenschaften haben,
die als charakteristisch fiir parabolische Gleichungen gelten.

Teil (i) von Proposition 12.12 folgt aus der Bemerkung 12.9(iii).

Beispiele. [elliptische und hyperbolische PDG im Fall von U C R?] Wir betrachten
den Fall U = R2%.

e Wir betrachten die PDG

(14 D) U2y + Upyzy = —Usnzy + Uz, + 3. (12.27)

Um zu iiberpriifen, welchen Typ diese PDG hat, verschieben wir die rechten
Terme auf die linke Seite. Damit erhalten wir

1
(1 + x%)uﬁflxl +2- 5

Diese PDG hat die Form (12.25), wobei
1
>
Die Diskriminante (12.26) der PDG ist daher gegeben durch

Upyzy + Uppzy — 2Uy, — 3u = 0.

Gll(x) =1+ IL'%, 19 = Qoo = ]_, bl = —2, b2 = 07 c=-3.

Diskriminante(z) = ay1(2)ags(z) — a2, ()

e (2

2
+

oo

> 0, Vo e U.
Gemiss Proposition 12.12(i) ist die PDG (12.27) daher elliptisch.

22in leicht abgewandelter Form
23Giehe die Seiten 312, 399 und 372 in diesem Buch.
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e Wir betrachten die PDG
uxlzl + (4 + 23:%)”%1332 + ungg = 2ux1 + BU/ (1228)

Um zu iiberpriifen, welchen Typ diese PDG hat, verschieben wir die rechten
Terme auf die linke Seite. Damit erhalten wir

Ugyzy + 2+ (24 27)Ugy 0y + Unyay — 2Ug, — 3u = 0.
Diese PDG hat die Form (12.25), wobei
an =1, ap@)=2+z], ap=1, b=-2 b=0 c=-3
Die Diskriminante (12.26) der PDG ist daher gegeben durch
Diskriminante(z) = a1 (2)ags(z) — a?,(x)
=1-1-(2+2?)"

<1-4
< 0, Vo e U.

Gemiiss Proposition 12.12(ii) ist die PDG (12.28) daher hyperbolisch.

Bemerkungen. [Typen partieller DG]

e Die drei Typen elliptisch, hyperbolisch und parabolisch schliessen sich gegenseitig
aus. D. h., falls eine PDG einen der drei Typen hat, dann hat sie keinen anderen
der drei Typen.

e Nicht jede lineare PDG zweiter Ordnung hat einen der drei hier beschriebenen
Typen. (Siehe die Beispiele unten.)

Beispiele. [PDG, die keinen der drei Typen haben] Folgende PDG sind linear und
zweiter Ordnung, aber weder elliptisch noch hyperbolisch noch parabolisch. Sie kénnen
némlich in keine der drei entsprechenden Formen gebracht werden.?t

o U =R

_ N2
Upyzy = 0

24F{ir die elliptische Form ist das einfach zu sehen. Es ist auch einfach zu sehen, dass die Gleichungen
weder die hyperbolische Form (12.23) noch die parabolische Form (12.24) haben. Sie kénnen auch
nicht durch eine Koordinatentransformation lokal auf eine dieser Formen gebracht werden. Das ist
schwieriger zu beweisen.

ZVergleiche mit Bemerkung 12.13(i).
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o n=24 U=R

uatlzl + ul‘gzg - u13z3 - uz4z4 - 0

Bemerkung. [Terminologie] Der Grund fiir die Terminologie elliptisch ist, dass eine
Matrix A = (aij)njzl genau dann positiv definit ist, wenn die Gleichung

7
E (Zl'jZBi[Ej =1
ij

ein Ellipsoid in R™ beschreibt. (Im Fall n = 2 ist ein Ellipsoid dasselbe wie eine Ellipse.)

Der Grund fiir die Terminologie hyperbolisch, parabolisch ist analog.

12.8 Anfangs- und Randbedingungen anhand der
Beispiele der Wiarmeleitungs- und
Wellengleichungen

In physikalischen und chemischen Anwendungen beschreiben partielle Differentialglei-
chungen alleine ein System meistens noch nicht vollstédndig. Das System wird jedoch oft
vollstandig beschrieben, wenn wir zusétzlich zur Differentialgleichung noch Anfangs-
und Randbedingungen hinzunehmen. Diese Bedingungen werden oft durch den expe-
rimentellen Aufbau vorgegeben.

Betrachten wir zum Beispiel die Warmeleitungsgleichung im Fall einer Raumdimensi-
on. Diese Gleichung beschreibt zum Beispiel die zeitliche Entwicklung der Temperatur-
verteilung in einem diinnen geraden Metallstab. Wir konnen eine bestimmte Tempera-
turverteilung zum Anfangszeitpunkt vorgeben, indem wir den Stab an verschiedenen
Stellen erhitzen oder abkiihlen. Diese Vorgabe entspricht einer Anfangsbedingung. Wir
schreiben z_ und x, fiir den linken und rechten Endpunkt des Stabes. Der Stab wird
dann durch das Intervall [x_, x| beschrieben. Wir schreiben

u(t, z) := Temperatur des Stabes zum Zeitpunkt ¢ am Ort z
to := Anfangszeitpunkt
ug := vorgegebene anfingliche Temperaturverteilung

Die Anfangsbedingung ist dann
u(to, ) = up(z), Vo e [z, x4 (12.29)

Wir kénnen auch den Stab an beiden Enden zu jeder Zeit auf 0°C kiihlen, indem wir
diese Enden in Eiswasser legen. Diese Vorgabe entspricht einer Randbedingung. Sie wird
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durch folgende Gleichungen ausgedriickt:
u(t,z_) =0, u(t,z4) =0, vt > 0. (12.30)

Diese Gleichungen sind sogenannte Dirichlet- Randbedingungen. Allgemein sind Dirichlet-
Randbedingungen Bedingungen von der Form

u = g auf dem Rand von U ?°,

wobei U das Gebiet ist, worauf die gesuchte Funktion u definiert ist, und g eine vorge-
gebene Funktion ist. Im Falle einer linear PDG nennen wir Dirichlet-Randbedingungen
homogen, falls ¢ = 0. Die Randbedingungen (12.31) sind also homogen. Die zeitliche
Entwicklung der Temperaturverteilung wird durch die Anfangs- und Randbedingungen
(12.29,12.31) eindeutig festgelegt. Das widerspiegelt sich in der Tatsache, dass es eine
eindeutige Losung der Warmeleitungsgleichung gibt, welche diese Bedingungen 16st.
(Das werden wir spéter sehen.)

Statt die Enden des Stabs in Eiswasser zu legen, konnen wir sie (und den Rest des
Stabs) nach aussen isolieren. Die Enden geben dann keine Warme an die Aussenwelt
ab, d. h., die Warmestromdichte ist an den Enden gleich 0. Geméss dem Fourierschen
Gesetz ist die Warmestromdichte proportional und entgegengerichtet zum Gradien-
ten der Temperatur u, also zu u, in unserem raumlich-eindimensionalen Fall. (Dieses
Gesetz ist analog zum Gesetz von Fick fiir die Stoffmengenstromdichte einer chemi-
schen Substanz.) Die Temperaturverteilung erfiillt daher die sogenannten Neumann-
Randbedingungen

ug(t,x_) =0, uz(t,xy) =0, vt > 0. (12.31)
Allgemein sind Neumann-Randbedingungen Bedingungen von der Form
(Ableitung von u in Richtung V) = g auf dem Rand von U %7,

wobei v(z) fir jeden Punkt auf dem Rand des Gebiets U der nach aussen zeigende
Einheitsvektor ist, der senkrecht auf dem Rand von U steht. (Im Fall (12.31) wird
dieser Vektor durch v(¢t,z,) = (1,0) und v(t,z_) = (—1,0) gegeben.)

Welche Art von Anfangs- und Randbedingungen zu einer eindeutigen Losung der ge-
gebenen partiellen Differentialgleichung fiithrt, hangt vom Typ der Gleichung ab. Zum
Beispiel erhalten wir bei der Wellengleichung eine eindeutige Losung, wenn wir so-
wohl die Funktion zum Anfangszeitpunkt als auch die Zeitableitung der Funktion zum
Anfangszeitpunkt vorgeben. Die Funktion zum Anfangszeitpunkt alleine bestimmt die

265der auf einem Teil des Randes von U
27oder auf einem Teil des Randes von U
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-, . . & w .‘Q\
Abbildung 12.5: Joseph Fourier, 1768-1830, franzosischer Mathematiker und Physiker.

zukiinftige Zeitentwicklung in diesem Fall nicht. Das entspricht der Tatsache, dass es
nicht reicht, ein Foto einer Welle zu sehen, um vorauszusagen, in welche Richtung die
Welle sich bewegen wird. Im rdumlich eindimensionalen Fall zum Beispiel ist unklar,
ob sich die Welle nach links oder nach rechts bewegen wird.

Aus den hier genannten Griinden werden wir in den folgenden Abschnitten oft Anfangs-
und Randbedingungen zu einem Problem vorgeben.

12.9 Losungsmethode der Trennung der
Variablen, Anwendung auf
Wiarmeleitungsgleichung

12.9.1 Trennung der Variablen

Trennung der Variablen, auch Fourier-Methode genannt, ist eine Methode zum Losen
einer partiellen Differentialgleichung der Form

Summe von Termen = 0,

wobei in jedem Term nur Ableitungen (auch hoherer Ordnung) nach einer Variable vor-
kommen. Beispiele fiir solche Gleichungen sind die Laplacegleichung, Wellengleichung
und Wirmeleitungsgleichung. (Uberprl'jfen Sie das!) Die Methode ist nach Joseph Fou-
rier benannt, siehe Abbildung 12.5. Sie beruht auf dem Ansatz, dass die gesuchte Funk-
tion eine bestimmte Kombination von Funktionen einer einzelnen Variablen ist. Die
Kombination kann zum Beispiel die Summe oder das Produkt sein. Der Produktansatz
ist zum Beispiel gegeben durch

u(xl, o ,xn) = up(x1) - up(zy),
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wobei z1, ..., x, die Standardkoordinaten in R™ bezeichnen. Die Methode der Trennung
der Variablen besteht aus den folgenden Schritten:

(i) Setze den Kombinationsansatz fiir die gesuchte Funktion « in die PDG ein. Da-
durch erhalten wir gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die Funktionen der
einzelnen Variablen.

(ii) Lose diese GDG und fiille die gefundenen Losungen der GDG in den Ansatz fiir
u ein.

(iii) Priife nach, ob die gefundene Funktion u die PDG tatséchlich 16st.

Im néchsten Unterabschnitt illustrieren wir diese Methode, indem wir damit eine von
Parametern abhéngige Losung der rdumlich eindimensionalen Warmeleitungsgleichung

(WLG)
Up = AQlUyy (12.32)

finden. (Diese PDG beschreibt die zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung in
einem Stab.) Mittels dieser Losung losen wir anschliessend ein bestimmtes Anfangs-
und Randwertproblem fiir die WLG. Zur Vereinfachung wihlen wir unsere physikali-
schen Einheiten so, dass gilt:

a=1.

12.9.2 Anwendung der Trennung der Variablen auf die
Wirmeleitungsgleichung

Methode der Trennung der Variablen, Produktansatz:
Schritt (i), Einsetzen des Ansatzes: Wir nehmen an, dass u eine Losung der WLG
12.32 (mit a = 1) ist, fir die es zwei Funktionen 7" : [0,00[— R und X : [0,7] — R
gibt?so, dass u durch das Produkt
u(t,z) =T ()X () (12.33)
gegeben ist. Wir setzen diesen Ansatz in die WLG (12.32) (mit a = 1) ein und erhalten
Tt)X(z) =TH)X"(x), Vtel0,00], z€]0,n]. (12.34)

Schritt (ii), entstandene GDG losen:

28Wir nehmen an, dass die Funktion T stetig differenzierbar und die Funktion X zweimal stetig
differenzierbar ist.
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Fall T =0 oder X = 0: Dann ist wegen (12.33) auch
u=0. (12.35)

Fall T # 0 und X # 0: Wir wéhlen ein x4 € [0, 7] so, dass X (z¢) # 0, und definieren

- X”(.I’())
A= Ttoo) € R. (12.36)

(Wir diirfen durch X (xg) teilen, da X (xg) # 0.) Aus (12.34) mit = = z, folgt, dass

T(t) = \T(t), vt € [0, 00l

Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir 7. Wie Sie in
Analysis 2 gelernt haben, ist die allgemeine Losung dieser Gleichung gegeben durch

T(t) = ce™ Wt (12.37)

wobei ¢ eine Konstante ist. Da T' # 0, gibt es ein t, € [0, 00[ so, dass T'(ty) # 0. Aus
(12.34,12.36) folgt, dass

T(to) _ X"(w0) _ \
T(to)  X(zo) '

(Wir diirfen auf der linken Seite durch T'(ty) teilen, da T'(t,) # 0.) Aus (12.34) mit
t =ty folgt daher, dass

X"(z) = AX (2), V. (12.38)
Das ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir X.

Fall )\ # 0: Wie Sie in Analysis 2 gelernt haben, ist die allgemeine Losung der GDG
(12.38) dann gegeben durch

X(z) = cieV™ 4 eV Va, (12.39)

wobei c¢; € C ?° Konstanten sind. (Hierbei haben wir gebraucht, dass A # 0.) Indem
wir (12.37,12.39) in den Produktansatz (12.33) einsetzen, erhalten wir

u(t,r) = T(t) X (z) = e (C+e‘/xx + C,e’ﬁx) , (12.40)

wobei C4 1= ccy.

Fall A > 0: Da wir annehmen, dass 7" und X reelle Werte annehmen, nimmt u wegen
(12.33) ebenfalls reelle Werte an. Indem wir diese Bedingung in (12.40) einsetzen,

erhalten wir, dass
Ci eR

29Wir bezeichnen mit C die Menge der komplexen Zahlen.
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Fall \ < 0: Dann ist v\ eine imaginire Zahl. Da u reelle Werte annimmt, folgt aus
(12.40), dass

c —7L

Fall A = 0: Dann folgt aus (12.38), dass

Wie Sie in Analysis 2 gelernt haben, folgt hieraus, dass es Konstanten ¢y, c; gibt so,
dass X(z) = ¢1x + ¢p. Indem wir das zusammen mit (12.37) in den Produktansatz
(12.33) einsetzen, erhalten wir

U(t, ;1;') = 0 (Clil? + Co) =Cix + CQ, C = CC1, CO = CCp. (1241)

Zusammenfassend erhalten wir: Wenn u die WLG (12.32) (mit a = 1) 16st und ein
Produkt der Form (12.33) ist, dann ist u gegeben durch (12.40) mit A # 0, oder durch
(12.41), wobei Cy, C4, Cy Konstanten sind.

Schritt (iii), nachpriifen, ob die gefundene Funktion u die WLG 16st: (12.35):
Die Nullfunktion v = 0 16st die WLG.

(12.40): Wir haben

%eAt — )\6>‘t,
ieﬁm _ \/XB\/XQ:’
dx
d2 vz 2 _Vx
darum 2= (VA)2evHe,

Eine analoge Rechnung zeigt, dass

d2
_6*\/}‘% _ (_\/X)Zef\/xp'

dax?

Fiir die Funktion u, gegeben durch (12.40), folgt, dass
Ut = AU = Ugg,

d. h., u 16st die WLG (12.32) (mit a = 1). Eine weitere Rechnung zeigt, dass die Funk-
tion (12.41) die WLG ebenfalls 16st. Also l6sen alle gefundenen Funktionen tatséchlich
die WLG. Zusammenfassend haben wir mittels der Methode der Trennung der Varia-
blen Folgendes gezeigt.
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Proposition 12.14 (Produktlosung der Warmeleitungsgleichung). Die reellwertigen
Losungen u der rdumlich eindimensionalen WLG

Uy = Ugy,

die als ein Produkt der Form

geschrieben werden kénnen

wobei

u(t,x) =T(t)X(x)

30 sind genau die Funktionen

u(t, r) = e <C’+e‘/x’” + C'_e_\/xm> : (12.42)

A €]0,00[,Cy € R oder A €] — 00,0[,Cy € C so, dass C_ = C.,

sowie die Funktionen

u(t, :L’) = Chx + Cy, Co,C1 € R. (1243)

Bemerkungen. [Trennung der Variablen]

Bei der Trennung der Variablen verwenden wir die heuristische Methode eines
Ansatzes. Wir nehmen dabei an, dass die Losung unseres Problems eine bestimm-
te Form hat. (In unserem Fall ist die Form ein Produkt.) Ein Grund, warum
dieser Ansatz zum Ziel gefiihrt hat, ist, dass wir dadurch die Moglichkeiten ein-
geschriankt haben. (Bei weniger Moglichkeiten ist es einfacher, die Losung zu
finden.) Ein anderer Grund ist, dass wir damit das Problem auf ein einfacheres
Problem reduziert haben, ndmlich von einer PDG auf eine GDG.

Die mit Trennung der Variablen gefundene Losung ist meistens nicht die all-
gemeine Losung. Das ist im Beispiel der Wéarmeleitungsgleichung der Fall, da
wegen des Superpositionsprinzips auch lineare Kombinationen der gefundenen
Losungen die WLG 16sen.

Die Methode liefert nicht immer eine Losung.

In Analysis 1 haben Sie eine Methode zur Losung einer gewdhnlichen DG kennen-
gelernt, die ebenfalls den Namen Trennung der Variablen tragt. Damit kénnen

wir eine GDG der Form
dy

2 — g(@)hiy)

30Hierbei nehmen wir an, dass T stetig differenzierbar und X zweimal stetig differenzierbar ist.
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16sen, indem wir alle Terme, die x enthalten, nach rechts bringen und alle Ter-
me, die y enthalten, nach links bringen und danach integrieren. Diese Metho-
de ist der hier geschilderten Methode &dhnlich, aber nicht identisch, da wir hier
unabhdngige Variablen voneinander trennen, um aus einer PDG eine GDG zu
erhalten, wihrend bei der Methode aus Analysis 1 eine GDG gelost wird, indem
die unabhdngige von der abhdngigen Variablen getrennt wird.

12.9.3 Lo6sen eines Anfangs- und Randwertproblems fiir die
Waiarmeleitungsgleichung

Wir betrachten nun folgendes Anfangs- und Randwertproblem fiir die WLG:

Up = Ugy, (12.44)
u(t,0) =0, wu(t,m)=0, vt € [0, o0l (12.45)
u(t =0,2) = up(z) := 3sin(x) — sin(2z), Yz € [0, 7). (12.46)

Wie im Abschnitt 12.8 erklért, beschreibt dieses Anfangs- und Randwertproblem die
zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung v in einem Metallstab, dessen End-
punkte bei x_ = 0 und z; = 7 liegen und durch Eiswasser konstant auf 0°C gekiihlt
werden, wobei der Stab durch punktuelles Erhitzen so prapariert wird, dass seine Tem-
peraturverteilung zum Beginnzeitpunkt ¢ = 0 durch die Funktion uy gegeben ist.

Zur Losung des Problems machen wir den Ansatz, dass u durch eine lineare Kombinati-
on von (reellwertigen) Produktfunktionen ist, welche die WLG (12.44) und die Rand-
bedingung (12.45) 16sen. Sei nun u zunéchst eine Produktlosung von (12.44,12.45).
Gemiiss Proposition 12.14 aus dem letzten Unterabschnitt ist v dann durch (12.42)
oder (12.43) gegeben. (Die Funktion u = 0 hat jede dieser beiden Formen.)

Fall (12.42) (u(t,z) = e (CJre\/X”U + C’,e‘ﬁx)): Die Randbedingungen (12.45) impli-
zieren, dass

Cy 4+ C_ = u(0,0) =0, (12.47)
CreV™ + C_e V™ = (0, 7) = 0. (12.48)

Bedingung (12.47) ergibt
C.=-C,. (12.49)

Indem wir das in (12.48) einsetzen und mit eVAn multiplizieren, erhalten wir
Cy (e —1) =0. (12.50)

Wir nehmen an, dass C', # 0. (Der Fall Cy = 0 fiihrt zur trivialen Losung u = 0.) Aus

(12.50) folgt dann, dass
eV = 1,
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Hieraus folgt, dass es eine ganze Zahl k gibt so, dass

VA = ki.
(Wir haben daher A < 0.) Wir erhalten

u(t,r) = Ce ™t (e — 7o) (wegen (12.42,12.49))
= Cul(t,2),
u(t,2) = et sin(kx), C:=2iC, (12.51)

(wegen der Eulerschen Formel ¢ = cosx + isinz).

Fall (12.43) (u(t,z) = C1x + Cp): Dann folgt aus den Randbedingungen (12.45), dass
Cy =0 und C} =0, also, dass u = 0.

Die Funktion u*) (gegeben durch (12.51)) 16st tatsichlich die Randbedingungen (12.45).
Fiir ¢ = 0 ist sie gegeben durch

u®) (0, z) = sin(kx).

Indem wir das mit der Funktion ug aus (12.46) vergleichen, sehen wir, dass die Funktion

u = 3u) —y®

die Anfangsbedingung (12.46) lost. Die WLG (12.44) ist linear und homogen, und u
ist eine (endliche) Linearkombination der Losungen u™™, u(?) der WLG. Wegen des Su-
perpositionsprinzips (Proposition 12.6) 16st daher u auch die WLG. Da u eine lineare
Kombination von Lésungen der Randbedingungen (12.45) ist und diese Randbedin-
gungen homogen sind, 16st u diese Bedingungen ebenfalls. Zusammenfassend ist «
also eine Losung des Anfangs- und Randwertproblems fiir die Warmeleitungsgleichung
(12.44,12.45,12.46), wie gewiinscht.

Bemerkung. Die obige Losung unseres Anfangs- und Randwertproblems ist eine end-
liche Linearkombination der Funktionen «(®). In Analysis 3 werden Sie sehen, dass auch
gewisse unendliche Linearkombinationen der Funktionen u*) (gegeben durch (12.51))
sinnvoll sind. Mittels Fouriertheorie kann die allgemeine Losung der WLG als eine sol-
che unendliche Linearkombination geschrieben werden. Das kann man verwenden, um
eine Losung der WLG mit homogenen Randbedingungen und beliebigen Anfangsbe-
dingungen zu finden.
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