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7 Gewöhnliche Dierentialgleichungen, Anwendungen in der Mecha-
nik und Elektrotechnik 329
7.1 D  GDG, A, B . . . . . . . . . . 329
7.2 L̈  H̈  GDG, L̈, -

 P  GDG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337
7.3 H GDG  O,  ̈  O-

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
7.4 I GDG,  S  W349



INHALTSVERZEICHNIS 

7.5 S ̈ D, A . . . 355

8 Dierentialrechnung im Rn, Vektorfeld, Konservativität 371
8.1 P   D  A, J-M . 371
8.2 K, D, R, G, -

 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382
8.3 P, W, K̈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392
8.4 C  K̈  A, I-

̈, R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404
8.5 P A ̈ O, T,  E-

, H-M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

9 Umkehrsatz, implizite Funktionen, Untermannigfaltigkeit, Tangen-
tialraum 431
9.1 Ck-D, U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431
9.2 D S ̈  F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
9.3 U  K, D . . . . . . . . 446
9.4 I, E, S, C U-

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449
9.5 S  ̈ W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453
9.6 T   U . . . . . . . . . . . . . . 455
9.7 T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461
9.8 K P   U . . . . . . . . . . . . . 465

10 Integration im Rn, Satz von Fubini über wiederholte Integration,
Jordan-Mass, Substitutionsregel für mehrdimensionale Integrale 469
10.1 R-I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470
10.2 E  R-I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 476
10.3 S  F,  I . . . . . . . . . . . . . . . . . 479
10.4 J-M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482
10.5 S, T . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485

11 Die Sätze von Green, Stokes und Gauß, Anwendungen in der Elek-
trodynamik 495
11.1 K, O  K, Ck-G . . . . . . . . . . 496
11.2 S  G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503
11.3 U  R, K  H̈ . . . 505
11.4 I  F ̈  U . . . . . . . . . 512
11.5 I ̈  U, F  V-

  H̈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 518
11.6 S  S,  I  E . . 524
11.7 S  Gß, Gß G  E . . . . . . . . . . . 529



 INHALTSVERZEICHNIS

12 Ausblick auf Analysis 3: partielle Dierentialgleichungen, Elektro-
dynamik 537
12.1 E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 537
12.2 P  ̈ D . . . . . . . . . . . . . . 538
12.3 L-, W-, W̈, . . . . . . . . . . . . . . . . 542
12.4 S  PDG, M-G . . . . . . . . . . . . . . . . . 545
12.5 E   B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 548
12.6 L̈  PDG, S . . . . . . . . . . . . . . . 548
12.7 T  PDG  O: , , 551
12.8 A-  R   B W̈-

 W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 558
12.9 L̈  T V, A W̈560

Literaturverzeichnis 567



INHALTSVERZEICHNIS 1

Vorwort

I H 2026   F̈ 2027     ETH Z̈
 V Analysis 1 und 2 ̈ S  S  S̈
ITET  RW. D S ̈   L ̈  F:

C. B, Ingenieur-Analysis 1 und 2,  A, 1996.

D S  ̈    Q:

M. S, Analysis für Informatik, S, 5. N 2010.

J. J. D  J. A. C. K, Multidimensional Real Analysis I and II, C-
 S  A M, 87, C U P, C,
2004.

I ,  I  S  V̈  S  . R̈
 ! B  S   .@.. .

F Z, ETH Z̈





Kapitel 0

Ausblick auf die Vorlesungen
Analysis 1 und 2

0.1 Ausblick auf Analysis 1 : Konvergenz,

gewöhnliche Dierentialgleichungen

I   V Analysis 1   Ausblick   S  V-
. D    Z  I  T  , 
    ,  S ,    ̈ ,   -
 . D   ,    T ̈ ̈ 
.

Was ist Analysis?

E  G: A   T  A  I
 F. Z    A    G ̈ 
N-  I.

W    F f   V. D A
 f   S x   S  T   G  f  
P (x, f(x)). W   A 

f ′(x) =
df

dx
(x)

D I  f ̈  I [a, b]   I  F̈   x-
A   G  f . D,   N  A,
 I ̈ ̈  H  D-  I
 . D S   ,   A 
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A 0.1: I N, 1643
- 1727,  M 
P.

A 0.2: G W
L, 1646 - 1716,  M-
  P.

I  F  ̈ F .1 D S   I
N  G W L . (S A 0.1  0.2.)
D    G ̈  A.

I  V A 1    B  A   I
  ̈   . D    B 
Konvergenz einer Funktion in einem Punkt. D B    B 
Konvergenz einer reellen Zahlenfolge . S (an)nN   Z 
A   Z. I  (an)nN  A,   an   A
̈,  ̈ n . U   ̈,  ,  (an)nN 
  A ,

  ̈   > 0  Z n0  ,

 ̈  n ≥ n0 , 
an  A ≤ 

an  A ̈     F  N̈      
S   F. W   S ,  n ≥ n0,  ̈
 .

I   D  K  F   Existenzquantor es
gibt   Allquantor für alle = für jedes . Quantoren  logische Ope-
ratoren. U K   ̈,    V A 1
  L .

1Wir betrachten das Integral hierbei als eine Funktion der oberen Integrationsgrenze.
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A 0.3: F   ̈ F̈

A E  V   gewöhnliche Dierentialgleichungen .
G ,   ̈ D (GDG)  G ̈ 
 F   V̈,    F   A-
 . S G    G-
. D    F  B  R  
  G̈,    Z ̈. D   B ̈  GDG

f ′′ + a1f
′ + a0f = 0 (1)

̈   F f   V. (H  a0  a1 
Z.) D GDG   B  B  2 ̈
F (=F),    ̈ F̈    
 R ̈ . S A 0.3. f    R 
A  F   R   F  Z t. W
     P ̈ N x = f ̈  A 
ẋ = x′ = f ′ ̈  A   Z t. D GDG (1)    GDG

ẍ+ a1ẋ+ a0x = 0 (2)

W   GDG  G  M   S̈ .
D  :

F0 := R̈  F3

FR :=   V̈  F̈  R

F :=    K̈  K

k := F

c := D̈

2Frei bedeutet, dass es keine äussere Anregungskraft gibt.
3A := B bedeutet, dass wir A als B denieren.
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A 0.4: F ̈  S.

m := M  K̈

E   G  M   S̈:

• H G:

F0 = kx

• S R:

FR = cẋ

•  N G:

F = mẍ

D G    V Technische Mechanik (ITET, 1. S),
Physik I (RW, 1. S)  Fluiddynamik I (RW, 4. S, G)
. D K  G  

mẍ = F = F0 + FR = kx cẋ,

 ẍ+
c

m
ẋ+

k

m
x = 0 (3)

D    GDG (2)  a0 =
k
m
 a1 =

c
m
. I  V

   F ̈   L̈  GDG . (S
P 7.9  A 7.2.) S ̈   H  A 1  
B  F .

B    B   E, ̈  freien gedämpften
elektrischen Schwingkreis. D    W,  K
  S,   ,   E  -
 . S A 0.4.

Problem ( S). Beschreibe die Schwingung der Ladung Q des Konden-
sators!
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DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 7

Bemerkung. D  I,  ITET ,   S-
   S   V Netzwerke und Schaltungen I .
S    ̈  ̈ S   V Netzwerke und
Schaltungen II . I  V    S ̈
.

W :

• R :=  W  W (B)

• C := K̈  K

• L := I̈  S

A G  E ,   L Q  G

Q̈+
R

L
Q̇+

1

CL
Q = 0 (4)

̈. (S Netzwerke und Schaltungen II.) D    GDG (1),  M
 f = Q, a1 =

R
L
 a0 =

1
CL

.

W ̈,     L̈  ODE . (S P-
 7.9  A 7.2.) D    ̈  S
.

Bemerkung. [F   S] D ̈ D-
 (3,4),   F    S
,    F. D ̈   S-
 ̈   H   M  . D  -
 ̈  M. E S̈  M    A
 ̈ ,  F ,   
 P̈ .

Bemerkung. [R  A 1 ̈ I S] W S  ̈,  
V Analysis 1  B ̈  ITET-V Technische Mechanik,
Netzwerke und Schaltungen I und II   RW-V Physik I  Fluiddy-
namik I und II .
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0.2 Ausblick auf Analysis 2 : partielle

Ableitungen, Satz von Gauss, Anwendungen

dieses Satzes in der Strömungslehre und

Elektrostatik

I   V Analysis 2   Ausblick   S  V-
    A  A 3. D    Z  -
 T  ,      ,  S , 
  ̈ ,    . D   ,  
 T ̈ ̈  .

W  A 1: F f : R → R, A, I

J: Rn := x = (x1,    , xn)  x1,    , xn  R

W  f = (f1,    , fl) : Rn → Rp (n, p  N = 1, 2,   ). E B  
P   D  G̈ ( B  M  L). D D
(   Z)   F ρ : R3 → R. (ρ(x)   D  
S x  R3.)

W    F n = l. D ̈  f   Vektorfeld ,
   A,   P  R Rn  V  Rn . E
B  V   P   F,     F
f = E : R3 → R3  ̈. H  E(x)   F̈  O
x  R3.

I  V   D  S̈,  S  A 1 ̈
F  V ,  F  V .
B ̈   D  A   I,  K,
 S   U.

D̈    S̈ ,   E   A
1 . D ̈  S    F,  B ,
    L̈ y  G f(x, y) = 0    F  x
 ̈. I  A  x  y  G̈
  G f(x, y) = 0   G. D S   
F  ,    G̈ y   F  G̈ x 
̈.

E  R  E  A 1   L-M.
M H  R ̈  M   F  
 G  Rn .
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D B  A  F  V  A 1 
   V  B   A  F 
V. W  ̈  partielle Ableitung  F f : Rn → R
nach der i-ten Variable xi   F ∂f

∂xi
: Rn → R 4  

∂f

∂xi

(x) :=
d

dy


y=xi

f

   , xi−1, y, xi+1,   




D   ̈ A (  A 1)  F  V, 
  f ,    V  xi . W  
̈ A    S xi.

Beispiel: S j  1,    , n, f : Rn → R, f(x) := xj . W 

∂f

∂xi

(x) = ji :=

ß
1,  i = j,
0, .

E Z  V  ,  S  Gß ̈  D  V-
  . D Divergenz  V f = X : Rn → Rn  


(X) =

n

i=1

∂Xi

∂xi



Beispiel: X(x) := x, .., Xi(x) = xi. D  

(X) =

n

i=1

∂xi

∂xi

= n

S  U ⊆ Rn  ̈ G. D Satz von Gauß , 


U

(X) dx =



∂U

X · ν dA (5)

I  V    O,    G ,
̈ . U I    I  ,   ,
    E̈.

Kurze Erklärungen: A   S  (5)    I-
  F (X) : R3 → R ̈ U . M I -
  I. W     V . A
  S  (5)   äussere Einheitsnormalenvektorfeld ν . D 
 F ν : ∂U → R3,   P x  ∂U   V ν(x)
,     R ∂U     . S A-
 0.5. A   S  (5)   Oberächenintegral  F

4Das Zeichen ∂ ist ein geschwungenes d und wird del ausgesprochen, in Anlehnung an den
griechischen Buchstaben  (delta).
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ν(x)

x
X

U

A 0.5: D O  S  Gß:  G U , V X  
̈ E ν   R ∂U .

f := X · ν,    R ∂U  G U  . I F n = 3  dA
  F̈   S̈  F̈ U ,   I
∂U

f dA     S


x∂U f(x)dA . D   
 I  I  F,    I 
. (dA    L̈   T.) I  V
   B  O̈ ̈ .

D I    S  (5)   Fluss X  ∂U . A
  F  M  S,   Z   G U
,  X = ρv,  ρ(x)  T5  S   S
x  v(x)  G  S   S x . D S  Gß 
  V   S   O̈  G
  I  D  ρv ̈  G .

D S  Gß   A ,   V 
     F   G -
. Z B     S̈ ,   E 
T   Kontinuitätsgleichung

∂ρ

∂t
+ (ρv) = 0

. E  T    F  
G,   K̈    F . (Dierentiell
,     A  .) S̈  
 V  S RW Fluiddynamik I (4. S, G)
 Fluiddynamik II (5. S, V) .

5Diese Grösse wird auch Teilchendichte genannt.
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A   B   Gaußsche Gesetz  E,   F
  F E ̈  R  G U   L Q
 G , ,  

∂U

E · ν dA =
Q

0
,

 0 ≈ 89 · 10−12−1−34A2   F . D G
   S  Gß   Maxwellgleichung

(E) =
ρ

0

 . D Gß G    F  
G,   M    F . Elektrostatik
  T  P,    L   -
  F . S  T  Elektrodynamik,   
V Elektromagnetische Felder und Wellen   (ITET: 4. S,
RW: W, 6. S).

E  Z  V A 2  ,  Satz von Stokes ̈  R
 V  . D S   B   E
,    I     M
. S  V Elektromagnetische Felder und Wellen.

D  ̈ M   K̈  partielle
Dierentialgleichungen. G ,    D (PDG) 
G ̈   F,    F    A-
 ( ̈ O) . S G  
   G. D    F  R -
    G̈,   O     Z
̈.

E  B ̈  PDG   W,     A-
  S   W . PDG  
 V Analysis 3 . (S ̈ S.) D V 
  V A 2 .

Bemerkung. [R  A 2 ̈ I S] W S  ̈,  
V Analysis 2  B ̈  ITET-V Elektromagnetische Felder
und Wellen   RW-V Fluiddynamik I und II .

Wenn Sie jetzt nicht alles aus dieser Übersicht über Analysis 2 verstanden
haben,    . W    T   V
̈ .





Kapitel 1

Mathematik, Grundlagen: Logik,
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D K  [B96, 1.1, 1.2, 2.1, 2.2]  [S, K 1]. A 
 T  M. U    ,  A , 
    A 1.1 ̈,  M .

I  L  Aussagen . E Beweis  A   H-
  A   Axiomen, . . G. E () Satz
   A. M   S̈. L   
F  M    A.

M Verknüpfungen   B und   A  A.

E Menge    Z  O  
G. A    O ̈  M -
 . M     R   M.

D Existenzquantor   A es gibt. D Allquantor   A für alle
= für jedes. Mathematische Begrie, Denitionen  S̈   H 
Q . (W    K 0   B  D 
K  F .)

W    M X  Y . E Funktion  X  Y   V-
,   E x  X   E y  Y . A
1   F  R  R, ,   A  I-
. A 2   F Rn  Rp,  Rn  n-
(S-)R . (Z B  R1 = R, R2  E  R3 
 R.)
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1.1 Mathematik

Frage. Was ist Mathematik?

Antwort. Mathematik ist die Wissenschaft, die Eigenschaften von mathematischen
Strukturen mit Hilfe von Logik untersucht.

E (mathematische) Struktur   G X 1   O,
R (= B)   Konstrukten  X .

Beispiele 1.1. [S] F   S:

() (Z,+) 2 = M Z   Z    Operation A
+

()

R,+, ·,≤


3 =  M R   Z    Operationen

A +, M ·   Orelation ≤

() K  Z =  M R    M 
  Z

(S D 3.2.)

() S-T  R =  M R    M  
T  R

(S D 4.12.)

() A

() (-) I

I  V Analysis 1      S -
. (I  nicht,  S T   ̈ D  
S  .)

Bemerkungen. [T  S, M]

• D S,  M  T   S ,
  N B . Nicolas Bourbaki   P
 A  ̈ M,   1934 
 ̈ L  M .

1Es gibt auch Strukturen mit mehreren Grundmengen.
2(x, y) bezeichnet das aus x und y bestehende geordnete Paar. Siehe Denition 1.16.
3

x1, . . . , xn


bezeichnet das aus x1, . . . , xn bestehende geordnete n-Tupel. Siehe Denition 1.16.
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• M  nicht  L  A  L̈ 
P. E A   A   A,
   M  ̈  ̈. A
   M ,      T  .

• W    A  A 6.8.5 . D  
,     O   , 
  . D   B ̈    Z.
E     O,  B   
  Z H.

• D     O  ,   .
W ̈  A  ̈   O . Z
B   ,     Z H   2 .

1.2 Logik: Aussage, Satz, Axiom, Beweis

DA  [B96, 1.1]  [S, 1.1]. E ̈   E̈
  L. D T  ̈   V Diskrete Mathematik ̈
RW (1. S) .

I  L  () A . E A  
Ä,      .

Beispiel. B  A:

• D M   L. ()

• D E   S. ()

• 1 + 1 = 2 ()

• 0 < 0 ()

B  Ä,   A :

• I 1 + 1 = 2? (F)

• B S 1 + 1 ! (B)

• S! (A)
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E    S̈:

Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch: E A     
 .

Satz vom ausgeschlossenen Dritten: J A    .

Bemerkung. D S ̈    N tertium non datur, ein
Drittes ist nicht gegeben. M  D     W 
wahr  falsch .

Bemerkungen 1.2. [̈̈ Ä, L̈-P]

• E    Ä  I,   -
 A . B:

P :=D S  .

U   ,   ,  P  A ̈. F P 
,    S,  P , . D   G  S 
 W.

F P  ,    S,  P , . D    G-
  S   W.

I  F̈     W. G̈  S 
 D    F̈  M̈ . W -
    W. U A,  P  A ,
  .

• D P   Ä D S  . ,   ̈̈
,      . M ̈̈ Ä  
  A.

• E V   Ä   B  M: I
̈ . D S  .   L̈-P. D ̈
Ä A K  L̈.     P
E ,   K . (S    W?
O  ?)

W ̈ A    ̈. S A  A. W
   N:

N B B
T  = 
F  = 
¬A  A = A   . N
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Beispiel. [N] D N  A 0 < 1   A ¬(0 < 1).
W ̈  A    E   ,  0 < 1. S 
̈  A 0 ≥ 1. (S D 1.3.) D  A  
 .

D Wahrheitswert   A     Wahrheitstabelle
:

A ¬A
T F
F T

E   A  B A. W  AB ̈  ̈ A A
 B  .     N ̈  V̈:

N  N B B
A  B AANDB A  B K
A  B AORB A  B  D
A̇B AXORB  A  B  D
A ⇒ B A → B  A,  B I = K
A ⇔ B A ↔ B   A,  B () Ä

= B

D W  ̈ A     W-
 :

A B A  B A  B A̇B A ⇒ B A ⇔ B
F F F F F T T
T F F T T F F
F T F T T T F
T T T T F T T

A   Z ̈   B ,  A  B  ,  A
   B  .

Beispiele. [V̈  A] E B  ̈ A
    T . D  S   W
 ̈ A . I   S    B 
.

A A  ̈ S
0 < 1  1 + 1 = 2 N    ,      . T
0 < 1  1 + 1 = 2 N    ,      . T ()
0 < 1̇1 + 1 = 2 E     ,      . F ()
0 + 0 = 1 ⇒ 1 < 1 W      ,      . T ()
0 + 0 = 1 ⇔ 1 < 1 N       1,      . T
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Bemerkungen. [() , ]

() F A  B   ,   ̈ A A  B (A 
B) . (D      Z  T   B
.)     inklusive O,  ̈,    ̈
A  .

() D V̈ ̇   exklusive O (=  . . . ). S 
,    ̈ A  .

() D I A ⇒ B   ̈, ,  A   B 
. I   A ⇒ B ,   A A  B 
. F  I  ,  ̈ S  
B ,   V  W wenn  . F̈ 
 Z n     A:

P (n):=n > 0 ⇒ n+ 1 > 0

F̈  n   A ?

W S   ,   A ̈  n ,  
n+1  ̈  0 ,  n ̈  0 . W   
F n = 0, :

P (0)=0 > 0 ⇒ 0 + 1 > 0

W    ̈ ,   A ,   
T, 0 > 0,  . W    F n = 1, :

P (1)=1 > 0 ⇒ 1 + 1 > 0

W    ̈ ,   A ,   
T, 1 > 0  1 + 1 > 0,   .

() D ̈ A    ̈. Z
B   A W  M  L ,    
  .    . (W   P ̈,
  A W  E  S ,      .
    .)
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I G     A  wenn   K̈
̈,  B  S:

W   ,    S .

Bemerkung. [D, G] L V̈    Digital-
technik   R. S    S  Logikgatter
,   T  . S Ü 1 (W,
 Ä, D, G)   F Digitaltechnik (ITET, 1. S-
). A    ,  B  .
(S Ü 1.)

E  P  Q  A.

Denition 1.3 ( Ä). Wir nennen P und Q  ̈ g. d. w. sie
die gleichen Wahrheitstabellen besitzen. In diesem Fall schreiben wir

P ≡ Q

Bemerkung. [ Ä] D ,   W  P 
Q   ̈  W  W  A,   P  Q
 .

Beispiele. [ Ä] E :

A  B ≡ B  A

¬(A  B) ≡ ¬A  ¬B (- G) (1.1)

A  (B  C) ≡ (A  B)  (A  C) (D ̈   )

(S Ü 1.)

Bemerkungen. [Ä   Ä]

• ¬  ̈  D. M ¬A  ¬B   (¬A)  (¬B) .

• I  S  S  B  Ä  G-
 . B   U   ̈ G
  G  ̈   S. W ,  
G ̈  U x logisch äquivalent (über den reellen Zah-
len) ,   x  R   G   ̈,   
 G ̈. D ,  ̈  x  R  W-
   G  . D A   Ä 
   Ä ̈  A (D 1.3).
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E Äquivalenzumformung   P,   G   
̈ G ̈̈.4,5 D ,   L̈ 
G   U  .

• E B  Ä   beidseitige Addition6  1,
. .  P

A(x) = B(x) → A(x) + 1 = B(x) + 1

E Z x  R ̈  G A(x) = B(x) ̈  ,  
 G A(x) + 1 = B(x) + 1 ̈.

• E Nichtbeispiel  Ä  beidseitiges Quadrieren,  x =
1  G x = 1  ̈,    G x2 = 12 ̈,
 x2 = (1)2 = 12.

• Ä  ̈,   L̈  G 
. B   B  G 2x+1 = 7. M H 
Ä  7:

2x+ 1 = 7   1 ( S  1)

≡ (2x+ 1) 1 = 7 1 V
≡ 2x = 6  • 2

≡ 2x

2
=

6

2
V

≡ x = 3

D L̈  G 2x+ 1 = 7     3.

A   B   I   K 
̈. U   ̈,  A  B A.

Denition (K). Wir denieren das zur Implikation A ⇒ B K-
 (oder die  A8) als die Aussage

¬B ⇒ ¬A
4Das erklärt den Namen Äquivalenzumformung.
5In manchen Schulbüchern wird zusätzlich verlangt, dass der Prozess umkehrbar ist. Es ist unklar,

welchen Vorteil diese zusätzliche Bedingung bringt.
6d. h. Addition auf beiden Seiten der Gleichung
7≡ bedeutet logische Äquivalenz.
8Manchmal wird diese Aussage auch die Kontraposition genannt.
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D I   K  logisch äquivalent, . .

A ⇒ B ≡ ¬B ⇒ ¬A
D ,   I    ,   K 
. (S S 1.)

Beispiel. [K] D K  I

P :=W   ,    S .

  A

Q:=W  S   ,     .

P     P. D P  Q  ̈ ,  Q  
.

Bemerkung. [I] A    I A ⇒ B  
:

• A  B.

• A   ̈ B.

• B   ̈ A.

D S B   ̈ A. ̈ F :

F B  ,   A  ., . . ¬B ⇒ ¬A = K 
I A ⇒ B

W   ̈ ,    ̈  I A ⇒ B. D
  S B   ̈ A. .

Bemerkungen. [I     Ä]

• D Ä A ⇔ B    ,   I A ⇒ B
 B ⇒ A   , . .

A ⇔ B ≡ (A ⇒ B)  (B ⇒ A)

A ⇔ B  nicht  ̈  A ⇒ B. Z B   I

0 < 0 ⇒ 1 + 1 = 2

,  Ä
0 < 0 ⇔ 1 + 1 = 2

 ,   I 1 + 1 = 2 ⇒ 0 < 0  .
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• I A  I   Ä . B
  B  A:

P :=W   ,    S .

D A  . (D   P.) W   ,  :

E   .

I    S ?

D S   .

N! D S  ̈   ,  B,  
 F̈ . D S ̈ ,  
 I P   Äquivalenz ̈:

Q:=E    ,   S  .

D A  ̈  ̈ :

D S     ,     .

W S , E   .  D S  
.,   S ̈  I P   Ä Q
.

• M Ä ⇔    V̈,    A
A  B  A A ⇔ B . D W  A ̈
  W  A  B . L Ä P ≡ Q  
A ̈  ̈ A P  Q ( B P = (A ⇒ B)
 Q = (¬B ⇒ ¬A)). L Ä    ̈
A. S     ̈ A.

D G ̈ M  Axiome. Axiome    
A,    M  . D W Axiom  
A ἄι = ́ = ̈, . (D I ,   A   ,
  .) I   T  M ( B  
A)   logische Axiome,   Axiome von Zermelo und Fraenkel
  Auswahlaxiom . D  T  M  
  G. E  A  Z  F  
B,    M    E .

E Beweis  A A    H  A   A,
   logischen Schlussregeln Modus ponens  Verallgemeinerung9 

9Für die Schlussregel Verallgemeinerung siehe die Vorlesung Grundstrukturen für Mathemati-
ker/innen.
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. D Modus ponens = setzende Schlussregel    S -
:

A (P̈ = A)

A ⇒ B (P̈)

B (K)

B: W  ,  A  A ⇒ B . D  ,  B
.

Beispiel. [ ] A:=E  ., B:=D S  .

M :

E  . (P̈)

W   ,   S . (P̈)

D S  . (K)

I  P   B  A  A , 
   A   . E  A  Satz.
A  B     S.

Satz 1.4. Die Zahl

3 · 2 (7·123456789+1)2−1
7

ist ganz10.

I B  S     A ,   
 11.

Lemma 1.5 (  F). Für alle x und y gilt: Wenn x und y reelle
Zahlen 12 sind, dann gilt:

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

W      L .

Lemma 1.6 (P  P  Z). Die folgenden Aussagen gelten:

10d. h. ganzzahlig
11von Alessandro Binomi, siehe [For11]
12Wir werden den Begri einer reellen Zahl in Denition 2.2 festlegen.
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(i) Das Produkt zweier ganzer Zahlen ist ganz.

(ii) Jede Potenz mit ganzer Basis und natürlichem Exponenten13 ist ganz.

Bemerkungen 1.7. [L, P, . . . ]

() E Lemma ( Hilfssatz )   S,   ,   S (
 F S 1.4)  .O     S,  
̈    .

() M    W̈ Hilfssatz, Lemma, Proposition,
Hauptsatz, Theorem  Korollar   Satz. M  W  -
 W̈ ̈  ,    S ,     B
 . W    B   ,  
  Hauptsatz  Theorem. I [B97, S, L, K, S. 11] 
̈   T  W . (D B  
 T  S  M.)

Beweis des Satzes 1.4: W 

m := 123456789

W   Modus ponens:

x := 7m  y := 1   Z.14 ( E  Z)

W 7m  1  Z ,   (7m + 1)2 = (7m)2 + 2 · (7m) · 1 + 12.
(L 1.5)

(7m+ 1)2 = (7m)2 + 2 · (7m) · 1 + 12

H  :

n :=
(7m+ 1)2  1

7
=

(7m)2 + 2 · 7m · 1 + 12  1

7
= 7m2 + 2m (1.2)

D   ̈ Z. W   Modus ponens:

n  ̈. (S .)

W n ̈ ,   2n . (L 1.6())

13D. h. der Exponent ist eine natürliche Zahl.
14Der Doppelpunkt in x := 7m drückt aus, dass wir die linke Seite als die rechte Seite denieren.
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2n  .

W   Modus ponens :

ℓ := 2n  . (S .)

W ℓ  ,   3ℓ . (L 1.6())

3ℓ = 3 · 2n = 3 · 2 (7·123456789+1)2−1
7  . D  S 1.4. 

Bemerkungen. [B  S 1.4]

• D Z    E  B. A  ̈  
A̈ q.e.d. = quod erat demonstrandum = was zu beweisen war .

• I  B    A  S 1.4   M 
    A (L15 1.5  1.6) .
D B  direkter Beweis.

• W   P,  S  , ,     
T  :

– Z,  ̈ ̈ m  Z (7m+1)2−1
7

̈ .

– Z,   P   B  ̈ E 
.

– Z,   P   Z  .

W    M Divide et impera! (T  !) .

• I B  S 1.4    D   T ,
 B  R,   G (1.2) . D R-
 ̈    M 16 ̈,  
 E  Z ,   B  A-
̈  M ((x · y) · z = x · (y · z)).

Bemerkungen. [V  B  S]

• W  S  F  I A ⇒ B ,    A
 Voraussetzung  B  Behauptung  S. B:

15Lemmata ist die Mehrzahl von Lemma.
16Das ist die Mehrzahl von Modus ponens.
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Satz: W 0  1 ,   1 .

I  S  0 ist gleich 1  V  1 ist gerade  B-
.

Bemerkungen: E    ̈   S,   B-
 1 ist gerade    V 0 gleich 1  
. I  B   B .

• W  S  F für jedes x gilt A(x) ⇒ B(x) ,  
 A(x)  (von x abhängige) Voraussetzung  B(x)  (von x abhängige)
Behauptung  S. A  ,   S  F für alle x und
y gilt A(x, y) ⇒ B(x, y) . B:

Satz (  F, L 1.5) F̈  x  y : W x 
y  Z ,  :

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2

I  S  x und y sind reelle Zahlen  V  (x + y)2 =
x2 + 2xy + y2  B.

Bemerkungen. [B ]

B ̈ formalisiert . D   A  Z
,   B  Z ¬,,    . D ̈   R
 Z (   ) ̈ . E 
B    C  R ̈̈ .

D Z  B    ,   A  . M H
 B ̈  ̈ ,   ̈   S
̈  T . D   M   
W.17

D F  V  , I  W  ,
 S ̈ I S . E  Z ,  S  
D-  A . D    S̈ .

Kontraposition ( Umkehrschluss)    S,    I-
 A ⇒ B   K ¬B ⇒ ¬A . D R  ̈, 
 I   K  ̈ . (S Ü
1.) A  B    R ,    S  .

17Zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts gab es in der Mathematik jedoch eine Grundlagenkrise,
die durch die Russellsche Antinomie, einen scheinbaren Widerspruch in der Mengenlehre, ausgelöst
wurde. (Siehe Bemerkungen 1.14.) Die Krise wurde mit Hilfe des Axiomensystems von Zermelo und
Fraenkel überwunden.
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Satz 1.8 (Q    ). Es gilt:

√
2 <

√
3

I B  S      L .

Lemma 1.9 (M  Q). Es seien x, y ≥ 0 reelle Zahlen. Wenn
x ≥ y, dann ist x2 ≥ y2.

Bemerkung. D ,   F f(x) := x2   I [0,∞[=
[0,∞) ( )   .

Beweis des Satzes 1.8 mittels Kontraposition: W   
A:

A:=
√
2 ≥

√
3

B:=2 ≥ 3

G̈ L 1.9   I A ⇒ B . D K 
   I,  ¬(2 ≥ 3) ⇒ ¬(

√
2 ≥

√
3). D   ̈

 2 < 3 ⇒
√
2 <

√
3. D I   .

M :

2 < 3 (D    D  2, 3  <.)

2 < 3 ⇒
√
2 <

√
3 (S .)

√
2 <

√
3

D  S 1.8. 

E ̈  B   indirekte Beweis =Widerspruchsbeweis.
U  A A  ,    ,  A  . D 
  W,    A . D  A.

A  B   S 1.8    W:

Beweis des Satzes 1.8 mittels Widerspruch: W   ,


√
2 <

√
3  , . ., 

√
2 ≥

√
3. M H  L 1.9  M

  ,  2 ≥ 3. D A  . (D    D-
  2, 3  ≥.) E     W. D , 

√
2 <

√
3,

 S 1.8. 
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Bemerkung. [K, W] D  B  S 1.8
   . E    ,   W
  B  K   .

A   B     S  W.

Satz 1.10. Es gilt: »
2 +

√
3 < 2

Beweis des Satzes 1.10 mittels Widerspruch: W  
, 

¬
»

2 +
√
3 < 2


, . .

»
2 +

√
3 ≥ 2

M H  L 1.9  M   , 

2 +
√
3 ≥ 22 = 4,

. .
√
3 ≥ 2 (1.3)

M H  L 1.9  M   ,  3 ≥ 22 = 4. D
A  . E     W. D  S 1.10. 

Bemerkungen. [K, W]

() E   P ex contradictione sequitur quodlibet = ex falso (sequitur) quod-
libet = aus etwas Falschem folgt Beliebiges. D : W  A
A     ̈,  ̈     A
B . D A  ,   I A ⇒ B  ̈ . D
A    ,    M ,  B  .

() B  W    A ,  A  .
D A ̈    , ̈   ̈  P
ex falso quodlibet (B ())   A B . U 
W,  A  , ̈     A-
 B . D     W ,  
 Z  Z  . V 
  . D  ,    B ̈ -
 ̈,   Ä  . D    , 
W    B .

D ̈ B  B ().
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Beispiel. [ Z  W] I B  S

1.10      A (¬


2 +
√
3 < 2


)  Z

(1.3) (
√
3 ≥ 2) . W  P ex falso quodlibet   ,  

Z  . (S B () .) (I  ?)

E  B   ̈ I. U  P  ̈,
 X  M. W 

x  X

. . . ( , ) x  E  X . W   M 
̈ Z   

N0 = 0, 1,   

F̈  n  N0  P (n)  A.

Prinzip der vollständigen Induktion: W  ,  :

• P (0)  .

• F̈  k  N0  P (k) ⇒ P (k + 1).

D  ̈  n  N0  A P (n) .

D P   D  ̈ Z. (S ̈  B
 V Grundstrukturen ̈ M/.)

Bemerkungen. [I  D]

() D I,   I  ,   : A 
I  P (0) . M  I ̈ k = 0
  M   ,  P (1)  . M  I-
 ̈ k = 1   M   ,  P (2)  .
. . . F̈  n  N0  ,  P (n)  . D   I-
 .

() U  I  ,    D ,   0, 1,   
     R  . W   
A:

P (n):=D D n ̈ .

W   S 0 ,   ̈, . . P (0)  ̈. W 
,   D ̈   ,  ̈  k
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 S k+1 ̈,  k ̈, . . P (k) ⇒ P (k+1). D D
      , . .,  S ̈  ,
. . ̈  n  P (n) ̈. D   I  ().

W    B:

• I := B  P (0)

• I := B  I P (k) ⇒ P (k + 1)

• I = I := P (k)

• I = P (k + 1)

U  I  ,      S.

Satz 1.11 (S  ̈ Z    Z). Für jedes n  N0 gilt

n

i=1

i := 1 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
 (1.4)

Beweis des Satzes 1.11 mittels Induktion: W :

P (n) :=
n

i=1 i =
n(n+1)

2


Induktionsverankerung: E 
0

i=1 i =  S := 0 = 0·(0+1)
2

. A  P (0)
̈.

Induktionsschritt: S k  N0 ,  P (k) . D 

k+1

i=1

i =

k

i=1

i+ (k + 1)

=
k(k + 1)

2
+ k + 1 (  I P (k))

=
(k + 1)


(k + 1) + 1



2


A   I P (k + 1). D I P (k) ⇒ P (k + 1) 
 . D   I .

S   V  I ̈. W   
M :
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A 1.1: G C, 1845–1918,  M.

P (0)  ̈  k  N0 : P (k) ⇒ P (k + 1) ( )

W P (0)  ̈  k  N0 : P (k) ⇒ P (k + 1),   ̈  n  N0 P (n).
(I)

F̈  n  N0  P (n).

D. ., ̈  n  N0   G (1.4). D  S 1.11. 

1.3 Mengenlehre: Menge, Mengenoperationen,

de-morgansche Gesetze

D A  [B96, 1.2]  [S, 1.2]. E Menge   -
 Z  O   G. D B  
G C ̈,  A 1.1. D   M  O
   Elemente.

Aufzählende (Mengen-)schreibweise: S x1,    , xn O. W 


x1,    , xn



̈  M,    E x1,    , xn . S X  M  x 
O. W 

x  X

. . . x  E  X .

Beispiele 1.12. [M  ̈ S]



32 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN: LOGIK, MENGE, QUANTOR, FUNKTION

() 0, 1 = M,    E 0  1 

E  0  0, 1  1  0, 1.

() ∅ := M,    O  E  18

∅    M,   O ( E) ̈. S   . I
̈ S     ∅ = .

() ∅ = M,     M . S ̈   E,
̈ ∅. D M ∅    .

() 0, 1 = M,    E 0, 1 ̈. D A E
 M 0, 1   1.

Bemerkungen 1.13. [M  ̈ S,  O   M-
]

() J M  , . .,  R  E  
R. E   B,  0, 1 = 1, 0.

() E  M ̈   B  ̈ .
E    B:

0, 1, 0 = 0, 1

() E E  M     M . I B ∅ 
 E ∅    M.

() W ̈,     T  M,  B  
A,  A  Z  F . I 
A  jedes Objekt  M. I   E 
M   M. E  E      M
, muss M . S  V Grundstrukturen ̈ D-MATH.

Unendliche M,  M    E, ̈  
   ̈ S ,      A̈
 . I     ,    S
 .

Beispiele. [ M  ̈ S]

N0 = 0, 1,    = M  ̈ Z  0. D E 
M   Z 0, 1,    .

18A := B bedeutet, dass wir A als B denieren.
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N := 1, 2,    = M  ̈ Z  0

I  A  
R :=


 Z


,

 M   Z.

Beschreibende (Mengen-)Schreibweise: E Aussageform   A P (x),
   V x ̈. W 


x
P (x)


(1.5)

̈  M19  x, ̈  P (x) .

Bemerkung. [ M] A    
( B  [S])  ; , . .  M (1.5)  


x;P (x)



.

Beispiele. [M   M]

•

x
 x  S  S   V


= M  S-

  S   V

•

n
n  N0  n  


=


n  N0

n  

=


0, 2, 4,   



•

m

E   n  N0 ,  m = (1)n

=


(1)n

n  N0


= 1, 1

• S a  b  Z20   ±∞ ,  a ≤ b. W  
oene Intervall mit Grenzen a und b   M

]a, b[:= (a, b) :=

x  R

 a < x < b



I F a, b  R    abgeschlossene Intervall mit Grenzen a und b
  M

[a, b] :=

x  R

 a ≤ x ≤ b



W   linksoene Intervall ]a, b] = (a, b]   rechtsoene Inter-
vall [a, b[= [a, b) . D  I    halboen.

Z B    I ]a,∞[  M   Z x, 
̈  a .

19In gewissen Fällen ist das keine wohldenierte Menge. Siehe Bemerkungen 1.14 (Russellsche
Antinomie).

20Wir werden den Begri einer reellen Zahl in Denition 2.2 festlegen.
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Bemerkungen. []

• ∞ = +∞ ()  ∞  H,    ̈ 
x  R  U ∞ < x < ∞ ̈. D Z ∞   Z.
E       B.

• D N ]a, b[  ̈ (a, b)  V,   ]a, b[   
  a  b  P  ̈. (S D
1.16.) D N   N B ̈.21

Bemerkungen 1.14. [̈̈ D  M, R A-
]

• F̈  A P (x)   Z  O 
 (1.5)  M. E B ̈ :

P (x):=x ̸ x

(1.5)    

X :=

x
 x ̸ x


,

  M  M,      E . D
M   . U   ,    , 
  . F X  X ,   X ̸ X,  W. F X ̸ X ,
  X  X ,  W. I  F̈    
W. G̈  S   D   
F̈  M̈ . W     W. U
A,    M X ,   .

• D Russellsche Antinomie  W,  ,   
,     M X .

• D P    M ,   D  ̈̈
B x ̸ x, . . x   E    . M
rückbezüglich   ,    B x    B-
 . M ̈̈ D  M   
.

• E A  R A   B-P:
W   Barbier  ,    ,   
 .

21Nicolas Bourbaki ist das Pseudonym eines Autorenkollektivs vorwiegend französischer Mathema-
tiker, das seit 1934 an einem vielbändigen Lehrbuch der Mathematik arbeitete.



1.3. MENGENLEHRE: MENGE, MENGENOPERATIONEN, DE-MORGANSCHE
GESETZE 35

A 1.2: B R, 1872–1970,  P  L.

F: R  B  ?

W   A   R A   B-
P  ,   X,  Barbier, wird rasiert durch .

• D R A    L̈-P,    
Ä D S  . . (S B 1.2.) I -
 F̈   P,   Ä   B  
D ̈̈ .

• D R A     M  -
,   (1.5)  M  F


x  X

P (x)


 ,  X  M .

Mengenoperationen, Teilmengenrelation

S A  B M. W 

A  B :=

x
 x  A  x  B


= D

A  B :=

x
 x  A  x  B


= V

A \ B :=

x  A

 x ̸ B


= D

W  A  Teilmenge  B . . .  E  A   B . I
 F  

A ⊆ B
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A 1.3: A D M, 1806–1871,  M.

W    M X    T A  X . W 
X  Grundmenge  X \ A  Komplement von A in X. W  ̈

A∁ := X \ A

A  B  gleich . . .   E . I  F -
 

A = B

Satz 1.15 (- G). Für alle A,B ⊆ X gilt

(A  B)∁ = A∁  B∁, (1.6)

(A  B)∁ = A∁  B∁ (1.7)

D S   A D M ,  A 1.3.

Beweis des Satzes 1.15: S Ü 2. ((1.6)   (1.1).) 

D kartesische Produkt  M    P  E 
 M. D P   ,   B  F-
  . U   P  ̈,   O
x1,    , xn.

Denition 1.16 (n-T, P, T). Wir denieren das aus x1,    , xn bestehende
( ) n-T als den Ausdruck (x1,    , xn). Falls n = 2, dann nennen wir
(x1, x2) das aus x1 und x2 bestehende ( ) P. Falls n = 3, dann nennen wir
(x1, x2, x3) das aus x1, x2 und x3 bestehende ( ) T.
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Bemerkung. [n-T] Z n-T (x1,    , xn)  (y1,    , yn)   
,  x1 = y1,    , xn = yn. D R  O x1,    , xn  
 R.

S X  Y M.

Denition 1.17 ( P,  P). Wir denieren das ( )
P von X und Y als die Menge aller Paare (x, y), wobei x in X liegt und y in
Y , d. h.

X × Y :=

(x, y)

 x  X, y  Y



Für jedes n  N denieren wir die n-te ( ) P von X als die Menge

Xn :=

(x1,    , xn)

 x1,    , xn  X



Beispiele. [ P,  P]

• S X := 0, 1  Y :=

A,H,B


. D  P  X

 Y   

X × Y =

(0,A), (0,H), (0,B), (1,A), (1,H), (1,B)




• W  Rn,  n-  P  R,  n-dimensionalen Stan-
dardraum ( Koordinatenraum). E :

– R1 = R = G

– R2 =

(x1, x2)

 x1, x2  R

= E22

– R3 =

(x1, x2, x3)

 x1, x2, x3  R

= () R

Bemerkungen. [ P, K  P  R]

• F̈ n = 2  X2 = X × X . F̈ n = 3 ̈  X3   
P (X ×X)×X . (W?) A  ̈  n  N.

• S x  Xn. W ̈ x    W   n-T (x1,    , xn)
. W  xi  i-te Komponente von x. Z B   
K  P x := (3, 0)  R2   x1 = 3.

22Manchmal wird das die euklidische Ebene genannt. Das ist ungeschickt, da der Begri euklidi-
sche Ebene auch für R2 zusammen mit dem euklidischen inneren Produkt verwendet wird. (Siehe die
Vorlesung Lineare Algebra, ITET und RW, 1. Semester.)
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S n  N. W T  Rn  B̈ (=K)  S̈. U 
B  , ̈  F. W   euklidische Norm
 V v  Rn 

∥v∥ :=


n

i=1

v2i  (1.8)

F̈  a  R  

[a,∞] := [a,∞[∞

Denition 1.18 (   B, S̈, K, K). Seien
x0  Rn und r  [0,∞]. Wir denieren den  B (oder (V-))  x0 
R r als die Menge aller Punkte in Rn, die (euklidischen) Abstand zu x0 kleiner
als r haben, d. h. als die Menge

Br(x0) := Bn
r (x0) :=


x  Rn

 ∥x x0∥ < r

 (1.9)

Wir denieren den  B  x0  R r als die Menge

Br(x0) := B
n

r (x0) :=

x  Rn

 ∥x x0∥ ≤ r

 (1.10)

Wir denieren die S̈  M x0  R r als die Menge aller Punkte
in Rn, die Abstand r zu x0 haben, d. h. als die Menge

Sn−1
r (x0) :=


x  Rn

 ∥x x0∥ = r

 (1.11)

Im Fall n = 2 nennen wir B2
r (x0) (B

2

r(x0)) auch die  ( ) K-
  x0  R r. Wir nennen S1

r (x0) den K  x0  R r.

Bemerkung. D  B  x0  R r   T  Rn, . . Bn
r (x0) ⊆

Rn.

Bemerkungen. [F r = 0  r = ∞]

• E 

B0(x0) = ∅, B0(x0) = x0, B∞(x0) = Rn, B∞(x0) = Rn

A  Rn       B.

• D B ∥xx0∥ < ∞  ∥xx0∥ ≤ ∞  ,  ∞ 
Z .
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• E   x  Rn ,  ∥x  x0∥ = r := ∞, . .,  M̈  
D  B∞(x0)   .

Bemerkung 1.19. [K  K] E K   K, . .  -
 O. E   R  K.23 D D  B
 K     ̈M ̈. I  
G   Kreis    Kscheibe .

1.4 Quantor

D A  [B96, 1.1]  [S, 1.2]. Q  logische Ope-
ratoren,  ,   O x  B P (x) ̈. D  -
 Q   :

N B B
∀ ̈  = ̈  A
∃   E

Beispiele 1.20. [Q]

() ∀n  N0 : n ≥ 0 F̈  ̈ Z n ,  n ≥ 0. W.

() ∃n  N0 : n > 0 E   ̈ Z ̈ . W. G: n = 1
  B   Z.

Bemerkung:    x . . .    M̈ ,   
 x .

() ∀m  N0∃n  N0 : m ≤ n F̈  ̈ Z m    ̈
Z n ,  m ≤ n . W. (W? W ̈  n ̈?)

() ∃n  N0∀m  N0 : m ≤ n E   ̈ Z n ,  ̈ 
̈ Z m ,  m ≤ n. = E   ̈ ̈ Z.
F. (W? I B 1.22()      .)

Bemerkungen. [R Q, A̈] A  B (),()
̈  ,   R  Q  R . I B
()  n  m ̈,  B () .

23Wir verwenden hier den anschaulichen Begri des Randes. In Denition 4.23 werden wir diesen
Begri präzise fassen.
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Bemerkung 1.21. [V   A] S X  M
 P (x)  A. E :

¬

∀x  X : P (x)


≡ ∃x  X : ¬P (x), (1.12)

¬

∃x  X : P (x)


≡ ∀x  X : ¬P (x) (1.13)

H  ≡  Ä, . ., ̈  A P (x)  
W     S . B  N   
 Q ∀  ∃ .

Beispiele 1.22. [V   A]

() G̈ (1.12)  ̈  V  A ∀n  N0 : n ≥ 0, 24

¬

∀n  N0 : n ≥ 0


≡ ∃n  N0 : ¬n ≥ 0 ≡ ∃n  N0 : n < 0 (1.14)

(W   P (x = n):=n ≥ 0.) G̈ B 1.20()  
 S  (1.14) . A    S , . .,   
̈ Z  .

() E 

¬ (∀m  N0∃n  N0 : m < n) (1.15)

≡ ∃m  N0¬ (∃n  N0 : m < n) (̈ (1.12)  P (x = m):=∃n  N0 : m < n)

≡ ∃m  N0 ∀n  N0 : ¬(m < n) (̈ (1.13)) (1.16)

D A ∀m  N0∃n  N0 : m < n  . (W? W ̈  n
̈?) D  (1.15) . A  (1.16) , 

¬∃m  N0 ∀n  N0 : m ≥ n

 . W ̈  A   ,    V-
 m  n :

¬∃n  N0 ∀m  N0 : n ≥ m (1.17)

H    Goethe-Prinzip . (S P 1.23 .)
S    A  B 1.20() .

Prinzip 1.23 (G, [G], V 3457). Name ist Schall und Rauch.
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A 1.4: J W  G, 1749-1832, D D.

D P   J W  G . (S A 1.4.)
E ,   N  V  R    
 .25

1.5 Die Konzepte Begri und Denition

D  A ̈  Denitionen  Symbolen   Begrie.
S    B 1.12()  S ∅   B Menge, von der kein
Objekt ein Element ist . (D    M.) A   Symbol
 Zeichen,  Wort   Wortkombination. E   A (mathema-
tischer) Begrie:

• Objektbegri = Gegenstandsbegri = () A,   (-
) O ,     

• (einstelliges) Prädikat = Eigenschaft = A,   E 
O 

• Relation = Beziehung = A,   B  O -


Beispiele. [() (N-)B]

24Wir haben hier eine Kette von Äquivalenzen A1 ≡ A2 ≡ A3. Damit meinen wir, dass A1 ≡ A2

und A2 ≡ A3 gilt. Daraus folgt, dass A1 ≡ A3 gilt. (Warum?)
25Goethe sagte übrigens auch Folgendes:

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: redet man zu ihnen, so übersetzen sie es in ihre
Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.
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• Menge, von der kein Objekt ein Element ist   O. E 
̈    M. D    A  Z 
F.26

• ist leer   P̈.

• ist kleiner als  ist Teilmenge von  R   O.

• Menge, die leer ist und nicht leer ist  kein O,    M
 . Menge, welche die leere Menge (als Element) enthält  kein O-
,   M   . Z B  ∅  ∅, 1
 O,    Menge, welche die leere Menge enthält
 .

M reservierten Zeichen    :

•   V̈ ¬   ⇒

•  Q ∀ ∃

•  G =

•  E 

•  K ( )

Bemerkungen 1.24. [F, O, M]

() J  B   , . .,  -
 Z, V    S ̈ . Z
B  Menge, von der kein Objekt ein Element ist 

¬∃y(y  x) (1.18)

 . H  x ̈  M  y ̈  O.

() I  A ¬∃y(y  x)   Z ,  , 
x  M . E  Z   ̈,   A 
Z  F  O  M , . .  V ̈ 
M . (S B 1.13().)

() W ̈ ¬∃  ̸ ∃ .

26Siehe die Vorlesung Grundstrukturen.
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W  B,   O , .27

Beispiel. [I  B] W  Menge, von der kein Ob-
jekt ein Element ist, . . (1.18),  Menge, von der jedes Objekt kein Element ist,
. . ∀y(y¬  x).

Bemerkung. W ̈ ¬   ̸ .

S S  S  A  B,  ̈  O . D Denition von S
durch A   Gleichsetzung  S    x,   A 
. F   D  

∀x

S = x ⇔ A




W  S  Deniendum (=  D)  A  Deniens (= D-
). M  D     D   D
.

D S S  nicht    Z,  V  
  S . D D   Z, V 
  S . E    S . I
̈ Z   W̈  ,  B ¬  nicht. W
  A ∀x


S = x ⇔ A


  A .

Beispiele 1.25. [D  O, ∅ = 0, 1, 2, 3]

() D D  ∅   B ̸ ∃y(y  x)   :

∀x

∅ = x ⇎ ∃y(y  x)



I: ∅ := M,    O  E 

∅   D  Menge, von der kein Objekt ein Element ist  D-
. (V S   B 1.12().)

() S x1,    , xn O. W  :

x1,    , xn := M,    E x1,    , xn ̈

S S    S  S ′     S, 
  Z   V . D Denition von S ′ als S  
G

S ′ = S

27Das heisst, wir setzen sie gleich.
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U ,       D ,    
P  D   G, 

S ′ := S

W  S ′  Deniendum  S  Deniens.

Beispiel 1.26. W 

0 := ∅
D  ∅   ,   D ̈.

W 

1 := 0
D  0      B 1.25()  ,   D
̈. W 

2 := 0, 1, 3 := 0, 1, 2

Bemerkungen. [ ̈ Z 0, 1, 2, 3]

• D   B 1.26 M 0, 1, 2, 3     ̈
Z. (F̈  D  Menge aller ̈ Z   V-
 G  D-MATH.)

• W  null ̈  intuitiven B  N. I   M
∅  E. S    K   B null.
E    , 0  ∅  . E  ̈ 1, 2, 3.
Z B ̈  M 3  drei E 0, 1, 2.

• D   B 1.26  Z 0, 1, 2, 3  Mengen,   
 O. (S B 1.13().) D    O,
    ,  ̈  A O  ̈ Z . E
,  0    A  null ̈28, ̈ ̈
 A E.

• D I,  Z 0, 1, 2, 3   B 1.26  ,   J 
N ̈. S A 1.5.

Bemerkungen. [   K  B 
 D, G-P, W  S, per denitionem]

28und entsprechend für 1, 2, 3



1.5. DIE KONZEPTE BEGRIFF UND DEFINITION 45

A 1.5: J  N, 1903–1957, -US- M-
.

• E philosophischer Begri   P (W,G),  W  W   G
 G,   W  . I G  
 mathematischer Begri   A A,   -
 O ,     ,    -
 E  B . D A A   R 
G G,    G  G  . (S
B 1.24.)

• E philosophische Denition   Bestimmung   B-
   Erklärung  W  S. I G   -
 mathematische Denition ( O)  willkürliche Gleichsetzung
∀x


S = x ⇔ A


,     R . D S

S  ,    G-P 1.23 Name ist Schall und Rauch.

S     D  ∅  B 1.25()  -
 B (W,G)     S ∅   A Menge,
von der kein Objekt ein Element ist. W ̈    W 
S   ∅  Menge, von der kein Objekt ein Element ist. S
   S ∅  M ,    O  E .
S  S ∅ ̈     Z , 
B e. W ̈  :

e := M,    O  E 

(W ̈    W  e.) K :

S ̈   S   .29

29Das Symbol darf kein reserviertes Zeichen und keine Variable sein. Es darf noch nicht deniert
sein.
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• F ̈, ̈    P  D  S,  
̈   V  B  . S   
B 1.26   D 0 := ∅  S 0,   ̈  
B null  ,   N  D 0 := ∅ ̈.

• N  ∀x

S = x ⇔ A


 ,  S  ̈  M  

 x,  A ̈. D   per denitionem, . . -
̈. A:

Frage. Warum ist 0 = ∅?

Antwort. Weil wir 0 als ∅ deniert haben.

E  ,   D   B ,   
O     .

Beispiel. [N-D]

M := M,   ∅     ∅ 

  D,     D  O  .

S  P  S  A  P̈ (= E)  O x. D
Denition  P  A   

∀x

P (x) ⇔ A




S  R  S  A  R (= B)   O.
D Denition  R  A   

∀x∀y

xRy ⇔ A




Beispiele. [D  E   B]

• W   S E   E ist leer, . .

∀x

E(x) ⇎ ∃y(y  x)




(x   ̈  M.)

• W   S ∋   B

∀x∀y

x ∋ y ⇔ y  x




∋   B enthält (als Element).
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E Zirkeldenition   K   D,    
S  D  S ,   ̈   K  .
W     K . E  D   -
,   D  S ̈,      . B
̈ Z :

S0 := S0

S0 := S1, S1 := S0

S0 := S2, S1 := S0, S2 := S1

S :=

ß
1,  S = 0,
0,  S ̸= 0

1.6 Funktion: Injektivität, Surjektivität,

Bijektivität, Umkehrfunktion, Verknüpfung

von Funktionen

D A  [B96, 2.1, 2.2]  [S, 1.3]. E X  Y M.
I   Funktion ( Abbildung) von X nach Y  V,  
E x  X   E y  Y . D  D
̈  B.

Denition 1.27 (F, D, Z, G, W  
P). Eine F (oder A) ist ein Tripel

f = (X, Y,G),

wobei X und Y Mengen sind und G ⊆ X × Y eine Teilmenge so, dass es für jedes
x  X genau ein y  Y gibt so, dass (x, y)  G.

Sei f = (X, Y,G) eine Funktion. Wir denieren:

•  f := (f) := Denitionsbereich von f := X

•  f := (f) := Zielbereich von f := Y

• Graph von f := G

• für x  X: Wert von f an der Stelle x := f(x) := y, wobei y das eindeutige
Element von Y ist so, dass (x, y)  G.

• f : X → Y := f ist eine Funktion mit  f = X und  f = Y 
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Bemerkungen. [D-  Z, G]

• (f)  ̈  domain = D.

• (f)  ̈  codomain = Z.

• F  f =  f = R,   G  G  f ,  S   
S .

W   F f  

X ∋ x → f(x)  Y

Beispiele. [F] D  T  F:

• X := Y := R, G :=

(x, x+ 1)

 x  R

, f := (X, Y,G)

Bemerkungen: D G G  f   V ordne x den Wert
y = x + 1 zu, . . addiere 1. E  f : R → R  f(x) = x + 1, ̈ 
x  R. N  G-P 1.23   f(t) = t+ 1, ̈  t  R.

• X := Y := R, G :=

(x, x2)

 x  R

, f := (X, Y,G)

Bemerkung: D G G  f   V ordne x den Wert
y = x2 zu, . . quadriere.

• X := R, ‹Y := [0,∞[, G :=

(x, x2)

 x  R

, f := (X,‹Y ,G)

Bemerkung: D F f  f  ,   Z
 . (D D  G  .)

•

X :=

S  S   V


,

Y :=

D


,

f : X → Y, f(x) := D,   x  

• F̈   M X    Identität auf X   A

X : X → X, X(x) := x

•

X :=

 P


,

Y :=

T  R


,

f : X → Y, f(p) := M  N  p
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B   B  P30

p ≡ 1, q(x) := x+ 1, r(x) := x2  1

E :
f(p) = ∅, f(q) = 1, f(r) = 1, 1

Bemerkungen. [F  V̈]

• S n  N  X ⊆ Rn. W   F f : X → R. D  
F  (̈ n) V̈. S x  X. W  xi ̈
 i- K  x. E   x = (x1,    , xn). W ̈ :

f(x1,    , xn) := f((x1,    , xn)) = f(x)

• S  n, p  N, X ⊆ Rn  Y ⊆ Rp. W   F f : X →
Y . W  f = (f1,    , fn)   fi : X → R  i- K
 f . F̈  x  X   

f(x) =

Ö
f1(x1,    , xn)

...
fp(x1,    , xn)




• W  F  V̈ ̈  A 2 -
.

Beispiele. [F  V̈]

• f : R2 → R, f(x1, x2) = f(x) := x1 + x2

Z B  f(1, 2) = 1 + 2 = 3.

Bemerkung: N  G-P 1.23  f(u) = u1 + u2  f(x, y) =
x+ y. (H    P  R2   (x, y).)

• f : R → R2, f(x) := (x, x) =


x
x



• f : R2 → R2, f(x) :=

x1 + x2, x1x2


=


x1 + x2

x1x2



Z B  f(1, 2) =

1 + 2, 1 · 2


= (3, 2) =


3
2


.

30≡ bedeutet hier konstant gleich.
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Bemerkungen 1.28. [A  F] S A  A,  x ̈,
 B A = x, A = 3x2 + ex, A = x + 2t. D  A  F,  
 T   D 1.27 . E   ̈ I  
, A    F aufzufassen,    G̈:

• A ̈  I ̈,   ̈ V .

• A ̈   I ̈  D-  Z.

Z B  x+ 2t    F f : R → R, f(x) := x+ 2t,  
  F g : R → R, g(t) := x+ 2t,  . D F f  g
 ,      V :

• f : A 2t  A.

• g: M  A  2   x.

D f  g  ,       A.
D A  f    S   1,   2t  K .
(2t ̈    ̈ V x .) A   A
 g    S  2,   x  K . (x ̈ 
  ̈ V t .)

W ̈ x+ 2t    F h : R2 → R, h(x, t) := x+ 2t, . D
  F zweier V̈.

W  A A   V ,    ,
   ̈ V  . Z B   A
A := x2   V x . M  A    F
f : R → R, f(x) := x2 .

W      A A := a? I   F f : R → R,
f(a) := a,   I̈, ? O   A f :
R → R, f(x) := a?

Denition 1.29 (B, U). (i) Sei A ⊆ X eine Teilmenge. Wir denieren das
B  A  f als die Menge

f(A) :=

f(x)

 x  A



Wir nennen
(f) := f(X)

das B  f .
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(ii) Sei B ⊆ Y eine Teilmenge. Wir denieren das U  B  f als die
Menge

f−1(B) :=

x  X

 f(x)  B



Für jeden Punkt y  Y denieren wir das U  y  f als die Menge

f−1(y) := f−1(y) =

x  X

 f(x) = y



Beispiele. [B, U]

• W   F

f : N0 → N0, f(n) := n2

D B  f   

(f) = f(N0) =

n2

n  N0


=


Q


=


0, 1, 4, 9,   




D U  B := 1, 2, 3, 4, 5  f   

f−1(B) = 1, 2

• W   F

f : R → R, f(x) := x2

D B  f   

(f) = f(R) = f([0,∞[) = f(]∞, 0]) = [0,∞[

D B  A := [1, 2]  f   

f([1, 2]) = [1, 4]

D U  B :=]∞, 4[  f   

f−1

]∞, 4[


=] 2, 2[

D U  y := 4  f   

f−1(4) = 2, 2

S f : X → Y  F.
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Denition 1.30 (, , ). (i) f heisst  g. d. w. gilt:

∀x, x′  X : f(x) = f(x′) ⇒ x = x′

(ii) f heisst  g. d. w. gilt:

∀y  Y ∃x  X : f(x) = y

(iii) f heisst  g. d. w. f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkungen. [, , ]

() f   . . .

∀x, x′  X : x ̸= x′ ⇒ f(x) ̸= f(x′)

(W?) D ,  f  P   P
.

() f   . . .  B  f  Y .

Beispiele 1.31. [, , ]

() D I̈ X  .

() D F f : [0,∞[→ R, f(x) := x,     .

() D F f : R → [0,∞[, f(x) := x2,   ,  .

() D F f : R → R, f(x) := x2,     .

Bemerkung. [, ]

• I̈  F ̈  D . D   
B 1.31(),().

• S̈  F ̈  Z . D    B-
 1.31(),().

• D B  G̈ ̈,    F   T
(X, Y,G) ,    A  3x2 + ex. F̈  G̈
 B 1.28.
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Denition 1.32 (U). Sei f : X → Y eine  Funktion. Wir
denieren die U (oder U oder  F)  f
als die Funktion

f ⟨−1⟩ : Y → X, f ⟨−1⟩(y) := x,

wobei x  X der eindeutige Punkt ist, wofür gilt, dass

f(x) = y

(In Bemerkung 1.33(i) diskutieren wir die alternative Schreibweise f−1.)

Bemerkungen 1.33. [U]

() D f  ,   ̈   P x. D f  , 
 P x (̈ f(x) = y) . D ,    F
f ⟨−1⟩  .

() I F X = Y = R   G  f ⟨−1⟩   G  f , 
   G x = y.

Beispiele. [U]

• D U  I̈ X  
⟨−1⟩
X = X .

• D F f : [0,∞[→ [0,∞[, f(x) := x2,  . I U
  Q

√
:= f ⟨−1⟩ : [0,∞[→ [0,∞[

• D E   F  X := R  Y :=]0,∞[  -
. (S Ü 3  B 4.46()  4.43() I U
  ̈ L31

 := ⟨−1⟩ :]0,∞[→ R

Bemerkungen. [N ̈ U] S f : X → Y   F-
.

31In der höheren Mathematik bezeichnet log den natürlichen Logarithmus, also den Logarithmus
zur Basis e. Gewisse Autoren verwenden dafür die Schreibweise ln, was für logarithmus naturalis steht.
Ausserhalb der Mathematik wird log manchmal für den Logarithmus zur Basis 10 gebraucht.
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() F̈  y  Y , 

f−1(y) = f−1(y) =
¶
f ⟨−1⟩(y)

©


D Urbildfunktion y → f−1(y)    F f ⟨−1⟩   
 K . W        F
 

f−1 := f ⟨−1⟩

I  P    ,   f−1  U   
F f ⟨−1⟩  . (E: f ⟨−1⟩   ,  f 
.)

() f−1(y) = f ⟨−1⟩(y)    P x, ̈ f(x) = y. D  
 

(f(y))−1 =
1

f(y)

D A (f(y))−1   ,  y  X  f(y)  Z 
0 .

S X, Y, Z M  f : X → Y  g : Y → Z F.

Denition 1.34 (V̈  F). Wir denieren die V̈
(oder K)  f  g als die Funktion

g ◦ f : X → Z, g ◦ f(x) := g(f(x))

Beispiele. [V̈, R ]

• W  X := Y := Z := R   F

f, g : R → R, f(x) := x+ 1, g(y) := y2

D V̈  f  g   

g ◦ f : R → R, g ◦ f(x) = (x+ 1)2 (1.19)

D Z  g   R. D    D  f
̈. D    V̈  . S  


f ◦ g : R → R, f ◦ g(y) = y2 + 1 (1.20)

E 

g ◦ f(1) = (1 + 1)2 (̈ (1.19))

= 4 ̸= 2 = 11 + 1 = f ◦ g(1) (̈ (1.20))

 
g ◦ f ̸= f ◦ g
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UMKEHRFUNKTION, VERKNÜPFUNG VON FUNKTIONEN 55

• W  X := R2, Y := Z := R   F

f : R2 → R, f(x, y) := x+ y g :=  : R → R

D V̈  f  g   

g ◦ f : R2 → R, g ◦ f(x, y) = (x+ y) = ex+y

D  V̈ f ◦ g    (= ),  
Z  g,  R,    D  f ,  R2, .
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Zahlen

D K  [B96, 1.3, 1.4, 1.7, 3.2]  [S, K 2]. N L
 Z  B ̈  A.

2.1 Natürliche, ganze und rationale Zahl

D A  [B96, 1.3]  [S, 2.1]. W :

• N0 := M  ̈ Z   =

0, 1,   



• N := M  ̈ Z   =

1, 2,   



• Z := M   Z =

   ,1, 0, 1,   



• Q :=

ß
m

n

m  Z, n  N
™

= M   Z

Bemerkungen. [̈, ,  Z]

• N0 ⊆ Z ⊆ Q

• N0: W ̈  O ̈. W ̈ Z  N0  
.

• Z: Z̈  A  M ̈   Z  Z
.

• Q: Z̈  A, M  S ̈   Q
  Z  (  0), . . Q   Körper. E -
  R,  S   G . D W

57
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̈    Z G̈    Z .
D O     S   A  M
̈ . D E   R ̈   -
,  Q    A, M  O
 (total) geordneter Körper , . .  E A.)-), M.)-), D),
O.)-), K.),)  [S, 2.2 D  Z] .1 Z B 
A.),   A assoziativ , . .

∀x, y, z  Q : (x+ y) + z = x+ (y + z)

Z    Z r0 < r1     Z, 
B r0+r1

2
. T   L̈    Z Q. Z B

   Z r  Q  2. D   I   S.

Satz 2.1. Es gibt keine rationale Zahl r mit r2 = 2.

F̈ m,n  Z   mn . . . m  Z n , . .

mn :⇔ ∃k  Z : km = n

(A :⇔ B ,   A  B .)

Beweis des Satzes 2.1: W   ,  ̈  Z r  Q


r2 = 2 (2.1)

W ̈ m0  Z  n0  N , 

m0

n0

= r (2.2)

S k  N0  ̈ Z ,  2km0  2kn0. W 

m :=
m0

2k
, n :=

n0

2k


W ̈    2-F   Z̈ m0   N
n0  B r . E  

m

n
=

m0

n0

, (2.3)

2 ̸ m  2 ̸ n, (2.4)

1In [Stra] werden die Bedingungen für R statt Q formuliert. Sie gelten auch für Q.
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m2

n2
=

m2
0

n2
0

(̈ (2.3))

= r2 (̈ (2.2))

= 2 (̈ (2.1)),

 m2 = 2n2 (2.5)

D 2  ,  ,  2m, . .,    k  Z ,  m = 2k. M
(2.5)  , 

2n2 = m2 = 4k2, . . n2 = 2k2

D 2  ,  ,  2n. D  2m ,    W
 (2.4). D   A ,    Z r  Q  r2 = 2 .
D  S 2.1. 

2.2 Reelle Zahl, Dedekind-Schnitt, Youngsche

Ungleichung

D A  [B96, 1.4]  [S, 2.2]. W    A
 ,     rationalen Zahlengerade L̈. E   B 
Z,  Q  2 . S S 2.1. U  L̈  , 
   Z    Z   Dedekind-Schnitte.
D  Z   B  () Z,   L  S
2.1 , ̈

√
2.

Denition 2.2 (D-S =  Z). Eine  Z (oder D-
S oder D S2) ist eine Teilmenge x ⊆ Q mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) x ̸= ∅

(b) x ̸= Q

(c) ∀r  x ∀s  Q : s > r ⇒ s  x

(d) ∀r  x ∃s0  x : s0 < r

Wir denieren

R :=

 Z


=


D-S



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A 2.1: R D, 1831–1916,  M.

D D-S   R D ,  A 2.1.

Bemerkungen. • (),() ,  x    ̈ I
 Z .

• () ,   I   ̈ .

• () ,   I  .

• I  D   ,   M Q   Z
  . M     B   V-
 Grundstrukturen (D-MATH, 2. S) .

• D 2.2 ̈   T   B 1.1() ̈ S.

D I  D 2.2 ,    Z x  M  
Z   T 3, ̈    Z ̈  x  
 Z   x. D T ,    anschauliche Eigenschaft
     Z   Denition  Z .

Bemerkung 2.3. [ Z    Z ] F̈  r  Q
   D-S

r :=

s  Q

 s > r

 R (2.6)

W    B

000 =

s  Q

 s > 0



2In der Literatur wird das auch eine Obermenge eines Dedekind-Schnittes genannt.
3Darum heisst ein x wie in Denition 2.2 ein Dedekind-Schnitt.
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D A
Q ∋ r → r  R

 . W ̈ Q    B   A .
D ̈  Q   T  R .

Beispiel 2.4. [Q   D-S] W 
√
2 :=


r  Q

 r ≥ 0, r2 > 2

 (2.7)

D    Z, . .  D-S. S Ü 3 ( Z,
D-S).

U  Z  G̈    ̈      ̈,
    D.

Denition 2.5 (O, A, M  Z). (i) (Ordnung:)
Für x, y  R denieren wir

x ≤≤≤ y :⇔ x ⊇ y, d. h. y ⊆ x, x <<< y :⇔ x ≤≤≤ y  x ̸= y

(ii) Wir denieren die A  Z als die Abbildung

+++ : R× R → R, x+++ y := +++(x, y) :=

r + s

 r  x, s  y


(2.8)

(iii) Für jedes x  R denieren wir x als das eindeutige Element von R so, dass

x+++ (x) = 000 (2.9)

(iv) Wir denieren die M  Z als die Abbildung • : R× R → R
gegeben durch

x • y := •(x, y) :=






rs

 r  x, s  y

, falls x, y ≥≥≥ 000, (2.10)



(x) • y


, falls x <<< 000, y ≥≥≥ 000, (2.11)



x • (y)


, falls x ≥≥≥ 000, y <<< 000, (2.12)

(x) • (y), falls x, y <<< 000. (2.13)

Bemerkungen. • E  ̈   E x  R,  
G (2.9) ̈. (W?) T ()   D   -
.

• (): F (2.11): I  F  (x) • y  P   Z
≥≥≥ 000. D    . (S F (2.10).) Ä B
 ̈  F̈ (2.12,2.13). D  T ()   D .
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• D 2.5 ̈  ,    T   B 1.1()
̈ S.

Bemerkung. [O, A, M  Z] D  () 
O  ̈  Z   ̈ O ̈. H
  Q   T  R   B 2.3. A  ̈
 A  M.

Bemerkung. F̈  x  R 

x =

r  Q

 r >>> x



D T   I   D  D-S.

Beispiele. [R   Z]

• E 

1+++ 1 =

r + s

 r  1, s  1


(̈ (2.8))

=

r + s

 r  Q : r > 1, s  Q : s > 1


(̈ (2.6))

⊆

t  Q

 t > 2


( t := r + s) (2.14)

= 2

I (2.14)     I ⊇. U   ,  
r, s := t

2
.E , 

1+++ 1 = 2

• E 
1 • 1 = 1

S Ü 3 ( Z, D-S).

E  B  R  D-S   R.

Proposition 2.6 (Q  W  2). Es gilt:

(
√
2)2 = 2 (2.15)

Bemerkungen. [Q  W  2]

• D  S  (2.15) ̈  ̈ B 2.3   
Z 2 . S ,  

(
√
2)2 = 2,

    .
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A 2.2: J I B, 1655–1705, S M  P.

• G̈ P 2.6     Q  2, . .  
 Z,  Q  2 . (D Z  .) D T
   [S, F 2.2.1. ), S. 15] ,  E 
 Z  . U B ( )  . E
  E   Z. D A  P
2.6    [S, F 2.2.1. ), S. 15],   

√
2 

 (2.7) .

Bemerkung. [P] E Proposition   S,   ̈   
. M   Proposition  Satz . S 
B 1.7().

I B  P 2.6    B U .

Lemma 2.7 (B U). Für alle n  N0 und x  [1,∞[ gilt

(1 + x)n ≥ 1 + nx

B: Ü 4. D U   J I B . (S
A 2.2.)

Beweis der Proposition 2.6: W 

x :=
√
2

Behauptung 1.

x2 = x • x ≥≥≥ 2, (2.16)

d. h. x • x ⊆ 2.
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Beweis der Behauptung 1: S t  x • x. G̈  D  •   Z
r, s  x ,  t = rs.

Fall r ≥ s: D r, s ≥ 0,   rs ≥ 0. E  rs ≥ s2 > 2   t = rs  2.

I Fall r < s  t  2   W.

A  t  2   F. E ,  x2 = x•x ⊆ 2. D  B 1. 

Behauptung 2. Es gilt

x2 ≤≤≤ 2,

d. h. x • x ⊇ 2.

Beweis der Behauptung 2:

Behauptung 3. Sei R  2. Es gibt ein r  x so, dass r2 ≤ R.

Beweis der Behauptung 3: W    F   Z
:

r0 := 2, rk :=
2rk−1 + 2

rk−1 + 2
, k  N (2.17)

D R  2,  R  Q  R > 2. D    n0  N , 

n0 ≥
1

R 2
 (2.18)

(D   Archimedische Prinzip. S P 2.18.)W 

r := rn0 

M I  

∀n  N0 : rn ≥ 0, r2n > 2

(Ü S  ! V S  (2.17).) I   r = rn0 ≥
0, r2 > 2  

r  x (2.19)

Behauptung 4. Es gilt

r2 ≤ R
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Beweis der Behauptung 4: E :

∀k  N : r2k  2 ≤ r2k−1  2

2


M I  , 

∀n  N0 : r
2
n  2 ≤ r20  2

2n
=

22  2

2n
= 2−n+1 (2.20)

(Ü S  !) A 

r2 = r2n0

≤ 2−n0+1 + 2 ( (2.20))

=
1

(1 + 1)n0−1
+ 2

≤ 1

n0

+ 2 (B U, L 2.7)

≤ R ( (2.18))

D  B 4. 
A (2.19)  B 4  B 3. 
S R  Q ,  R > 2. W ̈  r  x   B 3. G̈ D-
 2.5() (M  Z)   r2  x • x = x2. D r2 ≤ R,
  B ()  D 2.2 (D-S),  R  x2. A
 x2 ⊇ 2, . . x2 ≤≤≤ 2. D  B 2. 
I  B 2   U (2.16) , ,  x2 = 2.
D  P 2.6. 

Bemerkung. [V   Z ̈   Z] D M
R  ̈ Q   V,      -
̈ T  R  Supremum, . .,  kleinste obere Schranke .
(S D 2.17.) W   S,  A  .

D M R   Z    A, M  O-
 (≤≤≤)  D   (total) geordneter Körper, . .    E-
 A.)-), M.)-), D), O.)-), K.),)  [S, 2.2 D  Z]. (D
  [EHH+83, §2. D S] .) D ,   
 Z  G̈   ̈,      G -
  ̈    O   A  M 
  S ̈ . F̈ D  K   Z 
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D-S  [EHH+83, K 2, §2, . 30].I  S 
S   Z  D̈ . W ̈  D 
 D  D-S . (S B 2.9() .)
D̈  b- B̈ ( b = 10),     . S
b  N ,  b ≥ 2. W  b  Basis  S.

Denition 2.8 (b- B). Ein b- B ist Abbildung a : Z →
0,    , b  1, oder das Negative einer solchen Abbildung, mit den folgenden Eigen-
schaften:

(a) Es gibt eine Zahl k  Z so, dass für jedes i > k gilt ai := a(i) = 0.

(b) Es gibt keine Zahl ℓ  Z so, dass für jedes i ≤ ℓ gilt ai = b 1.

Wir denieren
Rb :=


b-adischer Bruch




Bemerkungen 2.9. [b- B, B: B̈-, D]

() E A a : Z → 0,    , b 1     zweiseitig unendliche
Folge  0,    , b 1. W    F 

a =    a2a1a0a−1a−2   b =    a2a1a0a−1a−2    ,

 ai := a(i), ̈  i  Z. D P    S 
a0  a−1. E  Radixpunkt.

4,5 M   b    B
 S ,      K  .

() E  ̈,  ̈ N6   N 7 . W
   B

   001100    = 11,    000100    = 001

() W S   S   ( ̈ b = 10), 
 b- B   Z  Stellenwertsystem zur Basis b. D
Z     A (2.22) ̈. D Z
0,    , b 1    R  Ziern  S.

4Im englischsprachigen Raum wird hierfür ein Punkt verwendet. Ich halte mich an diese Konven-
tion. In der Schweiz werden sowohl Punkt als auch Komma gebraucht.

5Im Fall b = 10 heisst der Punkt auch Dezimalpunkt.
6Das sind die überüssigen linken Nullen.
7Das sind überüssige rechte Nullen.
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() E 10- B   Dezimalbruch. D S  B-
 10  Dezimalsystem. Z B  05  03 = 0333    8 D-
̈,    Z 1

2
 1

3
.

() E 2- B   Binärbruch ( dyadischer Bruch). D S-
  B 2  Binärsystem ( Dualsystem). Z B
 11  101 = 10101    B̈̈. (W  Z9 -
  B̈̈?)

() D B ()  D 2.8  ̈,    Z  
einen b- B  . I D   
B  F 09 = 0999    . D F ̈   Z 1,
    10  .

Bemerkung. [ Z   b- B̈ ] W S  G-
   (  F b = 10),   r  Q  b-
 B

rb  Rb (2.21)

I F b = 10  r = 1
3
   B


1
3


10

= 03 = 0333   . D
A

Q ∋ r → rb  Rb

 . W ̈ Q    B   A .
D ̈  Q   T  Rb .

Denition 2.10 (O  b- B̈). Wir denieren <b als die 
 O auf Rb, d. h. für a, a′  Rb denieren wir

a <b a
′ :⇔ ∃n  Z


∀i > n : ai = a′i


 an < a′n

Wir denieren

a ≤b a
′ :⇔ a = a′  a <b a

′

Bemerkung. [O  b- B̈] D   ̈ O 
b- B̈,  S   G .

Beispiel. E 

1234 <10 1261

8Der Überstrich gibt an, dass die überstrichene Ziernfolge periodisch wiederholt wird. Ein
weiteres Beispiel für diese Schreibweise ist 1.23 = 1.232323 . . . .

9ausgedrückt als Brüche und im Dezimalsystem
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Bemerkungen. [A  M  b- B̈] W 
 A  b- B̈    G  -
  Ü. D M  b- B̈   
   G . W ̈  S +b  ·b ̈ 
O. Z B  ̈ b = 10

12 +10 39 = 51

W ̈  b- B̈   D-S   A-
 :

b : Rb =

b- B


→ R =


reelle Zahl


=


Dedekind-Schnitt


,(2.22)

b(a) :=

r  Q

 rb >b a



H  rb  (2.21)  >b  D 2.10 . D A b 
. S ̈̈ ≥b +b ·b  ≥≥≥ +++ • . (S D 2.5().) Z B 

∀a, a′  Rb : b(a+ a′) = b(a) + b(a
′),

  B

b(10 +b 10) = b(10) + b(10) = 1+++ 1 = 2

M  A ̈    M  b- B̈  
M   Z . D D 2.2   Z  -
    I    D,  S   G
.

Bemerkungen. [V  D-S ̈ b- B̈]

• D M Rb  b- B̈ ̈  b . D̈ ̈
 M R  D-S   . D D  
̈.

• M D 2.2 ̈   A ,   D 2.8.
M D 2.2    B   ,   S 
    ̈ M . (S D 2.17.)

• M D 2.2    ,  B  Z
√
2 ,

̈  √
2 =


r  Q

 r ≥ 0, r2 > 2



(S B 2.4.) D̈ ̈ 
√
2  S 

  . I D  B    
Z 

√
2   14142   . D Z   .

W ̈
√
2   D    .
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• S  R ̈  b- S  .
E B ̈  D :

2 · 0571428 0142857 =?

I S  D-S  

2 •
4

7
 1

7

4

7
 1

7

4

7
 1

7
= 1

Bemerkungen. [N] Z V ̈      S̈
̈     Z r ̈ D-S r, ̈  O ≤≤≤
   Z . W  

r ≤≤≤ +++  •

 
r ≤ +  ·

W ̈    P ·  .

I  A  A̈   R.10 D ̈   
B   Z . D    .

Denition 2.11 (B). Der (A-)B einer Zahl x  R ist die Zahl

x :=
ß

x, falls x ≥ 0,
x, sonst.

Bemerkungen. [B] F̈  x, y  R 

x ≥ 0,

x ≤ x,
xy = xy (2.23)

W   ∥ · ∥   N. (S D 1.8.)

Satz 2.12 (D). Seien n  N und u, v  Rn. Es gilt

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥

Beweis: [S, S 2.4.2.), S. 22] 

10Eine Abschätzung für eine uns interessierende Grösse a ist eine Ungleichheit zum Beispiel der
Form a ≤ . . ..



70 KAPITEL 2. ZAHLEN

Bemerkung. [D] I F n = 1  ∥ · ∥   B  · 
. S 2.12  , 

x+ y ≤ x+ y, ∀x, y  R

Satz 2.13 (Y U). Es seien x, y, c  R so, dass c > 0. Dann gilt

2xy ≤ cx2 +
y2

c
 (2.24)

Beweis des Satzes 2.13: Fall xy ≥ 0: W  a :=
√
c. D 

0 ≤

ax y

a

2

= a2x2  2ax
y

a
+

y2

a2
(  F)

= cx2  2xy +
y2

c
, (2.25)

2xy = 2xy ( xy ≥ 0)

≤ cx2 +
y2

c
( (2.25)).

D   U (2.24).

Fall xy < 0: E 

2xy = 2xy (̈ (2.23))

≤ cx2 + y2
c

(̈    F  x, y   x, y)

= cx2 +
y2

c


D   U (2.24).

S   U   F̈. D   S 2.13. 

2.3 Supremum und Inmum, Vollständigkeit der

reellen Zahlen

D A   T  [B96, 3.2]  [S, 2.3].

Denition 2.14 (S, B̈). Sei A ⊆ R.
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• Eine  S ̈ A ist eine Zahl b  R so, dass für jedes a  A gilt a ≤ b.

• A heisst   ̈ g. d. w. es eine obere Schranke für A gibt.

• Die Begrie  S und   ̈ sind analog deniert.

• A heisst ̈ g. d. w. A nach oben und unten beschränkt ist.

Beispiele. [S, B̈]

• F̈  I A :=]∞, 1[    Z b ≥ 1   S. A
    ̈. A     ̈. (W?)

• D I A :=]0, 1[       ̈. (W?)

Denition 2.15 (M, M  T  R). Sei A ⊆ R. Ein M-
 (oder ̈ E)  A ist ein Element a  A so, dass a ≥ b, für jedes
b  A. Ein M  A (oder  E)  A ist ein Element a  A so,
dass a ≤ b, für jedes b  A.

Bemerkungen. [M, M  T  R]

• E M  M  A    .

• D M (M)  A  ,   .

• P    M ( M)  A in A.

Beispiele. [M, M  T  R]

• D I A :=] 1, 1]   M, ̈

] 1, 1] = 1 = ] 1, 1]

A   M. E 

] 1, 1] = 1 ̸] 1, 1]

Satz 2.16 (V̈   Z). (i) Jede nicht leere, nach oben be-
schränkte Teilmenge A ⊆ R besitzt eine kleinste obere Schranke. (Damit meinen
wir ein kleinstes Element der Menge S :=


obere Schranke von A


.)

(ii) Jede nicht leere, nach unten beschränkte Teilmenge A ⊆ R besitzt eine grösste
untere Schranke.

B: S. 73
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Bemerkungen. • D E ((),())  M R   Z -
 (Dedekind -)Vollständigkeit.

• D  ((),())  A ̈  M Q   Z 
. Z B   M


r  Q

 r2 < 2


̈,        ̈  S
in Q. (In R   M  S. W?)

Denition 2.17 (S, I). Sei A ⊆ R. Wir denieren das S
 A als

A :=





kleinste obere Schranke für A, falls A ̸= ∅ und A nach oben beschränkt ist,
∞ falls A nicht nach oben beschränkt ist,
∞ falls A = ∅.

Wir denieren das I  A als

 A :=





grösste unter Schranke für A, falls A ̸= ∅ und A nach unten beschränkt ist,
∞ falls A nicht nach unten beschränkt ist,
∞ falls A = ∅.

Bemerkungen. [S, I]

• W S 2.16   S   I  A ,
. . .

• W  ,  A  M (M) . D 

A = A  A (  A = A)

• ∞ = +∞ ()  ∞  H,    
U

∀x  R : ∞ < x < ∞

̈. W ̈  G    M R∞,∞
. Z B  

∀x  R : ∞+x := x+∞ := ∞, ∀x ]0,∞] :=]0,∞[∞ : ∞·x := x·∞ := ∞
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G A̈,   ±∞ , ̈    
 W  ,  B

∞∞11

W ̈   R   S ±∞ . D Z
±∞   Z. S      
B.

• E  ,  S  A  ̈     ̈
() A  ,    V,  A   ̈
( ) ,    S̈  ̈. Z B  
 D  S: F̈  A,B ⊆ R , 

A  B = M  A  B

D    B ,  A  B   ̈ 
 . (Ü S  !) W    ,
 A  B      ̈ . I  S̈ 
B     D  F̈  . D
  T.

Beispiele. [S, I]E :

]0, 1[ = 1

]0, 1[ = 0

N = ∞



ß
1

n

n  N
™
= 0

Beweis des Satzes 2.16: (): W 12

b :=


aA
a := V  a  A =


r  Q

 ∃a  A : r  a

 (2.26)

()      B.

11Es ist nicht möglich, ∞∞ = ∞+(∞) so als eine reelle Zahl zu denieren, dass Assoziativität
für die Addition gilt, da dann gelten müsste, dass

∞+ (∞) = (1 +∞) + (∞) = 1 + (∞+ (∞)).

12Hierbei verwenden wir die Denition 2.2 der reellen Zahlen als Dedekind-Schnitte.
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Behauptung 1. b  R

Beweis der Behauptung 1: W ̈̈  B  D 2.2 ̈
x := b:

() (b ̸= ∅): W  V A ̸= ∅    a0  A ⊆ R. G̈
(2.26)  b ⊇ a0. W  D-B () ̈ x := a0  a0 ̸= ∅. A 
b ̸= ∅, . . x := b ̈ ().

() (b ̸= Q): W  V,  A   ̈ ,  
 a0  R ,  ̈  a  A  a ≥ a0, . . a ⊆ a0. G̈ (2.26)  
b ⊆ a0. W B () ̈ a0  a0 ̸= Q. A  b ̸= Q, . . x := b ̈
().

() (∀r  b∀s  Q : s > r ⇒ s  b): S r  x := b  s  Q ,  s > r. G̈
(2.26)    a0  A ⊆ R ,  r  a0. W B () ̈ x := a0 
 A s > r  s  a0. G̈ (2.26)  a0 ⊆ b,  s  b. A ̈
x := b  B ().

() (∀r  b∃s0  b : s0 < r): S r  x := b. G̈ (2.26)    a0  A ⊆ R
,  r  a0. W B () ̈ x := a0    s0  a0 ,  s0 < r.
G̈ (2.26)  a0 ⊆ b,  s0  b. A ̈ x := b  B ().

D  B 1. 

Behauptung 2. (1) b ist eine untere Schranke für A.

(2) Jede untere Schranke c für A erfüllt c ≤ b.

Beweis der Behauptung 2: (1): G̈ (2.26)  ̈  a  A,  a ⊆ b,
. . a ≥ b. D  b  S ̈ A. A  (1) ̈.

(2): S c   S ̈ A. F̈  a  A  c ≤ a, . . c ⊇ a. G̈
(2.26) ,  c ⊇ b, . . c ≤ b. A  (2) ̈.

D  B 2   ().

(): W   M

A :=

 a

 a  A



G̈ ()  A  ̈  S c. (Ü̈ S  B-
!) D Z c := c     S ̈ A. (Ü̈ S !)
D  ()    B  S 2.16 . 
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Bemerkung. [D-S  I] S x  R, . .  D-S.
E 

x = 

r
, r  x


,

. . x   I   Z,    Z ,
 x .

I B  P 2.6 (
√
2
2
= 2)     E  R

.

Proposition 2.18 (A P). Für jedes x  R gibt es ein n0  N0 so,
dass x ≤ n0.

Beweis der Proposition 2.18: Fall x ≥ 0: G̈ B ()  D 2.2
 x  . A    r  x. W ̈ n0  Z  k  N ,  r = n0

k
.

E 

x < r ≤ kr = n0,

 ̈.

I Fall x < 0  n0 := 0  ̈ E.

D  P 2.18. 

A    F   M  ̈, ,
   Z:

Bemerkungen 2.19. [G̈  N0,Z,Q, U̈  N0

 R]

() W   M X  Y gleichmächtig . . .  B, . . -
  A,  X  Y . F X  Y  , 
 ,  X  Y   A E . I -
  G̈   F  M13  
W.

() D M N0  Z  ̈. D  A  ̈
 B:

f : N0 → Z, f(n) :=

ß
k,  n = 2k  k  N0,
k,  n = 2k  1  k  N

13Das sind Mengen mit unendlich vielen Elementen.
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() D M N0  Q  ̈. D    ersten Cantorschen
Diagonalverfahren. (S [S, S. 19]  [S, S 2.4.1., S. 29].)

() D M N0  R   ̈. E  ̈  S,
. .  A,  N0  R. D    zweiten Cantorschen
Diagonalverfahren. (S [S, S. 19]  [S, S 2.4.2., S. 30].)

E    I, . .  A,  R  N0. N 
 M     E.

() W   M X abzählbar . . .    A  X
 N0 . A   X überabzählbar. J  M 
̈. D M N0  ̈. (W?) G̈ ()  ()  Z
 Q ̈. G̈ ()  R über̈.

2.4 Komplexe Zahl: Real- und Imaginärteil,

cis-Funktion, Kosinus, Sinus, Polarform,

Kreiszahl π, Fundamentalsatz der Algebra

D A  [B96, 1.7]  [S, 2.5]. W   , 
    Z  L̈  G

x2 = 2

U       Z ̈. I  Z 
  L̈  G. D  Z    ,  
G

x2 = 1

 ̈. D ̈    A  komplexen Z . I 
Z   G x2 = 1  L̈ ±i,  i  ̈ E .

K Z    R   M   A
  P   E. Z B    S
   ̈ D   K
 . (S ̈.) D L̈   G ̈ 
   E  .

S v  Rn  i  1,    , n W 

vi := i- K  v = i- S-K  v

D ,  v   T  K  , . .

v =

v1,    , vn)
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W   V  Rn   A

+ := +Rn : Rn × Rn → Rn, v + w := +(v, w) :=

Ö
v1 + w1

...
vn + wn




Denition (M). Wir denieren die M als
die Abbildung

•C : R2 × R2 → R2,


x
y


• C


x′

y′


:= •C


x
y


,


x′

y′


:=


xx′  yy′

xy′ + yx′




Wir denieren den K̈   Z als das Tripel

C :=

R2,+R2 , •C




Wir nennen jeden Punkt in der Ebene R2 eine  Z. Wir denieren die
̈ E als den Punkt

i :=


0
1




Bemerkungen. [K̈   Z]

• C   K̈, . . C   E A.)-), M.)-), D)  [S,
2.2 D  Z]  R   R2. (D   R, 
S ̈ R   G .)

• E   O ≤  R2 ,   Q

R2,+R2 , •C,≤




E O.)-), K.),)  [S, 2.2 D  Z]  R 
 R2 . D ,    C  ()  K̈
 ̈.

D A

R ∋ x →

x
0


 R2 (2.27)

   ̈̈ A  M  R  A  M-
  C, . . ̈  x, x′  R 


x+ x′

0


=


x
0


+R2


x′

0


,


xx′

0


=


x
0


• C


x′

0




(Ü̈ S !) W ̈ R    B   A (2.27)
. S ̈  R   T  C . Z V-
  N    

+R2 • C  + ·
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W ̈    P ·  . D W  
 P z = (x, y)  R2 

z = x+ iy (2.28)

(H    I  (2.27),  x   E 
R2 = C .)

Bemerkungen. [̈ E, Q  1,  M-
]

• E :

i2 =


0
1


• C


0
1


=

1
0


= 1

I K̈ C     Z,  Q 1 . D 
C  R,  ̈  x  R ,  x2 ≥ 0,  x2 ̸= 1. D  
 V  C ̈ R   G ̈,  C 
 R   M     A .

• E   C  Q  1, ̈ i  i.

• A  ̈   Z z = x+ iy  z′ = x′ + iy′), 

(x+ iy) • C(x
′ + iy′) =


x
y


• C


x′

y′


=


xx′  yy′

xy′ + yx′


= xx′  yy′ + i(xy′ + yx′)

D    F ̈   M ̈,  S
  G . D D 2.4   M
̈  F. W   ̈ ,   
Z  (̈  P  R2). E      , 
 P   Z .

Denition (R-  I̈,  K). Wir denieren den R-
 von z = x+ iy als

R(z) := x  R

und den I̈ von z als

I(z) := y  R

Wir denieren die zu z   Z (oder schlicht K) als

z := x iy
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W   euklidische Norm   (1.8). F̈ z  C = R2   
N

r := z := ∥z∥
  (Absolut-)Betrag ( Radius)  z.

Bemerkungen. [ K, I]

• F̈  z = x+ iy  C 

zz = (x+ iy)(x iy) = xx+ x(iy) + iyx+ iy(iy) = x2 + y2 = z2 (2.29)

• F̈  z, z′  C :

z + z′ = z + z′, (2.30)

zz′ = z · z′ (2.31)

B: (2.30):  

(2.31): W  z = x+ iy, z′ = x′ + iy′. E 

zz′ = (x+ iy)(x′ + iy′)

= xx′  yy′ + i(xy′ + yx′)

= xx′  yy′  i(xy′ + yx′)

= (x iy)(x′  iy′)

= z · z′

• A 2.29 ,   Z z  C\0 ̈   M
   I (= K)  

z−1 =
1

z
=

z

z2 

Beispiel. [K   Z]

(1 + i)−1 =
1

1 + i
=

1 i

1 + i2 =
1

2
 i

2

U  W K  S  , ̈  
L.
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Lemma 2.20. Es gibt eine eindeutige dierenzierbare Abbildung  = (1, 2) : R → R2

so, dass

∥∥ ≡ 1, (2.32)

∥ ′∥ ≡ 1, (2.33)

(0) =


1
0


, (2.34)

′(0) =


0
1


 (2.35)

B: E  : S. 204

E   K 5.16() (M).

Bemerkungen. • E A  R  Rn   Weg in Rn.  
  W  R2.

• D B (2.32) ,   W  E

S1 := S1
1(0) =


(x, y)  R2

 x2 + y2 = 1


.

• D   ,  1  2 (̈)  .
(S D 5.1.)

• ′ = ( ′
1, 

′
2) : R → R2   A  . (S D 5.1.) W

 ()   O  T  Z t =   R. ′()
   (M-)G  T  Z .

• D B (2.33) ,   B  G   -
  1 .

• B (2.34) ,    T  Z  = 0  P
(1, 0) . B (2.35) ,     Z  = 0 
G 1  () y-R . D T  
  G   U (0, 0).

•    Parametrisierung von S1 nach der Bogenlänge.

Denition 2.21 (-F, K, S). Wir denieren  = (1, 2) :
R → R2 als die eindeutige Abbildung  wie in Lemma 2.20. Wir denieren K
und S als die Funktionen

 := 1,  := 2 : R → R
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Bemerkungen. [K, S, ]

• D F    F    ̈,  S 
G  . D    K  W , 
 B  .

• E  π = 180◦,   B  π =  180◦.

• K  S  Winkelfunktionen ( trigonometrische Funktionen).

• E 

 =






= +i , (2.36)

   N (2.28)  .

•   ̈ C  + i S . G̈ (2.36)     A̈.

• D ̈ eulersche Formel , 

 = + i  = eiφ, ∀  R

(S K 3.50.) I  F   komplexe Exponentialfunktion
 : C → C, (z) = ez, . D   ̈   Exponential-
reihe .(S D 3.25.)

• E 

(+ ) = () (), ∀,  R

D    A ̈ K  S,

(+ ) = () () () (),

(+ ) = () () + () ()

Denition 2.22 (K π). Wir denieren

π := 20,

wobei 0 ]0,∞[ die kleinste positive Nullstelle von  ist.

Bemerkungen. • E N  F f : R → R   Z   R
,  f() = 0.

• π     L̈  E S1,    
U  E.
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• π  . S D 

π = 314   

D D   .

• E 




k

2
π


= ik, ∀k  Z (2.37)

(Ü̈ S !)

S z  C \ 0. W 
r := z

Bemerkung 2.23. E    Z  ] π, π] , 

z = r ()

Denition 2.24 (P). Wir denieren den P (oder das A)
von z als das eindeutige  wie in Bemerkung 2.23.

E 
z = r () = reiφ

W    Polarform   Z z.14

Beispiele. [P] G̈ (2.37)     P:

1 = 1 · (0), i = 1 · 
π
2


, 1 = 1 · (π)

W P:

1 + i =
√
2 

π
4


,

√
3 + i = 2 · 

π
6


, 1 +

√
3i = 2 · 

π
3



(Ü̈ S !)

Bemerkungen. [P  P]

• S z, z′  C \ 0  P

z = r (), z′ = r′ (′)

D   P  zz′  

zz′ = rr′ (+ ′) (2.38)
14Wie gesagt, werden wir die komplexe Exponentialfunktion exp : C → C, exp(z) = ez später

denieren.
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• S z = r ()   Z  P. D  z =  i  =
r ()   ̈ (2.38)

zz = rr ( ) = r2 (0) = z2

D   (2.29) ̈.

M H  B ̈  P  P  Z
.

Beispiele. [P  P   Z]

• F: W  (1 + i)8? A: I P   1 + i =
√
2 


π
4


.

G̈ (2.38)  

(1 + i)8 = 2
8
2 


8 · π

4


= 16

•
√

3 + i
3

=? A: I P  
√
3 + i = 2 · 


π
6


. G̈

(2.38)   √
3 + i

3
= 23 · 


3 · π

6


= 8i

W ̈  W   Z : S z  C  k  N.

Denition 2.25. Eine k-te Wurzel von z ist eine Zahl w  C so, dass

wk = z

I Fall z = 0  w := 0   k- W  z.

Fall z ̸= 0: W  z = r   P. D    Z

wj :=
k
√
r 


+ 2πj

k


, j = 0,    , k  1,

 k- W  z. (D W k
√
r     Z a  [0,∞[ 

,  ak = r. S D 4.47.) F̈ z = 1    k-ten Einheitswurzeln

0k = 1, 1k = k, 
2
k ,    , 

k−1
k , k := 


2π

k



Bemerkungen. [P    E]
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• F̈  Z z ̸= 0  w   P zw   A nicht
 . E   ̈,    W  -
. D ,   zw   M   Z 
̈. I F w = 1

k
 k  N    M

z
1
k :=

ß
r

1
k 


+ 2πj

k

  j = 0,    , k  1

™


Z B  √
1 = (1)

1
2 = i, i

I C ̈     G z2 = 1 ̈,  jede polynomiale G-
   G konstantes Polynom = 0. D   I  
S:

Satz 2.26 (F  A). Jedes nicht konstante komplexe Polynom
besitzt eine15 komplexe Nullstelle.

B: [S, S 5.5.4., S. 101]

Bemerkungen. [F  A]

• E  P   F  F

p : C → C, p(z) =

n

j=0

ajz
j = anz

n +   + a1z + a0,

 a0,    , an  C.

• D A  S ,  C algebraisch abgeschlossen . I G-
   R   ,    G
x2 + 1 = 0  R  L̈ x . A A  
 V   Z ̈   Z.

15Das bedeutet mindestens eine.
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D K  [B96, 1.1, 2.4, 2.5]  [S, K 3, F  R-
]. E (Zahlen-)Folge     L  Z  F
a0, a1, a2,   ,    (an)nN0 . E F    Z A
. . .  T  F  A   ̈. D   F (an)nN0

̈ Reihe   F  Partialsummen (
n

k=0 ak)nN0
.

G    Potenzreihe  R  F
n

k=0 akx
k

nN0

,  x -
 V . D G  P   F  x,  
 M  x  , ̈   P . M H 
P ̈     F ,  B 
E.

D Taylorreihe     F f   P, 
  A  f    P . F̈  F f
  T  f   P  f . W ̈  F
  H  T .

D B Konvergenz  Grenzwert    R   A.
Z B   A  F   S  G  D-
.

3.1 Zenons Paradoxon von Achilles und der

Schildkröte, Folge, Konvergenz, Grenzwert

D A  [B96, 2.4]  [S, 3.1, 3.2].
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A 3.1: Z  E, . 490
. C. - . 430 . C., 
P

A 3.2: A,  H 
 M

Zenons Paradoxon von Achilles und der Schildkröte

W ̈,  P   R   A. E -
 M ̈ F  R   ,   H 
geometrischen Reihe   P  Z  E ̈  .
(S A 3.1.) B  P     F:

Zenons Paradoxon von Achilles und der Schildkröte: I  P
    W  A (A 3.2)   S̈.
I  W   S̈   V. G̈ Z 
A  S̈    G  :

D S̈    P p0. S A p0 ,   S-
̈     P p1 . S A p1 ,  
S̈     P p2 . D P  
 . A   S̈   A.

Folgen

I   Folge   L  O a0, a1, a2,   .
O   O Z. D  D ̈  I.

Denition 3.1 (F). Eine  Z (oder kurz F) ist eine Funktion

a : NN :=

n  N0

n ≥ N

→ C,

wobei N  N0. Wir schreiben

an := a(n), (an) := (an)nNN
:= a
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Wir nennen n den F und an das n- F.

Beispiele. [F]

• (an)nN0 := (n)nN0 ,  a0 = 0, a1 = 1, a2 = 2,   

• W   harmonische Folge 

an := 1

n


nN=N1

. D F n

   N = 1. (a0 :=
1
0
    Z.)

• S z  C. D geometrische Folge mit dem Quotienten z   

(an)nN0 = (zn)nN0 

F̈ z = 1
2
  F  B  

(an)nN0 =


1

2n


nN0

,  a0 =
1

20
= 1, a1 =

1

21
=

1

2
, a2 =

1

22
=

1

4
,   

• S z  C  z < 1. D geometrische Reihe mit gemeinsamem Verhältnis z 
 F


an :=

n

k=0

zk



nN0

,   F

a0 := z0 = 1, a1 := z0 + z1 = 1 + z, a2 := z0 + z1 + z2 = 1 + z + z2,   

(W  ̈  R .)

Bemerkung. [F] D E     F D-
  S̈ ̈ F,  F  n = N = 0 . D D
  ̈  N ,   S̈   ̈  N .

I  ,   F      Z A ,
  G  A   ̈,  n ̈ . I  F 
 A  Grenzwert ( Limes)  F. D  D ̈ 
B.

Denition 3.2 (K, G  F  R  C). (i) Sei A  C und
(an)nN0 eine komplexe Zahlenfolge.1 Wir sagen, dass (an)nN0  A -
 g. d. w. gilt

∀ ]0,∞[∃n0  N0∀n  N0 : n ≥ n0 ⇒ an  A ≤  (3.1)

1Das schliesst den Fall mit ein, dass A  R und (an)n∈N0
eine reelle Zahlenfolge ist.
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Wir verwenden dafür die Notationen

(an)nN0 → A, an → A (n → ∞) (3.2)

und sagen auch:

an konvergiert gegen A für n gegen unendlich.

Falls (an)nN0 → A, dann nennen wir A den G (oder L) der Folge
(an)nN0 und schreiben dafür


n∞

an := (an)nN0 := A (3.3)

(ii) Wir sagen, dass eine Folge  g. d. w. es eine komplexe Zahl gibt, wo-
gegen die Folge konvergiert. Andernfalls sagen wir, dass die Folge .

Bemerkungen. • D B (3.1) :

F̈   Z  > 0

   ̈ Z n0  N0 ,

 ̈  ̈ Z n ≥ n0 , 

an  A ≤ 

•     R   S ̈  F, . .  A-
  F an  G A. (D  B 
 ̈ error = F.) K ,   F  
    > 0 ,   F n ̈ 
, . . ̈    n0. D n0    ̈.

• D Z ∞,   A an → A (n → ∞) ,  
̈ B. E     Z  
 A. W ̈   Z ∞,     K
 ,   an ̈,  n  ̈ ,   
∞ ̈.

Achtung! W ̈  I n   ∞ , . ., a∞  
,  ∞  ̈ Z .

• D G  Z   (  ). D  
D (3.3) .

• D 3.2 ̈   B 1.1() ̈ S Konvergenz.

• I  D  K ̈   B n ≥ n0 
n > n0 . W ̈   B ≤   <  .
D   ̈ D.
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A 3.3: B B, 1781
- 1848, ̈ P  M-
.

A 3.4: K Wß, 1815 -
1897,  M.

• D B K  G   B B  K
Wß . (S A 3.3  4.1.)

Beispiel 3.3. [ F ] S z  C. D  F (an := z)nN
  A := z. (Ü̈ S !)

Beispiel 3.4. [ F ] Behauptung: D harmonische Folge
an := 1

n


nN   A := 0.

Beweis: S  > 0. G̈  A P (P 2.18)  
 ̈ Z

n0 ≥
1


(3.4)

W ̈   n0. S n  N0 ,  n ≥ n0. E 

an  A =

1

n
 0



=
1

n

≤ 1

n0

( n ≥ n0)

≤  ( (3.4)).

D ,   F

1
n


nN  A := 0 . D   B-

.

Beispiel 3.5. [ F  z < 1 ] S z  C ,  z < 1.
Behauptung: D  F


an := zn


nN0

  0.
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Beweis: I Fall z = 0   zn = 0, ̈  n  N. D  
 F   0.

Fall z ̸= 0: W  x := z  a := 1
x
 1. D x < 1,  a > 0. S n  N0.

E 

1

xn
= (1 + a)n

≥ 1 + na ̈   U, L 2.7)

≥ na

D , 

xn ≤ 1

na
 (3.5)

S   > 0. W ̈  ̈ Z

n0 ≥
1

a
 (3.6)

S n ≥ n0. E 

zn  0 = zn

≤ 1

na
( z = x  (3.5))

≤ 1

n0a
( n ≥ n0)

≤  ( (3.6)).

D ,   F (zn)nN0  0 .

Beispiel. [ F]

• Behauptung: D F (an := n)nN .



3.1. ZENONS PARADOXON, FOLGE, KONVERGENZ, GRENZWERT 91

Beweis: G̈ D 3.2   F (an)nN0 . . .

¬ (∃A  C∀ ]0,∞[∃n0  N0∀n  N0 : n ≥ n0 ⇒ an  A ≤ )

=¬∃A∀∃n0∀n    (D Ü  ̈  ∃A  C  ∃A , . )

⇔∀A¬∀∃n0   
2

(̈ B 1.21, (1.13))

⇔   ∃¬∃n0∀n   

(̈ B 1.21, (1.12))

⇔    ∀n0¬∀n   

(̈ (1.13))

⇔    ∃n¬ (n ≥ n0 ⇒ an  A ≤ )

(̈ (1.12))

⇔    ∃n (n ≥ n0  an  A > )

=∀A  C∃ ]0,∞[∀n0  N0∃n  N0 : n ≥ n0  an  A >  (3.7)

W ,    B ̈ : S A  C.

W   := 1. S n0  N0. G̈  A P
(P 2.18)    ̈ Z

n > 

n0, A+ 1


 (3.8)

E  n ≥ n0 

n A ≥ n A ( S 2.12, D, x+ y ≥ x+ y  x := n A, y

> 1 ( (3.8)).

S   B (3.7) ̈, . .,  F (an := n)nN . D
  B.

• D F ((1)n)nN0
. S Ü 5.

F̈  B    F   Ü 5 
[S, B 3.2.1. ), 3.2.2. ,)].

2Wir haben hier eine Kette von Äquivalenzen A1 ⇔ · · · ⇔ A5. Damit meinen wir, dass A1 ⇔ A2,
. . . , A4 ⇔ A5 gilt. Daraus folgt, dass A1 ⇔ A5 gilt. (Warum?)
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3.2 Konvergenzkriterien: Monotoniekriterium,

Konvergenz erhalten unter Summe, Produkt

und Quotient, Ordnung im Limes erhalten;

Eulersche Zahl

D A  [B96, 1.1, 2.4]  [S, 3.3]. W   ,
  F ,    ,    > 0  
n0  . E    K ̈ K,   P
, K  . W    K  
A. S (an)nN0  F reeller Z.

Denition (   B̈,  W). • Wir nen-
nen (an)nN0   ( ) ̈ g. d. w. die Menge


an

n  N0



nach oben (unten) beschränkt ist.

• Wir nennen (an)nN0   ( ) g. d. w. gilt

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · (a0 ≥ a1 ≥ a2 ≥ · · · )

S I  M  a : I → R  A. W  ai := a(i). W 
   D 1.29  B  a,

(a) = a(I) =

ai
, i  I




D W      D 2.17  S  I
 T  R. W 


iI

ai :=  a(I)

Bemerkung. W  I   I. D    S.
D W I    B.

Satz 3.6 (M). (i) Jede nach oben beschränkte und monoton wach-
sende reelle Zahlenfolge (an)nN0 konvergiert gegen nN0

an.

(ii) Jede nach unten beschränkte und monoton fallende reelle Zahlenfolge (an)nN0

konvergiert gegen nN0 an := 

an

n  N0


.

Bemerkung. F̈  F   ()  

(an)nN0 = 
n∞

an = 
nN0

an
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Beispiel 3.7. [M,  R] Behauptung: F̈  x 

[0, 1[    R


an :=

n

i=0

xi



nN0

.

Beweis: F̈  i  N0  xi ≥ 0. M I  ,   -
 R   . (W?) F̈  n  N0 

(1 x)an = (1 x)1 + (1 x)x+ (1 x)x2 + · · ·+ (1 x)xn

= 1 x+ x x2 + x2  x3 ±   + xn  xn+1

= 1 xn+1 (3.9)

 

an =
1 xn+1

1 x
<

1

1 x
 (3.10)

D    R   ̈. G̈ S 3.6() (M-
)    R .

Bemerkungen. [ R, P  Z]

• I B 3.9()   ,   G   R
  


n∞

n

i=0

xi =
1

1 x


• D   R , ̈  P  Z: W
 ,   S̈  V  1 ̈   W
x < 1 ̈,  A  W 1 ̈. D  A 
S̈   S :

1 + x+ x2 + · · · := 
n∞

n

i=0

xi (3.11)

G̈ B 3.7   G (  ).

F S   ̈,   ,   F   
 G  .

Satz 3.8 (K   S, P  Q, O 
L ). Seien A,B  C, (an)nN0 eine Folge, die gegen A konvergiert, und
(bn)nN0 eine Folge, die gegen B konvergiert. Dann gilt Folgendes:

(i) (Summe) Die Folge (an + bn)nN0
konvergiert gegen A+ B.
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(ii) (Produkt) Die Folge (an · bn)nN0
konvergiert gegen A · B.

(iii) (Quotient) Falls B ̸= 0 und bn ̸= 0, für jedes n  N0, dann konvergiert

an
bn


nN0

gegen A
B
.

(iv) (Ordnung im Limes erhalten) Wir nehmen an, dass (an)nN0 und (bn)nN0 reelle
Folgen sind und dass an ≤ bn, für jedes n  N0. Dann gilt A ≤ B.

B: [S, S 3.3.2, . 31]

Bemerkung. [O  L ] D  ()  A  < 
≤   A . E B ̈    F (an := 0)nN
   F


bn := 1

n


nN,  0 < 1

n
, ̈  n  N, 

(0)nN → A := 0,


1

n


nN

→ B := 0 = A

(S B 3.4.)

Beispiele 3.9. [K   S  P,  R,
Z P]

() S z  C. G̈ B 3.3  3.4   F (an := z)nN



bn := 1

n


nN  A := z  B := 0. G̈ S 3.8()  

F

z + 1

n


nN   z + 0 = z. E  


n∞


z +

1

n


= z

() W B 3.4  S 3.8()   F


1
n2 = 1

n
· 1
n


nN 

0 · 0 = 0, 


n∞


1

n2


= 0

() S z  C ,  z < 1. W    R


an :=

n

k=0

zk



nN0

.

G̈ (3.10) 

an =
1 zn+1

1 z
 (3.12)

G̈ B 3.5 
(zn)nN0

→ 0
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D   H  B 3.3  S 3.8(), 

 z

1 z
· zn


nN0

→ z

1 z
· 0 = 0

M H  B 3.3, S 3.8()  (3.12)  , 


an =

1

1 z
+

z

1 z
zn


nN0

→ 1

1 z
+ 0 =

1

1 z


D G   R  


n∞

n

k=0

zk =
1

1 z
 (3.13)

I P  Z  z = x  [0, 1[  ̈ V  S-
̈. D  S  (3.13)  ̈   Z
 S,   A  S̈ . (S (3.11).) D -
 S  (3.13)   E ̈   R. D
 Z    R   
R.

E  G   Eulersche Zahl e. S   B ̈  ̈
E  : R → R, (x) = ex. U e  ,   
F


1 + 1

n

n
nN. J ̈  Z n ,    1 + 1

n
  

S,   ̈   P n    S.

Frage. Wenn n immer grösser wird, welcher der folgenden beiden Eekte überwiegt
dann?

• 1 + 1
n
  .

• D P n   ̈.

Antwort: K   E ̈,    E  
 W. D ,   F


1 + 1

n

n
nN . W  

G  Eulersche Zahl.

Proposition 3.10 (E Z). Die Folge

1 + 1

n

n
nN konvergiert.

B: S. 96
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A 3.5: L E, S M, 1707–1783

Denition 3.11. Wir denieren die E Z als den Grenzwert

e := 
n∞


1 +

1

n

n
nN

= 
n∞


1 +

1

n

n



D Z   L E . (S A 3.5.)

Bemerkungen. [E Z]

• G̈ P 3.10   E Z .

• e  . S D 

e = 271   

D D   .

Beweis der Proposition 3.10: W 

an :=


1 +

1

n

n



Behauptung 1. Die Folge (an)nN ist monoton wachsend.
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Beweis der Behauptung 1: S n  N,  n ≥ 2. E 

an
an−1

=

Ç
1 + 1

n

1 + 1
n−1

n 
1 +

1

n 1



=

Ç
n+1
n
n

n−1

n

· n

n 1

=


n2  1

n2

n

· n

n 1

=


1 1

n2

n

· n

n 1

≥

1 n

n2


· n

n 1

(B U, L 2.7)

= 1

D ,  an ≥ an−1. D   F (an)nN  . 

Behauptung 2. Die Folge (an)nN ist nach oben beschränkt.

Beweis: S [S, B 3.3.1., S. 32]. 
W B 1  2  S 3.6() (M)  
F (an)nN. D   P 3.10. 

Bemerkungen. [ Z,  R ̈ G] G̈ B
1  B  P 3.10  ̈  n  N,  an :=


1 + 1

n

n ≥ a1 =
1 + 1

1

1
= 2. M S 3.8() (O  L )  , 

e = 
n∞

an ≥ 2 (3.14)

M̈  S,  (an)nN   1  , 
1 + 1

n
→ 1 ̈ n → ∞  1n → 1 ̈ n → ∞. I  S  

R

n∞

an,n =  
m∞


n∞

am,n (3.15)

 am,n =

1 + 1

n

m
, 


n∞


1 +

1

n

n

 =  
m∞



n∞


1 +

1

n

m

= (1 + 0)m


(3.16)

= 1

W (3.14)  (3.16) . D   R (3.15) .
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3.3 Limes superior und inferior, Folgen in Rd,

Komponenten- und Cauchy-Kriterium für

Konvergenz

D A   [S, 3.4, 3.5, 3.6] . D L   
Z   G ̈ n → ∞  S  F  I
̈  n. E   F ̈  K  P .
(S ̈.)

E F  Rd   ,    B ̈ K
  F   A     N
̈. W  K  F  Rn ,  A
 T  Rn  .

D C-K ,   F  Rd   , 
  C-F . (S .) I  D  C-F 
 G . D C-K   ̈,    
V ,   W  F .

U  L       Z  
̈,    D.

Denition (  Z). Wir denieren die erweiterte reelle Zah-
lengerade als die Menge

[∞,∞] := R  ∞,∞
Denition ( K,  G). (i) Sei (xn)nN0

eine Folge in [∞,∞]. Wir nennen (xn)nN0   ∞ g. d. w.

∀C  R∃n0  N0∀n  N0 : n ≥ n0 ⇒ xn ≥ C

In diesem Fall nennen wir ∞ den  G von (xn)nN0 und
schreiben

(xn)nN0 = ∞

(ii) Wir denieren  D  ∞ und den  G-
 ∞ analog. (Wie?)

S (an)nN0  F  R.

Denition 3.12 (L   ). (i) Wir denieren den L -
 von (an)nN0 als

 
n∞

an :=  (an)nN0 := 
n∞


iN0:i≥n

ai  [∞,∞]
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(ii) Wir denieren den L  von (an)nN0 als

 
n∞

an :=  (an)nN0 := 
n∞


iN0:i≥n

ai  [∞,∞]

Bemerkungen. [L   ]

• W 

bn := 
iN0:i≥n

ai  [∞,∞]

Behauptung: D F (bn)nN0   [∞,∞], . .,  
   Z     ±∞.

W  B  T ()  D 3.12 .

Beweis der Behauptung: S n  N0. D M

ai
, i  N0 : i ≥ n



  M

ai
, i  N0 : i ≥ n + 1


.3 H ,  bn ≥ bn+1.

D ,   F (bn)nN0   .

Fall: E :

– E   n0  N0 ,  bn0 ̸= ∞.

– (bn)nN0    ̈.

I  F  (bn)nN0 ̈ S 3.6 (M) 
  Z.

Fall: ∀n  N0bn = ∞: D  (bn)nN0   ∞.

Fall: (bn)nN0     ̈. D  (bn)nN0 
 ∞.

A  (bn)nN0   F  [∞,∞].

• F (an)nN0  [∞,∞] ,  

(an)nN0 =  (an)nN0 =  (an)nN0 

3Mit einschliessen meinen wir als Teilmenge enthalten.
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Beispiele. [L   ]

  (an := (1)n)nN0
= 1

  (an := (1)n)nN0
= 1

 


an := (1)n +

1

n


nN0

= 1

 


an := (1)n  1

n


nN

= 1

  (an := (1)nn)nN0
= ∞

  (an := (1)nn)nN0
= ∞

S (an)nN0  F  Rd 4  A  Rd. W 5

ain := i- K  an, Ai := i- K  A,

. . an =

a1n,    , a

d
n


, A =


A1,    , Ad




W   euklidische Norm ∥ · ∥   (1.8).

Denition 3.13 (K, G  F  Rd). Wir sagen, dass die Folge
(an)nN0  A konvergiert g. d. w.

∀ ]0,∞[∃n0  N0∀n  N0 : n ≥ n0 ⇒ ∥an  A∥ ≤ 

In diesem Fall nennen wir A den G (oder L) der Folge (an)nN0.

Bemerkungen. [K, G  F  Rd]

• I  F̈ d = 1, 2  D 3.13  D 3.2 ̈. W
  ̈ F  Rd  N (3.2,3.3).

• I [S, D 3.6.1, S. 39]   K  F  Rd  
 . D D  ̈  D 3.13.

Beispiele 3.14. [K  F  Rd]

() B 3.3, 3.5, 3.9((),())  B  F  C = R2.

4Das bedeutet, dass an  Rd, für jedes n  N0.
5Wir verwenden hier in ain einen oberen Index i für die i-te Komponente von an, da die untere

Stelle schon durch den Index n besetzt ist. Dieser obere Index stimmt mit der Konvention der Physik
überein, einen oberen Index für die Komponenten eines Vektors zu verwenden. Der obere Index sollte
nicht mit einer Potenz verwechselt werden.
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() W   F (an)nN  R3  

an :=





Ñ
1
n

0
0


,  n = 3k + 1 ̈  k  N0,

Ñ
0
1
n

0


,  n = 3k + 2 ̈  k  N0,

Ñ
0
0
1
n


,  n = 3k ̈  k  N

D F   A := 0 := (0, 0, 0),

(an)nN → A = 0

D    T ∥an  A∥ = 1
n
, ̈  n  N,  B 3.4.

Bemerkung. [K  F  Rd   S, P  Q-
] D A  S 3.8   ̈ F  Rd,    .
P̈ ,  F:

• A ()  ̈ F (an)nN  (bn)nN  Rd.

• ()  ̈  F (an)nN  Rd   F (bn)nN  R.

• ()  ̈  F (an)nN  Rd   F (bn)nN  R.

F S    K ̈  K  F  Rd. S
d  N, (an)nN  F  Rd  A  Rd.

Satz 3.15 (K-K ̈K  F  Rd). Es sind äquivalent:

(i) (an)nN konvergiert gegen A.

(ii) Für jeden Index i  1,    , d konvergiert die i-te Komponentenfolge (ain)nN
gegen Ai.

B: [S, S 3.6.1, S. 39]

Beispiel. [K-K ̈ K  F  Rd] W 
 F (an)nN  B 3.14()  A := 0  R3. W   ,
 (an)nN → A. D ̈̈   B ()  S 3.15. S
i  1, 2, d = 3.
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Fall i = 3: S  > 0. W ̈  ̈ Z n0 ≥ 1

. S n  N0 , 

n ≥ n0. F 3n 6,    a3n = 1
n
, 

ai=3
n  Ai

 = 1

n

≤ 1

n0

( n ≥ n0)

≤  ( n0 ≥
1


),

 ̈. F 3 ̸ n,    a3n = 0  

ain  Ai
 = 0 ≤ 

F̈ i = 3  ()  ̈. A A ,   B 
̈ i = 1, 2 ̈ . A  () ̈. G̈ S 3.15   () ̈,
. . (an)nN → A.

Bemerkung. D A   B      B 3.4
( F ).

D ̈ S    K ̈  K  F,
    V ,   P  F . W
̈   D.

Denition 3.16 (C-F). Eine Folge (an)nN0 in Rd heisst C-F g. d. w.

∀ ]0,∞[∃n0  N0∀m,n  N0 : m,n ≥ n0 ⇒ ∥am  an∥ ≤  (3.17)

C-F   A-L C . (S A 3.6.)

Bemerkungen. [C-F]

• D B (3.17) :

F̈   Z  > 0

   ̈ Z n0  N0 ,

 ̈  P ̈ Z m,n ≥ n0 , 

am  an ≤ 

• I  B   G .

6Das bedeutet, dass 3 die Zahl n teilt.
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A 3.6: A-L C, 1789–1857, ̈ M.

• I  D  C-F ̈   B m,n ≥ n0
 m,n > n0 . W ̈   B ≤   < 
. D   ̈ D.

S d  N, (an)nN  F  Rd.

Satz 3.17 (C-K ̈ K  F  Rd). Es sind äquivalent:

(i) (an)nN konvergiert.

(ii) (an)nN ist eine Cauchy-Folge.

B: [S, S 3.6.2, S. 39]

Bemerkung. [C-K ̈ K  F  Rd] I D 3.16
(C-F)   G . F    V ,
  P   F ,   I ()⇒() 
 ̈  K ̈ K.

Beispiele 3.18. [C-K ̈ K  F  Rd]

() W   F (xk)kN0 

xk :=

ß
2−k,  3k,
2−k, .

, . . x0 = 1, x1 = 1

2
, x2 = 1

4
, x3 =

1

8
,   

W   F 
an :=

n

k=0

xk



nN0


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Behauptung: D F .

Beweis: W ,  B ()  S 3.17 ̈ , . . B-
 (3.17)  D 3.16: S  > 0. G̈  A P
(P 2.18)    n0  N0 , 

n0 ≥
1




G̈  B U  2n0 = (1 + 1)n0 ≥ 1 + n0 ≥ n0, 

2−n0 ≤ 1

n0

≤  (3.18)

S m,n  N0 , 
n ≥ m ≥ n0

E  an  am =
n

k=m+1 xk. M  D (S 2.12) 
, 

an  am
 ≤

n

k=m+1

xk

=

n

k=m+1

2−k

=
2−(m+1)  2−(n+1)

1 1
2

(D     (3.9)  R.)

= 2−m  2−n

≤ 2−n0 ( m ≥ n0)

≤  (̈ (3.18)).

D  B (3.17), . . B ()  S 3.17, ̈. G̈
 S    B () ̈, . .  F (an)nN0 -
. D   B.

() W   harmonische Reihe   F

an :=

n

k=1

1

k



nN

, . . a1 =
1

1
, a2 =

1

1
+

1

2
, a3 =

1

1
+

1

2
+

1

3
,   

Behauptung: D F .

Beweis: F̈  n  N 

a2n  an =

2n

k=n+1

1

k
≥ n · 1

2n
=

1

2

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D  B ()  S 3.17  ̈. (W?) G̈ 
K  I ()⇒()   ()  ̈. D ,
  F (an)nN0 .

3.4 Reihe: Cauchy-, Quotienten-, Wurzel- und

Leibniz-Kriterium für Konvergenz,

Potenzreihe: Konvergenzradius und -bereich

D A  [B96, 2.4]  [S, 3.7 R].

Denition einer Reihe, Konvergenz davon, Beispiele

S (ak)kN0  F  Rd.

Denition 3.19 (R). Für jedes n  N0 denieren wir die n- P der
Folge (ak)kN0 als die Summe

sn :=

n

k=0

ak = a0 + · · ·+ an

Wir denieren die  (ak)kN0 ̈ R (oder F  P) als die
Folge

(sn)nN0


Falls diese Folge konvergiert, dann denieren wir

a0 + a1 +    :=

∞

k=0

ak (3.19)

:= (sn)nN0

= 
n∞

n

k=0

ak

Bemerkungen. [R]

• D Z ∞,   A 
∞

k=0 ak ,   ̈
B. E     Z    A.
W ̈   Z ∞,      .

Achtung! D I k  W∞  , . . a∞   ,
 ∞  ̈ Z .
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• I [S, D 3.7.1, S. 40]    B̈   W Reihe
 ̈ . E   ̈   B  
S . E  R   

∞
k=1 ak . D-

 3.19 ̈  B R. K  S  [S,
D 3.7.1, S. 40] ,    (ak)kN0 ̈ F  P-
 (sn =

n
k=0 ak)nN0

.

Beispiele. [   R, K]

• S z  C  z < 1. W    F  
V̈ z, . .  F


ak := zk


kN0



D n- P  F 

sn =

n

k=0

zk

D  (ak)kN0 ̈ R    geometrische Reihe
n

k=0 z
k

kN0

.

G̈ B 3.9()    R  1
1−z

,


n

k=0

zk



kN0

→ 1

1 z
, 

∞

k=0

zk = 
n∞

n

k=0

zk =
1

1 z


• W    F


ak :=

1

k


kN



D  (ak)kN0 ̈ R   harmonische Reihe
n

k=1
1
k


kN. G̈

B 3.18()   R.

Konvergenzkriterien für Reihen

S (ak)kN0  F  Rd  (sn)nN0  ̈ R,  F  P-
.

Proposition 3.20 (C-K ̈ K  R  Rd). Äquivalent
sind:

(i) Die Reihe (sn)nN0 konvergiert.
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(ii)


n≥m


n

k=m

ak

 → 0 (m → ∞)

B: D    T sn  sm−1 =
n

k=m ak  S 3.17 (C-
K ̈ K  F  Rd).

Bemerkungen 3.21. [C-K ̈ K  R  Rd]

() A P 3.20 : F  R


sn =

n

k=0

ak



nN0

, 

  F (ak)kN0  0. (B S  n = m!)

() D U  I   A:

F  F (ak)kN0  0 ,    R


sn =

n

k=0

ak



nN0

.

D A  . EG    F

ak :=

1
k


kN.

G̈ B 3.4   F ̈  0. I R,  -

 R


n

k=1

1

k



nN

  ̈ B 3.18().

F S   K ̈  K  R  C. S (ak)kN0

 F  C.

Satz 3.22 (Q ̈  K  R). Wir nehmen an,
dass ak ̸= 0, für jedes k  N0.

(i) Die Reihe


n

k=0

ak



nN0

konvergiert, falls

 
k∞


ak+1

ak

 < 1

(ii) Die Reihe


n

k=0

ak



nN0

divergiert, falls

 
k∞


ak+1

ak

 > 1
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B: [S, S 3.7.2., S. 41]

D komplexe Exponentialfunktion    R   A. U  
, ̈  F. S z  C.

Denition 3.23. [Exponentialreihe] Wir denieren die E  z als die

zur Folge

ak :=

zk

k!


kN0

gehörige Reihe, also als die Folge
n

k=0
zk

k!


nN0

.

Bemerkung. I  D  k F̈, . . k! :=
k

i=1 i = 1 · 2 · · · · · k
. I F k = 0     P,   1 , 

0! = 1

Beispiel 3.24. [Q, E] Behauptung: D E-
  z .

Beweis: F z = 0,    A. W   ,  z ̸= 0.
D  ak =

zk

k!
̸= 0, ̈  k  N0 


ak+1

ak

 =
z

k + 1

→ 0 (k → ∞) (̈ B 3.4,  F)

G̈ S 3.22()   E  z,
n

k=0
zk

k!


nN0

.

Denition 3.25 ( E). Wir denieren die ( ) E-
 als die Funktion

E :=  : C → C, (z) :=

∞

k=0

zk

k!
= 

n∞

n

k=0

zk

k!


Bemerkung. G̈ B 3.24   G, . . (z)  -
.

F̈   B,   S 3.22  ,  [S, B
3.7.2. )].

D Q   ,    ak  0   
F  Q ak+1

ak
 . F K   

F̈. S (ak)kN  F  C.

Satz 3.26 (W ̈  K  R). (i) Die Reihe


n

k=0

ak



nN0

konvergiert, falls

 
k∞

k

»
ak < 1
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(ii) Die Reihe


n

k=1

ak



nN0

divergiert, falls

 
k∞

k

»
ak > 1

B: [S, S 3.7.3., S. 43]

Potenzreihe, Konvergenzbereich und -radius

A A  W    K. U   -
, ̈   D. S c = (ck)kN0  F  C.

Denition 3.27 (P, K, -R, -K). (i) Wir
denieren die  (ck)kN0 ̈ ( ) P als die Abbildung

C ∋ z →


n

k=0

ckz
k



nN0



Folge in C


 (3.20)

Wir nennen ck den k- K der Potenzreihe (3.20).

(ii) Wir denieren:

Konvergenzbereich der Potenzreihe z →


n

k=0

ckz
k



nN0

:= zur Koezientenfolge (ck)kN0 gehöriger Konvergenzbereich

:=


z  C




n

k=0

ckz
k



nN0

konvergiert


,

Konvergenzradius der Potenzreihe z →


n

k=0

ckz
k



nN0

:= zur Koezientenfolge c = (ck)kN0 gehöriger Konvergenzradius

:= ρ

:= ρc

:=
1

 k∞
k


ck
 [0,∞] := [0,∞[∞, (3.21)
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Konvergenzkreisscheibe der Potenzreihe z →


n

k=0

ckz
k



nN0

:= zur Koezientenfolge (ck)kN0 gehörige Konvergenzkreisscheibe

:= B2
ρ(0) (3.22)

Bemerkungen. • I (3.21)    K

1

0
:= ∞,

1

∞ := 0

• I (3.22)  B2
ρ(0)   K  R ρ  0. S

D 1.18.

Beispiele 3.28. [K, -, -]

() ( R) W   F

ck := 1


kN0

. E  k


ck = 1,

̈  k  N0,    k∞
k


ck = 1. D  K
(1)kN0 ̈ K, . .  K  

R


n

k=0

zk



nN0

,    

ρ =
1

 k∞
k


ck
= 1

E  :

K   R = B2
1(0) =  E

W   K   R. S z  C. I
Fall z < 1    R ̈ z ̈ B 3.9().

Fall z ≥ 1: D  (zn)nN0   0. (Ü̈ S !)
G̈  K  B 3.21()   -
 R ̈ z  .

G̈ D 3.27()  :

K   R = B2
1(0)

() W   F (ck)kN0  

ck :=

ß
1,  k  ,
2−k,  k  .
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A 3.7: J H, 1865–1963, ̈ M.

F̈   k  k
√
ck = 1, ̈   k  k

√
ck =

1
2
. H ,

  k∞
k


ck = 1. D  ̈ (3.21)   K
(ck)kN0 ̈ K  

ρ =
1

 k∞
k


ck
= 1

Korollar 3.29 (S  C-H, K  P, K).

Die Reihe


n

k=0

ckz
k



nN0

konvergiert für jedes z  C so, dass z < ρ.

(ii) Die Reihe


n

k=0

ckz
k



nN0

divergiert für jedes z  C so, dass z > ρ.

D K   A-L C   J H -
,  A 3.6  3.7.

Beweis des Korollars 3.29: D   S 3.26 (W)  ak :=
ckz

k, 
k

»
ak = z · k

»
ck, ∀k  N0

(Ü̈ S !)

Bemerkung. [K] Korollar  Folgerung. E K    S,
   W    S . K 3.29   B
  W  S 3.26. M   Korollar  Satz
. S  B 1.7().



112 KAPITEL 3. FOLGE UND REIHE

Bemerkungen 3.30. [K  P, K]

() G̈K 3.29 ̈ K  P z →


n

k=0

ckz
k



nN0

 K B2
ρ(0) ( T)    K-

    K B
2

ρ(0) . D K-
    ̈  K,    P -
.

() D F,  P   K S1
ρ(0)

7  K  P-
 ,   A   . D K 
̈ . E   M̈ ̈  M  P.

Z B  ̈   R ̈ B 3.283.28 ρ = 1 
 K     E B2

1(0). D
 R   ̈ keinen Punkt   K S1

ρ=1(0).

W    K (ck)kN0  

ck :=

ß
0,  k = 0,
1
k2
,  k ̸= 0

E  ρ = 1. (Ü̈ S ! H: V S  A  S-
 5 (K   D  F  Rd, F ( n

√
n)nN).)

D  (ck)kN0 ̈ R
n

k=0 ckz
k =

n
k=1

zk

k2


nN0

 ̈ je-

den Punkt   K S1
ρ=1(0). F̈ z  S1

1(0) \ 1    H
 Kriterium von Abel (für die Konvergenz einer Potenzreihe).8 F̈ z = 1


n
k=0 ckz

k =
n

k=1
1
k2


nN0

 Z-R ̈ s = 2. (S B 3.37

.) G̈ [S, B 3.7.4, S. 44]   R. D Rn
k=0 ckz

k

nN0

  ̈  P   K S1
ρ=1(0).

E   B  P,  ̈ ,    P

  K S1
ρ(0) ,  B

n
k=1

zk

k


nN

. D P

 ̈ z  S1
ρ=1 \ 1   K  A. S  ̈

z = 1. (W?)

Beispiel. [K  P, K] W 
 F (ck)kN0  

ck :=

ß
1,  k  ,
2−k,  k  .

7Siehe Denition 1.18, (1.11). Ein Kreis ist ein eindimensionales Objekt. Er ist der Rand der
Kreisscheibe.

8In dieser Vorlesung behandeln wir dieses Kriterium nicht.
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G̈ B 3.28  ρ = 1. G̈K 3.29   F


n

k=0

ckz
k



nN0

 ̈  z  C ,  z < 1,    ̈  z  C ,  z > 1.

Bemerkung. D Q (S 3.22)    B , 
 ̈ ak := ckz

k  z ̸= 0 , 

 
k∞


ak+1

ak

 = ∞,  
k∞


ak+1

ak

 = 0

(Ü̈ S !)

Denition 3.31 (E). Wir denieren die ( ) E
als die zur Folge


ck :=

1
k!


kN0

gehörige Potenzreihe, also als die Abbildung

z →


n

k=0

zk

k!



nN0

 (3.23)

Bemerkung. D  S   E zu z. (S D 3.23.)

Beispiel. [K  -  E] D  K-
 (ck)kN0 ̈ K    ρ = ∞. (S Ü
6, K  P.) G̈ K 3.29   E-
 (3.23)  ̈  z  C ,  z < ρ = ∞, . . ̈  z  C.
D     B 3.24   Q .

D  (ck)kN0 ̈ K    C.

Konvergenzkriterium von Leibniz für alternierende Reihen

D ̈K   F alternierender Reihen ̈. S (ak)kN0

 F  R.

Denition 3.32 ( F,  R). Wir nennen (ak)kN0 -
 g. d. w.

∀k  N0 : (1)kak ≥ 0 oder ∀k  N0 : (1)kak ≤ 0

Wir nennen die zu (ak)kN0 gehörige Reihe  g. d. w. (ak)kN0 alternierend
ist.
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Beispiel 3.33. [  R] W   alternierende har-
monische Folge   F


ak :=

(1)k−1

k


kN



D F  . W   alternierende harmonische Reihe 
  F (ak)kN ̈ R,    F

sn :=

n

k=1

(1)k−1

k



nN

, . . s1 =
1

1
, s2 =

1

1
 1

2
, s3 =

1

1
 1

2
+

1

3
,   

D R  .

Satz 3.34 (K  L ̈  R). Sei (ak)kN0

eine monoton fallende Folge in R, die gegen 0 konvergiert.9 Dann konvergiert die zu

(1)kak


kN0

gehörige Reihe, also die Folge


sn :=

n

k=0

(1)kak



nN0

.

Bemerkung. D R  .

D S   G W L . (S A 0.2.)

Beweis des Satzes 3.34: S k  N0. D (ai)iN0   ,  
0 ≥ a2k−1 + a2k  

s2k−2 ≥ s2k−2  a2k−1 + a2k = s2k

D   F (s2k)kN0  . E ̈ A , 
s2k−1 ≤ s2k+1, ̈  k  N, . .  F (s2k−1)kN   .
M I  , 

s2k+1 ≥ s1, ∀k  N0 (3.24)

S k  N0. E  s2k ≥ s2ka2k+1 = s2k+1    (3.24),  s2k ≥ s1. D
F (s2k)kN0     ̈. D     ,
   ̈ S 3.6 (M). E  A
,   F (s2k+1)kN0 . D F (a2k+1)kN0

 
0,  (an)nN0 ̈ V  0 . G̈ S 3.8()  

(s2k+1 = s2k  a2k+1)kN0
→ A+ 0, A :=  (s2k)kN0



D ,   F (sn)nN0  A . (W?) D  S
3.34. 

9Daraus folgt, dass ak ≥ 0, für jedes k.
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Beispiel 3.35. [  R ] G̈ S 3.34 -

    R


sn :=

n

k=1

(1)k−1

k



nN

.

Bemerkung. D   K  T,    R -
. (S B 3.18().)

Frage 3.36. Was ist der Grenzwert der alternierenden harmonischen Reihe?

W   F ̈   P . (S B
6.66.)

Zeta-Reihe, Zeta-Funktion

D ̈ B    F,    R 
.

Beispiel 3.37. [Z-R, Z-F] S s  R. W    F
ak :=

1
ks


kN ̈ R,   F

n
k=1

1
ks


nN,  Zeta-Reihe zu s. F

s > 1,    R. (S [S, B 3.7.4, S. 44].) W 
 Riemannsche Zeta-Funktion ( -F) 

 :]1,∞[→ R, (s) :=

∞

k=1

1

ks
= 

n∞

n

k=1

1

ks


F s ≤ 1,    R
n

k=1
1
ks


nN. (S [S, B 3.7.4, S. 44].)

F̈ s = 1     R,  D   B 3.18() 
.

Bemerkungen. • B  R   Q-  W-
. (S [S, B 3.7.4, S. 44].)

• D Basler Problem   P,  W

(2) =

∞

k=1

1

k2
=

1

1
+

1

22
+

1

32
+    ,

  S   Q10  . D P
  L E ̈. E 

(2) =

∞

k=1

1

k2
=

π2

6


10ohne 0
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• Z (3)   . E 1979  ,  (3)  .
M  (3)     D ,  B
  D  G  R.

• D -F     F C \ 1 → C 
. (H, . .   F   
V Mathematische Methoden für ITET und RW  2. S -
.) D () -F    R   Z,
 T  M,    L̈  G
 P  . D ̈ Riemannsche Vermutung ,
  11 N  -F  R  1

2
.

3.5 Absolute Summierbarkeit einer Folge,

absolute Konvergenz einer Reihe, Umordnung

einer Reihe, Cauchy-Produkt zweier Reihen,

Additionstheorem für die Exponentialfunktion

D A  [B96, 2.4]  [S, 3.8]. S (ak)kN0  F  Rd.

Denition 3.38 ( ,  ). Wir nennen (ak)kN0 -
  g. d. w. die zu (∥ak∥)kN0

gehörige Reihe, also die Folge (
n

k=0 ∥ak∥)nN0

konvergiert.

In diesem Fall nennen wir die zu (ak)kN0 gehörige Reihe, also die Folge (
n

k=0 ak)nN0
,

 .

Beispiel 3.39. [ K  P   K-
] S (ck)kN0  F  C. F̈  P   ̈ K-
   ̈ P absolut. D ,  ̈ 

z  C  z < ρ  R


n

k=0

ckzk



nN0

. D   K 3.29.

(Ü̈ S !)

W  F   ,    ̈ R. W
̈   F     R . D 
 I   S.

11Die trivialen Nullstellen sind die Zahlen 2,4,6, . . . .
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Satz 3.40 ( S  U). Falls die Folge (ak)kN0 absolut
summierbar ist, dann konvergiert für jede bijektive Abbildung  : N0 → N0 die zur Folge
(aφ(j))jN0 gehörige Reihe, und es gilt

∞

j=0

aφ(j) =

∞

k=0

ak

B: [S, S 3.8.1., S. 46]

Bemerkungen. • (aφ(j))jN0   mittels  umgeordnete Folge. D ̈
R   mittels  umgeordnete Reihe. S 3.40  ,  ̈ 
  F   R ̈  U -
.

• I    ̈  I̈  =  : N0 → N0. D  :
W  F   ,    ̈ R.
A , : W  R  ,   .

• D U  A :

W  R ,    .

D A  . E G     
R. G̈ B 3.35   R ̈,   .

D F


n

k=1


(1)k−1

k

 =
1

k



nN

 ̈   R, 

̈ B 3.18() .

Beispiele. [ S, K  U]

• S z  C ,  z < 1. W    F (zk)kN0  

̈ R,   R


sn :=

n

k=0

zk



nN0

. D z < 1, -

 ̈ B 3.7  
zk

 = zk

kN0

̈ R


n

k=0

zk


nN0

.

D   F (zk)kN0  , . .,   R
n

k=0

zk



nN0

 . G̈ S 3.40   =  

   R


n

k=0

zk



nN0

.



118 KAPITEL 3. FOLGE UND REIHE

Bemerkung: D     B 3.9(),     G-
 1

1−z
.

• M   A ,  ̈  z  C  z < 1 
  A  : N0 → N0    R

n

j=0

zφ(j)



nN0

. B   B  A

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . .
(j) 0 1 2 4 3 5 6 8 10 7 9 11 . . .

(1  Z, 1  Z, 2  Z, 2  Z, 3 
Z, 3  Z, . . . ) D G   R  
 

z0 + z1 + z2 + z4 + z3 + z5 + z6 + z8 + z10 + z7 + z9 + z11 + · · ·

=

∞

k=0

zk = z0 + z1 + z2 + z3 + · · · (̈ S 3.40)

=
1

1 z


• W   F (xk)kN0 

xk :=

ß
2−k,  3k,
2−k, .

 (sn)nN0    (xk)kN0 ̈ R. G̈ B 3.7 
 


xk = 1

2k


kN0

̈ R
n

k=0
1
2k


nN0

. D   F (xk)kN0

 , . .,  ̈ R


sn =

n

k=0

xk



nN0



. D G

2−0  2−1  2−2 + 2−3  2−4  2−5 ± · · · = 1 1

2
 1

4
+

1

8
 1

16
 1

32
± · · ·

 . D      B 3.18().

Bemerkungen. [U     R]

() F̈  S  [∞,∞]   ,    
R   ,    S . (I F S = ±∞
 ,   R   ±∞ .) D   A-
  R U. (S [W97, 5.17 R
U, S. 105].)
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I [S, B 3.8.1, S. 45]   B ,    -
  R   ̈,   .W ̈
 R   ,    R   H̈
 G    R . D U-

    F

ak :=

(−1)k−1

k


kN

 

̈  F 1,1
2
,1

4
, 1
3
,1

6
,1

8
, 1
5
, 1

10
, 1

12
,    . D ̈ R

  G  


1 1

2


 1

4
+


1

3
 1

6


 1

8
+


1

5
 1

10


 1

12
±   

=
1

2
 1

4
+

1

6
 1

8
+

1

10
 1

12
±   

=
1

2


1 1

2
+

1

3
 1

4
+

1

5
 1

6
±   



=
1

2
·G    R.

() B ()    W  K̈  A, 
  A  ̈  S .

S (ak)kN0 := a  (bℓ)ℓN0 := b  F  C.

Denition 3.41 (F, C-P). (i) Wir denieren die F (oder
das F) von a und b als die Folge

a ∗ b : N0 → C, (a ∗ b)m := (a ∗ b)(m) :=


k,ℓN0:k+ℓ=m

akbℓ =

m

k=0

akbm−k

(ii) Wir denieren das C-P der zu a und b gehörigen Reihen als die zur
gefalteten Folge a ∗ b gehörige Reihe, also

Cauchy-Produkt von


K

k=0

ak



KN0

und


L

ℓ=0

bℓ



LN0

:=


M

m=0

(a ∗ b)m =

m

k=0

akbm−k



MN0



Beispiele. [F]

• D F  a ≡ 1      

(a ∗ a)m =

m

k=0

1 · 1 = m+ 1
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• S z, w  C. D F  F

a, b : N0 → C, ak :=
zk

k!
, bℓ :=

wℓ

ℓ!
(3.25)

  

(a ∗ b)m =

m

k=0

zkwm−k

k!(m k)!

=
1

m!

m

k=0

Ç
m

k


zk · wm−k (B:

Ç
m

k


:=

m!

k!(m k)!
)

=
1

m!
(z + w)m(̈   L). (3.26)

Satz 3.42 (C-P  R). Seien a = (ak)kN0 und b = (bℓ)ℓN0

absolut summierbare Folgen in C. Dann ist die Faltung a ∗ b absolut summierbar, und
es gilt

∞

m=0

(a ∗ b)m = 
n∞

n

m=0

(a ∗ b)m =

∞

k=0

ak ·
∞

ℓ=0

bℓ (3.27)

B: [B03, (5.18), S. 189]  [S, S 3.8.2., S. 47]

Bemerkungen. [P  R]

• D S :

– D C-P    R  -
.

– D G  C-P  R    P
 G  R.

• W   F,  ak ̸= 0 ̈    k  bℓ ̸= 0 ̈ 
  ℓ. D ,   Z K,L  N0  ,  ak = 0 ̈
k > K  bℓ = 0 ̈ ℓ > L. D   A  S 3.42  
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D. G  

∞

m=0

(a ∗ b)m =

K+L

m=0

(a ∗ b)m

=

K+L

m=0



k=0,...,K, ℓ=0,...,L: k+ℓ=m

akbℓ (̈ D 3.41)

=


k=0,...,K, ℓ=0,...,L

akbℓ

=


K

k=0

ak


L

ℓ=0

bℓ (̈  D).

• D  A  S 3.42 ,   I̈ (3.27)  , 
ak ̸= 0 ̈   k  bℓ ̸= 0 ̈   ℓ.

• O  V,  a  b   ,   A
 S 3.42  A ,     a  b ̈
R . E G   

a : N0 → C, ak :=
(1)k√
k + 1

, b := a

D  a ̈ R  ̈ S 3.34 (K 
L ̈  R). D  C-P a ∗ a ̈ R
  ,     A  S 3.42 ̈ 
a = b . S ̈ m  N0. G̈ S 2.13 (Y U)
 x :=

√
k + 1, y :=

√
m k + 1  c := 1 

√
k + 1

√
m k + 1 ≤ 1

2


(k + 1) + (m k + 1)


=

m+ 2

2
 (3.28)

E 

(a ∗ a)m =

m

k=0

ak ∗ am−k

=

m

k=0

(1)k(1)m−k

√
k + 1

√
m k + 1

= (1)m
m

k=0

1√
k + 1

√
m k + 1


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M (3.28)  , 

(a ∗ a)m ≥
m

k=0

2

m+ 2
=

2(m+ 1)

m+ 2
≥ 1

M P 3.20 (C-K ̈ K  R  Rd)
 ,    a ∗ a ̈ R  . (W?)

Bemerkung: D F a    . (W?) E  
  W  S 3.42.

Korollar 3.43 (A ̈  E). Für alle z, w  C gilt

(z + w) = (z) · (w)

Beweis des Korollars 3.43: S z, w  C. W  a  b   (3.25).
G̈ D 3.25 

(z + w) = 
n∞

n

m=0

(z + w)m

m!

= 
n∞

n

m=0

(a ∗ b)m ( (3.26))

=

∞

k=0

ak

∞

ℓ=0

bℓ (̈ S 3.42)

= (z) (w)

D  K 3.43. 

3.6 Die Exponentialfunktion, die

trigonometrischen Funktionen Kosinus und

Sinus, Eulersche Formel

D A  [B96, 2.5]  [S, 3.9, 5.3]. A  S 
 E  P  e . D E
̈ ̈  E F    F K 
S .

W  e   D 3.11 (e := n∞

1 + 1

n

n
). W   

 D   G. F̈ Z b ]0,∞[  r  Q 



3.6. EXPONENTIAL- UND TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN,
EULERSCHE FORMEL 123

  r- P  b 
br :=

n
√
bm, (3.29)

 m  Z  n  N  ̈ ,  r = m
n
.

Bemerkungen. • F̈  y  [0,∞[   W n
√
y    Z

x  [0,∞[  ,  xk = y. S D 4.47.

• br  , . .   ̈   P (m,n)   
S  (3.29) ̈    W  (m,n) (,  r = m

n
) .

Satz 3.44 (E, E Z). Für jede rationale Zahl r gilt

er = (r)

B: [S, S 3.9.2, S. 49]

Bemerkung. I 

e = (1) =

∞

k=0

1

k!
=

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · = 1 + 1 +

1

2
+

1

6
+ · · ·

(S Ü 6, E Z  E.)

S z  C.

Denition 3.45 ( P  e). Wir denieren

ez := (z)

Bemerkung. F̈   z = r   er   (3.29) .
W S 3.44  ̈   z  D (3.29)  3.45 .
D   D 3.45 .

U  Z  E   K-   S-
  ̈, ̈   D.

Denition 3.46 (K-  S). Wir denieren die K  z als

die zur Folge

(−1)jz2j

(2j)!


jN0

gehörige Reihe, also als die Folge
m

j=0
(−1)jz2j

(2j)!


mN0

.

Wir denieren die S  z als die zur Folge

(−1)jz2j+1

(2j+1)!


jN0

gehörige Reihe,

also als die Folge
m

j=0
(−1)jz2j+1

(2j+1)!


mN0

.
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Bemerkung 3.47. D K-   S  (̈  z  C). D
  S 3.22 (Q). (Ü̈ S !)

Denition 3.48 (C, S). Wir denieren die Funktionen

C, S : C → C, C(z) := 
m∞

m

j=0

(1)jz2j

(2j)!
, S(z) := 

m∞

m

j=0

(1)jz2j+1

(2j + 1)!


U  ̈ S  , ̈   D. SX0, Y0

M, X ⊆ X0  f : X0 → Y0. W   Einschränkung ( Restrikti-
on) von f auf X0   A

f X := f ↾X

X, Y0,


(x, f(x))

 x  X




(↾   H .) f : X → Y0     F  f ,  
  X . W    D 2.21 (, ).

Satz 3.49 (K, S). Die Einschränkung von C auf R ist durch  gegeben
und die Einschränkung von S auf R durch , d. h.

C R = , S R =  

B: D    B  E  L 2.20 (S. 204). S
B 5.29.

Korollar 3.50 (E F). Für jedes   R gilt

eiφ =  = + i 

Beweis: E 

eiφ = (i) (̈ D 3.45)

= 
n∞

n

k=0

(i)k

k!

= 
m∞


m

j=0

(i)2j

(2j)!
+

m

j=0

(i)2j+1

(2j + 1)!



= 
m∞

m

j=0

(1)j2j

(2j)!
+ i 

m∞

m

j=0

(1)j2j+1

(2j + 1)!

= C+ i S (̈ D 3.48) (3.30)

= + i  (̈ S 3.49). (3.31)
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D  K 3.50. 
A  A  E F   A  
 K.

Korollar 3.51 (P̈   E). Es gilt

E(z + 2πi) = E(z), ∀z  C

Beweis: F̈  z  C 

E(z + 2πi) = E(z) E(2πi) (̈ K 3.43)

= E(z) · 1 ( K 3.50  (2π) = 1, (2π) = 0).

D  K 3.51. 
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D K  [B96, 2.2, 2.3]  [S, K 4]. E  B
 K   S  F  V̈. A
,   F ,    G  ̈,  
B  P  . D ,    W   ̈,
  A   ̈. S   V  S̈.
Z B    F     ̈
I R-. (S [S, S 6.2.2].)

W  S  H  T . D T  
T  M,     M . E T 
Rn  ,    V   B̈ (=  V) .
(I  F    B     I.) E
   M  F f    ,   U
 f   M   . D  S 
T.

4.1 Stetigkeit, Stetigkeit erhalten unter

Rechenoperationen und Verknüpfung, durch

Potenzreihe denierte Funktion ist stetig

D A  [B96, 2.2]  [S, 4.2]. S n, n′  N, S ⊆ Rn,
S ′ ⊆ Rn′

 f : S → S ′  F.

Denition 4.1 (S). (i) Sei x0  S. f heisst   S x0
1  g. d. w.

∀ ]0,∞[∃ ]0,∞[∀x  S : ∥x x0∥ ≤  ⇒
f(x) f(x0)

 ≤  (4.1)

1oder im Punkt x0 oder schlichtweg in x0

127
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A 4.1: K Wß, 1815–1897,  M, V  E-
 (= W  ).

(Hierbei bezeichnet ∥ · ∥ die euklidische Norm. Siehe (1.8).)

(ii) f heisst  g. d. w. f an jeder Stelle seines Denitionsbereiches stetig ist.

Bemerkungen 4.2. [S]

() A   S (4.1):

F̈   ]0,∞[     ]0,∞[ ,  ̈  x  S : F
 () A  x  x0    ,   
A  f(x)  f(x0)   . D ,   
W  f   ̈,    A x0 ̈.

() D B (4.1)   Weierstraßsche --Kriterium. S   K
Wß . (S A 4.1.)

() I (4.1) ̈   B    ≤      <  . W ̈
  B    ≤      <  . D  
̈ D.

() I [S, D 4.1.3., S. 52]  S   S  .
D D  D 4.1  ̈.
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() D F f    S x0 unstetig, . . nicht stetig . . . 

¬

∀ ]0,∞[∃ ]0,∞[∀x  S : ∥x x0∥ ≤  ⇒

f(x) f(x0)
 ≤ 



=¬∀∃∀x    (D Ü  ̈  ∀ ]0,∞[  ∀ , . )

⇔∃¬∃    (̈ B 1.21, (1.12))

⇔   ∀¬∀x    (̈ B 1.21, (1.13))

⇔    ∃x¬

∥x x0∥ ≤  ⇒

f(x) f(x0)
 ≤ 



⇔   

∥x x0∥ ≤  

f(x) f(x0)
 ̸≤ 



⇔∃ ]0,∞[∀ ]0,∞[∃x  S : ∥x x0∥ ≤  
f(x) f(x0)

 >  (4.2)

Beispiele 4.3. [S]

() J  F  . (Ü̈ S !)

() F̈  T S ⊆ Rn   I̈  := S : S → S .
S ̈ x0  S   ]0,∞[. W   := . S x  S , 
∥x x0∥ ≤ . D 

 (x) (x0)
 = ∥x x0∥ ≤  = 

D   ̈  x0  S   S x0 . A   = S .

() S n  N  i  1,    , n. W   (kanonische) i-te Projektion
( Projektion auf die i-te Koordinatenachse)   F

i : R
n → R, i(x) := xi (4.3)

D A  . (S Ü 6.)

() F̈  T A  Rn    Indikatorfunktion ( charak-
teristische Funktion) der Menge A 

A : Rn → R, A(x) :=

ß
1,  x  A
0, .

(4.4)

D F
f := 0 : R → R

   S x0 = 0 . U   , ̈̈   B
(4.2). W   := 1

2
. S  ]0,∞[. W ̈  x  R , 

x ̸= x0 = 0  x ≤  ( B x := ). E 

x 0 ≤ ,
0(x) 0(0)

 = 0 1 = 1 >
1

2
= 

D   B (4.2) ̈. G̈ B 4.2()  0 
  S x0 = 0 .
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() W   Dirichletsche Sprungfunktion  Q : R → R,  -
 F   Z. D F    P .
S [S, B 4.1.3. ), S. 53]. D F   P G L
D2 .

Satz 4.4 (S, R, K). (i) Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division komplexer Zahlen sind stetige Funktionen.

(ii) Seien n  N, S ⊆ Rn, f, g : S → C, a  C und x0  S so, dass f und g in x0

stetig sind. Dann sind die Funktionen

f + g, a · f, f · g

in x0 stetig. Falls g(x0) ̸= 0, dann ist die Funktion f
g
in x0 stetig. (Diese Funktion

ist auf der Menge aller x  S deniert, wofür g(x) ̸= 0.)

(iii) Seien n, n′  N, S ⊆ Rn, S ′ ⊆ Rn′
, f =


f1,    , fn′


: S → S ′ und x0  S. Die

Funktion f ist in x0 stetig g. d. w. für jedes i  1,    , n′ die Funktion fi in x0

stetig ist.

B: [B03, (3.6,3.7,3.5)]

Bemerkungen. [S, R]

• (): A  Z   A

+ : C× C → C, +(z, w) = z + w

S  M   A. D   A-


÷ : C× (C \ 0) → C, ÷(z, w) :=
z

w


• S f : S → S ′  F, A ⊆ S  x0  A. F f  x0  ,
   ̈ F f A  x0 . A T ()  S
4.4  ,  A, S, M  D reeller
Z  F .

• (): D F f1,    , fn′ : S → R   (Standard-)Komponenten 
F f : S → S ′. B   B  F

f : R2 → R2, f(x) :=


x1 + x2

x1x2




21805-1859, deutscher Mathematiker
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(x1, x2   K  x, . . x = (x1, x2).) D K 
f   

f1, f2 : R
2 → R, f1(x) = x1 + x2, f2(x) = x1x2

Beispiele 4.5. [S  R   P]

() S a0, a1  R. Behauptung: D A

f : R → R, f(x) := a1x+ a0,

 .

Beweis: F̈  M X   Z c  R    F 
X ,    c , 

cX : X → R, cX(x) := c, ∀x  X

D F x → a1x,  a1   ̈ B 4.3()  S 4.4() .
D F (a0)R  ̈ B 4.3() . D f = a1 +(a0)R, 
  S 4.4(),  f  . D   B.

() J  P p : R → R  . D   B 4.3((),()), S
4.4()  I ̈  G  P. (Ü S  !)

() J  P p : C → C  . D    B ().

Denition 4.6 (P   V̈). Eine Funktion f : Rn → R
heisst P ( Rn) g. d. w. sie eine (endliche) Linearkombination von Funktionen
der Form

x → x1
1 · · · xn

n

ist, wobei 1,    ,n  N0. (xi bezeichnet die i-te Komponente von x  Rn.) Der Grad
des Polynoms f ist die grösste Zahl 1 + · · · + n so, dass der Term x1

1 · · · xn
n in f

(mit einem nichtverschwindenden Koezienten) auftritt.

Beispiel. [P   V] E B ̈  P  R3  
F

f : R3 → R, f(x) := x2
1 + 3x1x

2
2 

1

2
x3
2x3

D G  P  4,  ̈ 1 = 0,2 = 3,3 = 1  T x1
1 x2

2 x3
3 

f    T ̈ O .
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Beispiel 4.7. [S  P   V, R,
K] Behauptung: J P  Rn  .

Beweis: S 1,    ,n  N0  i  1,    , n. G̈ B 4.3()  
P i : R

n → R . M S 4.4()  ,  i
i  

  1
i · · · n

n  . I  S 4.4()  , 
,   L  F  F 1

i · · · n
n  .

E  L     P  Rn. (D   
T,  (1

i · · · n
n ) (x) = x1

1 · · · xn
n .) D   B.

D V̈   F  . D   I  
S.

Satz 4.8 (V̈  F). Seien n, n′, n′′  N, S ⊆ Rn, S ′ ⊆ Rn′
,

S ′′ ⊆ Rn′′
, f : S → S ′, g : S ′ → S ′′ Funktionen und x0  S ein Punkt so, dass f in x0

stetig ist und g in f(x0) stetig ist. Dann ist die verknüpfte Funktion g ◦ f : S → S ′′ in
x0 stetig.

B: [B03, (3.2), S. 108]

Bemerkung 4.9. [W ] F̈  n  N   n- W-
 n

√
: [0,∞[→ [0,∞[ . S B 4.53().

Beispiel. [V̈  F] Behauptung: D F

h : [1,∞[→ R, h(x) :=
√
x+ 1,

 . Beweis: S x0  [1,∞[. W   F

f : [1,∞[→ [0,∞[, f(x) := x+ 1, g :=
√

: [0,∞[→ [0,∞[

E 
h = g ◦ f

G̈ B 4.5()   F f  P x0 . G̈ B 4.9
  F g  P f(x0) . A S 4.8  ,   F
h  P x0  .

S (ck)kN0  F  C. W  ρ ̈  ̈ K.
(S D 3.27.) W   F

f : B2
ρ(0) → C, f(z) :=

∞

k=0

ckz
k = 

n∞

n

k=0

ckz
k
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Satz 4.10 (D P  F  .). Die Funktion f ist stetig.

B: S K 4.62.

Bemerkung. G̈ D 3.27()    (ck)kN0 ̈ Konvergenzkreis-
scheibe  B2

ρ(0) . G̈ B 3.30()    ̈ 
K,    P . S 4.10 ,    
P  F   K  .

Beispiele 4.11. [E, K, S ] D F3 ,C, S :
C → C  . D   S 4.10   T,   K-
  P,  ,C, S ,  ∞ . (S B 3.24
 B 3.47.)

Beispiel. [  F] W   F

f = (f1, f2) : R
2 → R2, f(x) :=


(x1x2) + x4

2

x2
1 + x2

2




Behauptung: D F  .

Beweis: W   F

p, q : R2 → R, p(x) := x1x2, q(x) := x4
2

E 
f1 =

√ ◦

 ◦p+ q


 (4.5)

(Ü̈ S !) D F p   P (  V). G̈
B 4.7  p  . G̈ B 4.11   . G̈ S 4.8 
  ◦p .

D F q   P (  V). G̈ B 4.7  q 
. G̈ S 4.4()  ,   ◦p+ q  . G̈ B
4.9   Q

√
. G̈ S 4.8  , 

√ ◦
 ◦p+ q


 . G̈ (4.5)   F  f1 ̈. D 

f1 .

D K f2   P. G̈ B 4.7  f2  . D f1
 f2  ,  ̈ S 4.4()  F f . D  
B.

Bemerkung. I  B    P, S  f  ,
 T : Z,  p, ,  ◦p,  ◦p + q, f1  f2  .
W    M Divide et impera! (T  !) .

3Siehe Denitionen 3.25 und 3.48.
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4.2 Topologie: Oen- und Abgeschlossenheit einer

Menge, Inneres, Abschluss, Rand, Konvergenz

einer Funktion, Kompaktheit, stetige

Funktion auf kompakter Menge

D A  [B96, 2.3]  [S, 4.1, 4.3]. T   
   M. E T  Rn   . . . 
 V   B̈ (=  V) . S  
. . .  K  . M H  T ̈  S
 F . E    T  Rn 
F  ̈   ,   U   T 
 F  .

E F    S x0   W y0,   W 
  y0 ̈,    A  S x0 ̈.

E  B  T  Kompaktheit. D B   B
 ,        M  
F  S .

S S ⊆ Rn. W   Bn
r (x0)   B  x0  R r. (S

D 1.18.)

Denition 4.12 ( P, I, O). (i) Ein Punkt x  S heisst
 P  S g. d. w. es ein r ]0,∞[ gibt so, dass

Bn
r (x) ⊆ S

Wir denieren IS, das I  S (oder den  K  S), als die
Menge aller ihrer inneren Punkte,

IS := I(S) :=
◦
S :=


innerer Punkt von S




(ii) S heisst  ( Rn) g. d. w. jeder Punkt von S ein innerer Punkt ist.

Bemerkungen. • I  ̈ interior.

• D I  S   S ,

IS ⊆ S

• E M   . . .    I .
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• D 4.12() ̈   B 1.1() ̈ S Standard-
Topologie auf Rn.

Beispiele 4.13. [ P, I, O]

() S x0  Rn  R  [0,∞] = [0,∞[∞.
Behauptung: J P   B S := Bn

R(x0)    P.
D I   B     B,    B 
. D   N  B. I  Rn = Bn

∞(0)
.

Beweis der Behauptung: S x  S = Bn
R(x0). W  r := R ∥x x0∥.

S y  Bn
r (x). D yx0 = (yx)+(xx0),  ̈  D

(S 2.12)4

∥y  x0∥ ≤ ∥y  x∥+ ∥x x0∥ < r + ∥x x0∥ = R

D  y  S = Bn
R(x0). A  Bn

r (x)  S    x 
 P  S,  .

() J  I I  ,     P  I   B
,   I  . (W?)

() D I   B    B, 

I

B

n

R(x0)

= Bn

R(x0)

(S Ü 7 (I).)

() S a < b  Z. W   - I S := [a, b[.
G̈ ()   P   I ]a, b[   P  ]a, b[
    P  S = [a, b[. A  x0 := a  
P  S. (W?) D - I [a, b[    . W
 ,   I  - I S = [a, b[  
I ]a, b[ ,

I[a, b[=]a, b[

() J   ̈  I   ,  
 R   P . I  ̈  x0  R 
E x0  .

4Die Aussagen gelten auch im Fall R = ∞.
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I F ̈   V   K (=
M)  M. D M    . S S  K 
M.

Denition (V, D). (i) Wir denieren
S, die V

 S (oder V  S oder V  E  S)
als die Menge aller Objekte, die Element (mindestens) eines Elementes von S
sind, d. h. 

S :=


SS
S :=


x
 ∃S  S : x  S




(ii) Wir nehmen jetzt an, dass S nicht leer ist. Wir denieren
S, den (D-

)S  S (oder die S  S oder den S  E
 S) als die Menge aller Objekte, die Element aller Elemente von S sind, d. h.


S :=



SS
S :=


x
 ∀S  S : x  S




Bemerkungen. [V, D]

• W S   M A  B , . . S = A,B,  


A,B = A  B,


A,B = A  B

• S  I  M ( I)  S  A,   i  I
 M Si := S(i) . W  (Si)iI := S    
indizierte Familie von Menge. W 

S :=

Si

 i  I



E  
S =



iI
Si,


S =



iI
Si

Bemerkung. E T  Rn   . . .   V 
B̈ , . .  V   K (= M)  B̈.
(D K    E .) D I  ⇐=
V . . .    B 4.13(). (Ü̈ S !)

F S   E   M .

Satz 4.14 (E  M). Es gilt:
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(i) ∅,Rn sind oen in Rn.

(ii) Der Durchschnitt endlich vieler oener Mengen ist oen.

(iii) Jede Vereinigung oener Mengen ist oen.

B: [S, S 4.3.1, S. 59]

Beispiele. • W    H S   D 
 E  R2     H, 

S := B2
1(0) 


]0,∞[×R




(Z S M!) G̈ S 4.14()    H .

• G̈ S 4.14()  B 4.13()   M

]0, 1[]2, 4[,


]i, i+ 1[
 i  Z


=



iZ
]i, i+ 1[,



iN0

ò
1

2i
,

3

2i+1

ï

. (Z S  M!)

Bemerkung. D A ()  S 4.14   W endlich  . D. .,
 D un   T   A nicht .
Z B  

kN
Bn

1
k
(0) = 0

D M  ̈ B 4.13()  .

A N̈     B   M.
D B   B  ,   T  Rn  
 ,     ̈ .

Denition 4.15 (A). Eine Teilmenge A ⊆ Rn heisst 
( Rn) g. d. w. ihr Komplement Ac = Rn \ A oen ist.

Bemerkung. D B   G C ̈,  [C84],   
S. 388   M ensemble fermé .

Beispiele 4.16. [(N-)A]
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() J  I  . S I  B  
 ̈  I, . ., I = [a, b]  a ≤ b. D
K  I  Ic =] ∞, a[]b,∞[,   V  
I. G̈ S 4.14()   V . A  I -
. F̈ un̈  I  A
  ̈ A.

() J  B5  . D    D-
 ̈   N. (S Ü 7.)

() S a, b  R  a < b. D  I ]a, b[   - I
[a, b[  ]a, b]   . (W?)

A S 4.14   ̈ K,  A ̈  M
.

Korollar 4.17 (E  M). Es gilt:

(i) ∅,Rn sind abgeschlossen in Rn.

(ii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

(iii) Jeder Durchschnitt abgeschlossener Mengen6 ist abgeschlossen.

Bemerkung. A ()   W endlich  . D. .,  V
un   T   A nicht .
E   ,   T S ⊆ Rn  V  
T , 

S =


xS
x

(D E x  .)

Bemerkungen. [U  T  T̈]

• G̈ S 4.14()  K 4.17()    M   
R Rn     . A   T
 Rn,      ,  B  I-
. (S B 4.13()  4.16().

5Siehe Denition 1.18.
6Damit meinen wir den Durchschnitt einer beliebigen nicht leeren Kollektion von abgeschlossenen

Mengen. Diese Kollektion kann unendlich viele Elemente besitzen.
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T  Rn    T̈. E T̈  ̈  
 7. E T   , ,  
   .

• D M ∅  Rn    T  Rn,    
  . S [S, K 4.6.1., S. 72].

Beweis des Korollars 4.17: F̈ n = , ,   A (n)  S 4.14(n),
   K     M G .8

D  B  ((),()): S Ü 7.

D  B  (): S k  N  A1,    , Ak ⊆ Rn M.
G̈ D    M Ac

1,    , A
c
k . G̈ S 4.14() 

  D Ac
1 · · ·Ac

k . G̈   M G9 

(A1  · · ·  Ak)
c = Ac

1  · · ·  Ac
k

D  M  ,  A1  · · ·  Ak . D  (). 

F S  A.

Satz 4.18 (F ̈ A). Für jede Teilmenge S ⊆ Rn sind
äquivalent:

(a) S ist abgeschlossen.

(b) (Folgenabgeschlossenheit) Der Grenzwert jeder konvergenten Folge in S liegt wie-
derum in S, d. h.

∀x  Rn ∀(xk)kN0 Folge in S

(xk)kN0 → x ⇒ x  S


 (4.6)

B: [S, S 4.3.5, S. 62]

Bemerkung. [F ̈ A]D B (4.6)  
̈  B

∀x  Rn


∃(xk)kN0 F  S : (xk)kN0 → x

⇒ x  S


 (4.7)

7Wir setzen hier abgeschlossen mit geschlossen gleich.
8Die de Morganschen Gesetze gelten für beliebige (auch unendliche) Vereinigungen und Durch-

schnitte. Siehe Übungsserie 6.
9Siehe Übungsserie 2 (Mengenoperationen).
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D  ,  ̈  A A(y)   A B :

∀y

A(y) ⇒ B


≡


∃y0A(y0)


⇒ B

(W   

A(y) := y  F  S  y → x, B := x  S

D B (4.6)   [S, S 4.3.5, S. 62] . D F (4.7)
  ̈,    F ∀x  Rn


P (x) ⇒ Q(x)


, 

P (x) := ∃(xk)kN0 F  S : (xk)kN0 → x, Q(x) := x  S

Beispiel. D - I S :=]0, 1]   .

Beweis: D K  I ()⇒()  ¬()⇒ ¬(). G̈ S
4.18   A. D F xk :=

1
k
(k  N)   S =]0, 1],   G

x := k∞ xk = 0    S. D   B ()  ̈. D
¬()⇒ ¬(), ,  ()  ̈ , ,  S =]0, 1]   ,
 .

D G  F   P  A  D 
F . D A  M S     M,
 S ̈. S S ⊆ Rn.

Denition 4.19 (A). Wir denieren den Abschluss von S als den Durchschnitt
aller abgeschlossenen Obermengen von S 10,

S := (S) :=


A⊆Rn abgeschlossen: S⊆A

A11 (4.8)

Bemerkungen 4.20. [A]

() D A  S ̈ S ( T),

S ⊇ S

() D A M S  D M. G̈
K 4.17()   A  S  . D , 
 A  S  kleinste  M ,  S ̈.

10Eine Obermenge von S ist eine Menge, die S als Teilmenge enthält.
11Die Notation clos steht für closure.
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() EM    ,     A ̈.

() I [S, D 4.1.1., S.51]   A    W, 
F, . D D  ̈  D 4.19. S [S,
S 4.3.3, S. 61].

Beispiel. [A] Behauptung: F̈ S :=]0, 1]   S = [0, 1].

Beweis: A := [0, 1]    O  S. G̈ (4.8)  

S ⊆ [0, 1] (4.9)

J  B  x0 := 0   M S. J  M,  0 ̈,
   M S. S  A   O  S. D
 A∁ = R\A . D A∁  M S  , ,  0 ̸ A∁, . . 0  A.
D ]0, 1] = S ⊆ A,  ,  [0, 1] ⊆ A. E  

[0, 1] ⊆


A⊆Rn abgeschlossen: S⊆A

A = S

M H  (4.9)  ,  S = [0, 1].

W    D 1.18 (   B, S̈).

Beispiel 4.21. [A] S x0  Rn  r  [0,∞] = [0,∞[∞. D A
  B    B, . .

Bn
r (x0) = B

n

r (x0)

S [S, B 4.1.2 ), S. 52].

F S   I  M   M  
A  F.

Satz 4.22 (C  I   A). Für jede Teilmenge
S ⊆ Rn gilt:

(i) Das Innere von S ist die Vereinigung aller oenen Teilmengen von S,

IS =
◦
S =



U⊆Rn oen: U⊆S

U

(ii) Der A von S ist gegeben durch

S =

x  Rn

 ∃(xk)kN0 : Folge in S : (xk)kN0 → x


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Beweis von Satz 4.22: ()   D 4.12 ( P, O).

(): [S, S 4.3.3, S. 61] 

Bemerkungen. • G̈ S 4.22()   I  M S  V-
  M. G̈ S 4.14()   I  S  .
W S 4.22()   I  S  grösste  M U ,   S
 .

• E M    ,     I ̈.

I I  Gß,    A 2  ,   I-
 ̈  R  G . A   R  B 
G. D ̈ D   B ̈. S S ⊆ Rn.

Denition 4.23 (() R). Wir denieren ∂S, den () R
 S als das Komplement des Inneren von S im Abschluss von S,

∂S := S \ IS
Bemerkungen. D Z ∂    d. E   -
,  A    B  (). E  ̈  
B  W Rand.

S x0  Rn  r ]0,∞[. W  Sn−1
r (x0),  S̈  M x0

 R r,   M  P  Rn,  A r  x0 ,

Sn−1
r (x0) :=


x  Rn

 ∥x x0∥ = r

 (4.10)

Beispiel. [R] D R   B   S̈, 

∂Bn
r (x0) = B

n

r (x0) \ Bn
r (x0) = Sn−1

r (x0)

D   D 4.23   B 4.21  4.13().

D R  abgeschlossenen B    S̈, 

∂B
n

r (x0) = B
n

r (x0) \ Bn
r (x0) = Sn−1

r (x0) (4.11)

A  D 4.19 (A)  B 4.16()  ̈,  B
n

r (x0)
  A . M B 4.13()   (4.11).

Bemerkung. D R  M S  , 

∂S = S \ IS = S  (Rn \ IS)
 ̈ K 4.17()   S  .
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F S   R  M.

Satz 4.24 (C  R). Der Rand einer Teilmenge S ⊆ Rn ist die
Menge aller Punkte x, für die jeder Ball um x sowohl S als auch das Komplement von
S schneidet, also

∂S =

x  Rn

 ∀r ]0,∞[: Bn
r (x)  S ̸= ∅ ̸= Bn

r (x) \ S



B: [S, S 4.3.4, S. 62].

E F    S x0   W y0,   W
   y0 ̈,    A  S x0 ̈. U  
̈,   n, p  N, X ⊆ Rn, Y ⊆ Rp, x0  X , f : X → Y 
y0  Rp.

Denition 4.25 (K  G  F). Wir sagen, dass die
Funktion f   S x0

12  y0  g. d. w.

∀ ]0,∞[∃ ]0,∞[∀x  X : ∥x x0∥ ≤  ⇒
f(x) y0

 ≤  (4.12)

In diesem Fall schreiben wir

f → y0 in x0 oder f(x) → y0 (x → x0),

nennen wir y0 den G  f   S x0 und denieren wir


xx0

f(x) := 
x0

f := y0

Bemerkungen 4.26. [K  G  F]

() D G  f   S x0  , . .,  (
 ). W  ,  x0  A  D
X  f . F    F ,   B (4.12) ̈  y0
̈, . . f   x0   P y0. (I  F 
 K  x0    .)

() F x0  X  f   S x0 ,  


xx0

f(x) = f(x0)

() F x0  X,   f   S x0 . . . f  x0  .

12oder im Punkt x0 oder schlichtweg in x0
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() D B (4.12)  (4.1)  ̈. D U  , 
 (4.12) y0  ,   (4.1) f(x0) . f   P x0 
  ,  ̈ Konvergenz  f  x0   ̈. I G-
   f  x0  ,  ̈ Stetigkeit  f  x0 
 ̈.

() D 4.25 (K  F   S)  D 3.13
(K  F)  ̈.   x    R  n0

 n.

() I [S, D 4.1.2., S. 52]   G  F  
S  . D D   B  G  
D 4.25  ̈.

() I  B̈    D  K,   (4.12), -
,  x ̸= x0. D D   ̈  D
4.25. E V  D 4.25 ,    S ̈
G . (S [DK04, T 1.4.2, . 17])

Beispiele 4.27. [K  G  F]

() S n, p  N, ‹X ⊆ Rn, X ⊆ ‹X , Y ⊆ Rp, f : ‹X → Y  x0  X  ‹X . W

 f := f X : X → Y . F f  P x0  ,   f

  S x0  y0 := f(x0).

Beispiel: ‹X := R, X := R \ 0, Y := R, f := R, x0 := 0. I  F  f
 

f := R R\0 : R \ 0 → R, f(x) = x

D F R  ,    P . D  f  
S x0 := 0  y0 := R(0) = 0.

Bemerkung: D F f    S x0 = 0  . D 
  , ̈ S  f   S  .

() W 

f :]0, 1] → R, f(x) :=
1

n
,  x 

ò
1

n+ 1
,
1

n

ò
, n  N

D F   P x0 := 0  y0 := 0. (Ü̈ S
!)



4.2. TOPOLOGIE, OFFEN-, ABGESCHLOSSENHEIT, RAND, KONVERGENZ
EINER FUNKTION, KOMPAKTHEIT 145

() W 

f := R \ 0 → R, f(x) :=
ex  1

x


D F    S x0 := 0  y0 := 1, . .


x0

ex  1

x
= 1

D   B 5.3()   T e0 = (0) = 1.

() W   F

f : R \ 0 → R, f(x) :=
1

x


D F    S x0 := 0 .

Bemerkung 4.28. [D  F   P] S n, p  N,X ⊆ Rn,
Y ⊆ Rp, x0  X  f : X → Y . D F divergiert im Punkt x0, . . 
  P x0 nicht, . . .

∀y0  Y ∃ ]0,∞[∀ ]0,∞[∃x  X : ∥x x0∥ ≤   ∥f(x) y0∥ >  (4.13)

(S Ü 7, K  G  F   S.)

E  B  T  Kompaktheit. D B   B
 ,        M  
F  M . U  B   ̈, ̈ 
F.

Denition 4.29 (B̈). Eine Teilmenge von Rn heisst ̈ g. d. w. sie
in einem abgeschlossenen Ball enthalten ist, der nicht ganz Rn ist.

Denition 4.30 (K). Eine Teilmenge von Rn heisst  g. d. w. sie
abgeschlossen und beschränkt ist.

Bemerkung. [K] I [S, D 4.2.2., S. 57]  K -
 . G̈ [S, S 4.3.6., S. 63]   D  D
4.30 ̈.

Beispiele. [(N-)K]

• S x0  Rn  r ]0,∞[. D  B B
n

r (x0)  ̈ B
4.16() . D   ̈ ,   . I
    ̈ I 13 .

13Das ist eine Teilmenge von R der Form I = [a, b] mit a, b  R und a ≤ b.
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• S a, b  R  a < b. D  I ]a, b[   - I-
 [a, b[  ]a, b]   ,   ̈ B 4.16() 
 .

• D M Rn   ,    ̈ .

F̈  (N-)B  [S, B 4.2.2. )].

J      M   F  
M. D    ̈ S.

Satz 4.31 (B   M    A). Das Bild
einer kompakten Menge K ⊆ Rn unter einer stetigen Abbildung f : K → Rp ist
kompakt.

B: [S, S 4.2.3, S. 58].

S X  M  f : X → R  F. E P x+  X  Maximal-
stelle von f . . .

f(x+) ≥ f(x), ∀x  X (4.14)

F f  M x+ ,     Maximum von f 

 f := 
X

f := 
xX

f(x) := f(x+)

I  F   ,  f  Maximum besitzt.

Bemerkung. D M  , . .,  ̈    M-
 .

A    B Minimalstelle   S ein Minimum
besitzen.

Beispiel 4.32. [M, M  F] W   F

f : [0, 1] → R, f(x) :=

ß
1,  x = 0,
x, .

D P 0  1  M  f . E 

 f = f(0) = f(1) = 1

D F f   M.
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Bemerkungen. • D F f   M . D 
 B 4.32  F. f   ̈ ein M. I B
4.32   M  1.

• E 

 f =  (f)

• A  f   M    f   M
 (   P x+  ). B  S   
 ,   M  ,   
.

• D S A  T A  R     S 
A. (S D 2.17.) D S  .14 S X  M
 f : X → R. W   S  f   S 
B  f , . .

 f := 
xX

f(x) :=  (f) (4.15)

D F f     M,    S -
, . .,    P x+  X  ,  f(x+) =  f . I 
F   S  f   M  f ,

 f =  f

• A B  ̈  I  T  R  
F.

Korollar 4.33 ( F   M, M, M). Sei
K ⊆ Rn kompakt und nicht leer. Jede stetige reellwertige Funktion f auf K besitzt ein
Maximum und ein Minimum.

U  K  , ̈   L.

Lemma 4.34. Für jede nicht leere kompakte Teilmenge Q von R gilt:

Q,  Q  Q

B: S. 148.

14Falls A leer ist, dann verwenden wir die Konvention supA = ∞. Falls A nach oben unbeschränkt
ist, dann verwenden wir die Konvention supA = ∞.
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Beweis des Korollars 4.33: D K   ,  Q := (f) = f(K)  .
G̈ S 4.31  Q . G̈ L 4.34  

Q  Q = (f),

. .,    x+  K , 

Q = f(x+)

D Q   S ̈ Q ,  ̈  y  Q,  y ≤ Q. D
, 

∀x  K : f(x) ≤ Q = f(x+)

D  x+  M  f . D F f    M.

E  A ,  f  M . D  K 4.33.

I B  L 4.34    B .

Bemerkung 4.35. [ S ̈   M]S A ⊆ R -
  b  A∁ = R \ A   S ̈ A. D    
S ̈ A,  ()   b . (W?)

Beweis des Lemmas 4.34: D Q  ,   ̈,   
̈. D Q   ,  Q   R. D Q  ,   -
. D Q    S ̈ Q ,    B
4.35  A := Q  b := Q,  Q  Q.

E  A ,   Q  Q. D   B  L
4.34 . 

Beispiel 4.36. [M   F    M]W
  M

K :=

x  R2

 x4
1 + x4

2 ≤ 1


  F
f : K → R, f(x) := ∥x∥2 = x2

1 + x2
2

D M K  . (S B 4.39() .) S  ̈, 

  B B
2√
2(0)  . (Ü̈ S !)G̈ D 4.30  K

 .

D M K   ,  x := 0  K . G̈ B 4.3()  f .
G̈ S 4.33  f   M   M.
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Bemerkungen. [V  K]

• O  V,  K  ,   A  K 4.33
. E G     f : [0, 1[→ R, f(x) := x. D
F   M. D B    W 
K 4.33,   D  f   . (W?)

• O  V,  f  ,   A  K 4.33
. E G    

f : [0, 1] → R, f(x) :=

ß
1,  x = 0,
x, .

D F  M. D B   W
 K 4.33,  f   .

4.3 Topologische Charakterisierungen der

Stetigkeit

D A  [B96, 2.2]  [S, 4.5]. I  A -
  S  F  H    
M. W   S   S. D   
B  U  P.

S n  N  X ⊆ Rn.

Denition 4.37 ( O-  A). (i) Eine Teilmenge U ⊆
X heisst    X (oder schlichtweg   X oder  )

g. d. w. es eine oene Teilmenge U von Rn gibt so, dass U = U X.

(ii) Eine Teilmenge A ⊆ X heisst    X 15 g. d. w. es eine

abgeschlossene Teilmenge A von Rn gibt so, dass A = A X.

Beispiele. • S X := [0, 2[. D M U := [0, 1[  ()   X . (W

̈  U ̈?) D M A := [1, 2[  ()   X .

(W ̈  A ̈?)

S n, p  N, X ⊆ Rn, Y ⊆ Rp  f : X → Y .

Satz 4.38 (C  S  ()   -
 M). Folgende Bedingungen sind äquivalent:

15oder schlichtweg abgeschlossen in X oder relativ abgeschlossen
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(a) f ist stetig (in jedem Punkt x0  X).

(b) Das Urbild U = f−1(V ) jeder relativ oenen Menge V ⊆ Y ist relativ oen (in
X).

(c) Das Urbild A = f−1(B) jeder relativ abgeschlossenen Menge B ⊆ Y ist relativ
abgeschlossen.

B: [S, S 4.5.2, S. 67]

A A  S  ,      U
 M  ,   B  :

Beispiele 4.39. [A  S 4.38]

() Behauptung: D M

U :=

x  R

 x5 + x < 1


  ( R).

Beweis: W  X := R, Y := R,  F f : X → Y , f(x) := x5+x
 V :=]  ∞, 1[. D F   P   ̈ B
4.3() . E 

U = f−1(V )

G̈ B 4.13()   I V =]∞, 1[  ( Y = R). G̈
S 4.38   M U = f−1(V )   ( X = R).

() Behauptung: D M

U :=

x  [0,∞[

 x5 + x < 1


   [0,∞[.

Beweis: D A    ()  X := [0,∞[.

() D M
A :=


x  R2

 x4
1 + x4

2 ≤ 1


  ( X := R2).

Beweis: W 

f : R2 → R, f(x) := x4
1 + x4

2, B :=]∞, 1]

E 
A = f−1(B)
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D F f     ̈ B 4.3() . D K-
  B    I ]1,∞[,  ̈ B 4.13() 
 ( R). D   M B . G̈ S 4.38()⇒() 
 M A = f−1(B)  .

Bemerkung: W   B  B 4.36 .

W   S  F   P  U-
. D̈      B. S X ⊆ Rn  x0  X.

Denition 4.40 (U). Eine Teilmenge U ⊆ X heisst U  x0 
 X (oder  X) g. d. w. es einen oenen Ball um x0 gibt, dessen Durchschnitt mit
X in U enthalten ist, d. h. es gibt ein r ]0,∞[ so, dass

Bn
r (x0) X ⊆ U

Im Fall X = Rn nennen wir ein solches U auch schlichtweg eine U  x0.

Beispiele. • S X := R  a < x0 < b  Z. D I ]a, b[, [a, b[,
]a, b]  [a, b]  U  x0 ( X = R).

• S X := [0,∞[. D I [0, 1]   U  x0 := 0  X . E
   U  0  R.

S n, p  N, X ⊆ Rn, Y ⊆ Rp, f : X → Y  x0  X. W  S 
 S   D 4.1.

Satz 4.41 (C  S   P   U-
). Folgende Bedingungen sind äquivalent:

(a) f ist stetig an der Stelle x0.

(b) (Umgebungskriterium) Das Urbild jeder Umgebung von f(x0) in Y unter f ist
eine Umgebung von x0 in X.

Bemerkung. D B () : F̈  U V  f(x0) ( Y )
 U := f−1(V )  U  x0  X .

B  S 4.41: [S, S 4.5.1, S. 66].

Beispiele. [C  S   P  U]
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• W  f : R → R, f(x) := x5 + x, x0 := 1, V := [0, 3]. D F f
 . D P f(x0) = 2     M ]0, 3[ ,  
T  V . D M V    U  f(x0). A S
4.41()→()  ,  f−1(V ) =


x  R

 x5 + x  [0, 3]

 U

 x0 = 1 .

• W    F  M 0,

0 : R → R

(S B 4.3().)

Behauptung: D F    S x0 := 0 .

Beweis: D U U  U V :=]0,∞[  0(0) = 1  Y := R 
 U  0  X = R. (W  U := f−1(V )?) A  ¬(). D
K  A ()→()  S 4.41  ¬()→ ¬() M 
M P  ¬(), . . 0    S x0 = 0 . D 
 B.

Bemerkung: W   B   B 4.3() .

4.4 Zwischenwertsatz, Stetigkeit der

Umkehrfunktion, Logarithmus

D A  [B96, 2.2]  [S, 4.6]. D Z ,
   F    I  W , 
  W  F   E  I . M H
 S ̈   B  F . W   -
,   ,  ̈  k  N  k- P pk : [0,∞[→ [0,∞[,
pk(x) := xk,  . D F pk : [0,∞[→ [0,∞[     
.16 D ̈   k- W   U  k-
P . E    Z ,  
,    E  : R →]0,∞[  . D F-
      . D ̈   L
  I   E .

Satz 4.42 (Z). Seien a, b  R so, dass a ≤ b, f : [a, b] → R stetig so,
dass f(a) ≤ f(b), und y 


f(a), f(b)


. Dann gibt ein x  [a, b] so, dass f(x) = y.

B: [S, S 4.6.1., S. 68]

16Für k ungerade ist die k-te Potenzfunktion auch eine bijektive Funktion von R nach R.
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Bemerkungen. [Z]

• I F f(a) > f(b)   A  

f(a), f(b)


   


f(b), f(a)


.

• D V f(a) ≤ f(b)   ̈ ,  f  
 . (K S  B ̈?)

Beispiele 4.43. [A  Z: Q  2, B
 P    E]

() (Q  2) Behauptung: E   Z x  [0, 2] ,  x2 = 2.

Beweis: W 

a := 0, b := 2, f : [a, b] = [0, 2] → R, f(x) := x2, y := 2

G̈ B 4.3()   F f . E  y  [0, 4] =

f(0), f(2)


.

G̈ S 4.42     x  [0, 2] ,  x2 = f(x) = 2. D 
 B.

Bemerkung: D B    P 2.6. (Ü̈ S
!)

() ( P) S k  N . W   k- P-
  [0,∞[, . .  F

pk : [0,∞[→ R, pk(x) := xk

Behauptung: D B  F    I [0,∞[,
. .

(pk) = pk([0,∞[) = [0,∞[ (4.16)

Beweis: F̈  x  [0,∞[  xk ≥ 0. D 

(pk) ⊆ [0,∞[

W    I ⊇: S y  [0,∞[. W  z :=
y, 1 :=  M  y  1. E 

pk(0) = 0

≤ y ( y  [0,∞[)

≤ z ( z = y, 1)
≤ zk ( z ≥ 1)

= pk(z)
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A  y  [pk(0), pk(z)]. G̈ B 4.3()   F pk .
D   S 4.42 (Z),    x  [0, z]  , 
pk(x) = y. D [0, z] ⊆ [0,∞[,  ,  y  pk([0,∞[) = (pk). D
  I

(pk) ⊇ [0,∞[

D   I ⊆ ,  ,  (pk) = [0,∞[, . . (4.16).
D   B.

() ( P) S k  N . W   k- P-
  R, . .  F

pk : R → R, pk(x) := xk

E A   () ,  pk([0,∞[) = [0,∞[. D ,  pk(]
∞, 0]) =]∞, 0]. (W?) D ,   B  pk   
(pk) = pk(R) = R.

() Behauptung: D B   E  : R → R  
 I ]0,∞[, . .

( R) = (R) =]0,∞[ (4.17)

Beweis: W  ⊆: E 

(x) =

∞

k=0

xk

k!
≥ x0

0!
= 1 > 0, ∀x  [0,∞[ (4.18)

S  x ]∞, 0]. A S 3.43 (A) , 

(x) =
1

(x)


(W?) D x ≥ 0,  ̈ (4.18),  (x) > 0. E , 
(x) > 0. D 

(R) ⊆]0,∞[, (4.19)

. .  I ⊆  (4.17). W    I (R) ⊇
]0,∞[: S y ]0,∞[.

Fall y ≥ 1: E  y = y1

1!
≤ ∞

k=0
yk

k!
= (y),  y 


1, (y)


. D 1 =

(0)   : R → R  ,    S 4.42 (Z),
   x  [0, y] ⊆ R  ,  (x) = y. D ,  y  (R).

Fall y < 1: D 

y :=
1

y
> 1
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W    ,     x  R ,  (x) = y. W
 x := x. W 

(x) = (x) = 1

(x) =
1

y = y

D ,  y  (R).

A   I (R) ⊇]0,∞[, . .  I ⊇  (4.17). M H
 (4.19)  ,  (R) =]0,∞[. D   B.

Bemerkung: D B  T  A  Ü 2 (B,
U).

F̈  B  [S, B 4.6.1., S. 69].

A ̈  ,  ̈ k  N  P pk    E-
  . D    K. S X ⊆ R 
f : X → R.

Denition 4.44 (() M). (i) Wir nennen f   g. d. w. für
alle x, x′  X gilt, dass

x ≤ x′ ⇒ f(x) ≤ f(x′)

(ii) Wir nennen f    g. d. w. für alle x, x′  X gilt, dass

x < x′ ⇒ f(x) < f(x′)

Bemerkung 4.45. [ M  I̈] F f   -
 ,   f . (Ü̈ S !)

Beispiele 4.46. [P,  E   -
]

() S k  N. D k- P pk   [0,∞[   .
(D    T, 


R,+, •,≤


  K̈ , . . 

E A.)-), M.)-), D), O.)-), K.),)  [S, 2.2 D  Z-
] .) D ,  pk ̈ ungerades k  R   -
 . (Ü̈ S !) G̈ B 4.45   F pk 
̈  k  [0,∞[  ̈  k  R .

() D  E  : R → R    . S
Ü 8.
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A 4.2: J B̈, 1552–1632,
S U  M-
.

A 4.3: J N, 1550–
1617,  M.

A  B 4.46()  4.43() ,  ̈  k  k- P
  F  [0,∞[  [0,∞[ . A  B 4.46() 
4.43() ,  ̈  k  k- P   F
 R  R . D  D   S. W   
D 1.32 (U f−1 = f ⟨−1⟩   F f : X → Y ).

Denition 4.47 (k- W). Für jede gerade Zahl k  N denieren wir die
k- W k

√
als die Umkehrfunktion der k-ten Potenzfunktion pk : [0,∞[→

[0,∞[, d. h.
k
√

:= p−1
k : [0,∞[→ [0,∞[

Für jede ungerade Zahl k  N denieren wir die k- W k
√

als die Um-
kehrfunktion der k-ten Potenzfunktion pk : R → R, d. h.

k
√

:= p−1
k : R → R

A  B 4.46()  4.43() ,   E  -
 F  R  ]0,∞[ . D  D   S.

Denition 4.48 (L). Wir denieren den ( ̈) L 
als die Umkehrfunktion von  : R →]0,∞[, d. h.

 := −1 :]0,∞[→ R

L   J B̈  J N . (S A
4.2  4.3.)
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Bemerkungen. [L] I  ̈M    ̈
L,   L  B e. G A  ̈ 
S ,  ̈ logarithmus naturalis . A  M 
  ̈  L  B 10 .

D L  M  A. D   I  -
 K  S 3.43 (A ̈ E).

Korollar 4.49 (P ̈  L). Für alle x, y ]0,∞[ gilt

(xy) = (x) + (y)

B: Ü 8.

Bemerkung. [P ̈  L, R] G̈  K-
 

xy = 

(x) + (y)


, ∀x, y ]0,∞[

W ̈   P  x  y ,     L-
 (x)  (y) ,  Z     
L    S  Z z ,   S (x)+ (y)
. D Z z     P xy.

DM  ̈  M 17  R. S
  B ̈  R,   G̈  M
 Z. D M  ̈    C ̈
.

F S̈  K ̈  S  U. S n, p  N,
K ⊆ Rn, Y ⊆ Rp  f : K → Y .

Satz 4.50 (S  U   D). Wir
nehmen an, dass f bijektiv und stetig ist und dass K kompakt ist. Dann ist die inverse
Funktion f−1 = f ⟨−1⟩ : Y → K ist stetig.

Beweis des Satzes 4.50: W ̈̈  B ()  S 4.38  f
  f ⟨−1⟩. S A ⊆ K  . E 


f ⟨−1⟩

−1
(A) = f(A) (4.20)

(Ü̈ S !)

17Das ist die Standardmethode für die Multiplikation, die Sie in der Schule gelernt haben.



158 KAPITEL 4. STETIGKEIT, TOPOLOGIE

Behauptung 1. A ist kompakt.

Beweis der Behauptung 1: G̈ D 4.37()    

T A  Rn ,  A = AK. D K  ,  K   Rn.
G̈ S 4.17()    D K  A = A   Rn. D
K  ,  K ̈. D  A ̈. E ,  A 
. D  B 1. 

D f  ,   B 1  S 4.31  B f(A) . D
 f(A)   Rp. D f(A) = f(A)  Y , ,  f(A)  

Y . W (4.20)  ,   U

f ⟨−1⟩−1

(A)   Y .
G̈ S 4.38()⇒()    F f ⟨−1⟩  . D  S
4.50. 

Beispiel. [S  U   D] S k 
N. W 

K := [0, 1], Y := [0, 1], f : [0, 1] → [0, 1], f(x) := xk

G̈ B 4.46()   F . A S 4.42 (Z)
,  f  . (Ü̈ S !) D U   k- W-
   I [0, 1],

f−1 = k
√

: [0, 1] → [0, 1]

G̈ B 4.3()  f . D Y = [0, 1]  ,    S
4.50,   W k

√
: [0, 1] → [0, 1]  .

Bemerkung 4.51. [V  K  D] O
 V,   D  ,   A  S
4.50  A . U   ,    B

X := [1, 0]]1, 2], Y := [1, 1], f : X → Y, f(x) :=

ß
x,  x ≤ 0,
x 1,  x > 1

D F    . I U   

f−1 : Y → X, f−1(y) =

ß
y,  y ≤ 0,
y + 1,  y > 0

D F   P y0 = 0 . D   A  S 4.50 ̈
f .

Bemerkung: D D X  f   . (W?) D
   W  S 4.50.
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S  I  I. (I  , -   . E  -
̈  ̈ .)

Satz 4.52 (B,  M  S  U  F
  I  R). Sei f : I → R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(i) Das Bild von f ist ein Intervall.

(ii) Falls f streng monoton wachsend ist, dann ist die Umkehrfunktion der Funktion
f : I → (f) streng monoton wachsend und stetig.

Bemerkung. U  V  ()  f : I → R ̈ B 4.45
. D   F f : I → (f) . I U  
.


E 2025 11 06

   : Semesterumfrage:

S während Vorlesung Z ̈ A̈  U  ( P -
)

W  ,  S gut ,    .

A   ,    .

2025 11 12:

I   M  N   S :

T   V, U   C

Bilder:

B

Semesterumfrage:

V Dank ̈ I T  I  R̈.

I       I,  Videoaufnahme  V
.

I   ̈,   Ü sehr positiv   V  A-
   .

E   ,    I ̈  Serien . ( =
4.1)
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Kritik + Anregungen  I S:

E  I ̈  weniger Beweise.

[W:] 1. Beweise:

I ̈   ,    ,  S    T
.

E    V , I  theoretisches Grundverständnis 
T  A  ,   ̈     
.

Z B  V    Beweise  S̈ .

E    , I  ,   B ̈ .

D   I , I mathematisches Denken  ̈.

S     V    Sätze   Korollare -
.

E     B  K , I  ,   S̈
angewandt  ̈.

I   B  D  S̈ .

I  B    bewiesen,    E ̈
,  B,   F .

D Z  , I  ,   mathematisch präzise ,
   E ̈ .

E    Lehrziele, I   P̈  .

B: E   Lehrziele  , I  F̈  ,
P  ̈.

D  S   V   Ü  Rechenfertigkeiten.

D F   Mittel,  B  .

S    endgültige Zweck.

S   I S ̈     , 
  C ̈ S  .

R mechanische, . . algorithmische T̈   C ̈ 
  G   M.
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W S   ̈ ̈,   S  SageMathCell 
  P  B  A   I ,

[ W :]

diffx^x

integralexpxx

httpssagecellsagemathorg

freie Software

 A: Wolfram alpha

H  M      .

E     ,  U    Rechenmethoden
 .

I   ,  S verstehen,   R bedeuten.

D ̈  B  ,   Ableitung .

D   G,     V   K -
,   B  B  Grenzwertes  F   S.

W   B  W ,   B  A 
.

W   W    Konkreterem , ̈   Ableiten.

E  I ̈  mehr praktische Aufgaben  Anwendungen.

[W:] 2. Anwendungen in der Elektrotechnik und der Elektrodynamik:

1. ̈ D (A  A 2):  S

2. S  S (E A 2):  I (E)

3. S  G (E A 2):  G (E)

A 1    V ̈.

A 2  3: A ̈ S   

S + G ̈ E A 2 

S ̈    Geduld,   A .
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Ziel Woche: S 5.13, K

Ziel: D 5.1, T  G

Wiederholung:

•  O-  A

•  C  S, . .  ()  
 M

• U

• C  S   P  U

• Z

• A: B  P    E

• U

B: P → W

 E → L

• S  U

Heute:

• S  U (I  G)

•   ̈ K

• P  ̈   K.

• S   ̈ K

• A: D P  F   K-
 .

• D  R

• D, A


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Bemerkung. [V,   D  I ] O 
V,   D  f  I ,   A
 S 4.52  A . U  ̈ A ()  , 
 X, f   B 4.51. D U f−1 : f(X) → X   .
D  () ̈ f  ̈. D    W  S 4.52, 
 D X = [1, 0]]1, 2]  f  I .

B  S 4.52: ()    Z 4.42.

(): [B03, (4.24) H ̈  F, S. 166]. (S  [S,
S 4.6.2., S. 70, S 4.6.3., S. 70].)

Beispiele 4.53. [M  S  W   L]

() S k  N . D P pk : [0,∞[→ R, pk(x) := xk, . D 
D [0,∞[  I ,    S 4.52(),  
B  pk  I . D     B 4.43() -
. (D B  pk  ̈  I [0,∞[.)

G̈ B 4.46()  pk   . G̈ S 4.52()
  U  pk : [0,∞[→ (pk) = [0,∞[,   k- W-
 k

√
: [0,∞[→ [0,∞[,      .

() E  A ,  ̈  k   k- W
k
√

: R → R      .

() E  A ,   U  E,
. .  L  :]0,∞[→ R,    
 . (Ü S  !)

Satz 4.54 (S U  D). Seien n, p 
N so, dass n ≥ p, U ⊆ Rn nicht leer und oen und f : U → Rp stetig und injektiv.
Dann gilt:

(i) Es gilt n = p.

(ii) Das Bild (f) = f(U) ist oen (in Rn).

(iii) Die Umkehrfunktion der Funktion f : U → (f) ist stetig.

Bemerkung. [S  U   D] O
 V n ≥ p    A  S  A .
E G     A      F
f : R → R2, f(x) := (x, 0).
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A 4.4: L E J B, 1881-1966, ̈ M-
.

Beweis des Satzes 4.54: ((),())   [H02, T 2B.3., . 172].

(): S U ′ ⊆ U   M. E 


f : U → (f)

⟨−1⟩−1
(U ′) = f(U ′) (4.21)

(Ü S  !) G̈ ()  f(U ′)   Rn. D  f(U ′) = f(U ′) 
f(U)   f(U). M (4.21)  S 4.38(()⇒())  , 


f : U →

(f)
⟨−1⟩

 . D  (). 

Bemerkungen. [I  G]

• T ()  S 4.54  Invarianz des Gebietes. M Gebiet   
  T  Rn.18 T ()  S ,   E,
 G  ,   19     F 
Z Rn. D ̈  N Invarianz des Gebietes.

• S 4.54   L E J B . S A
4.4.

Beispiel. [S  U   D, P-
] W   Polar-Kartesisch-Transformation   A

f : U :=]0,∞[×] π, π[→ R2, f(r,) :=


r 
r 




18Normalerweise wird auch vorausgesetzt, dass ein Gebiet nicht leer und zusammenhängend ist.
Das braucht hier nicht der Fall zu sein.

19d. h. sich nicht ändert
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D A    . (Ü S  !) G̈ S 4.54 
  B (f) = f(U)    U  F f : U →
(f) .

W ̈  T   ̈̈. D B  f  ̈ -
 

(f) = V := R2 \

]∞, 0]× 0


=


x  R2

 x1 > 0  x2 ̸= 0



(Ü S  !) D M  .

D E̈  U  f : U → V  V ′ :=]0,∞[×R  


f−1 : V ′ → U, f−1(x) =

Ñ 
x2
1 + x2

2




x2

x1






(   Arkustangens, . .  U  T.) D
E̈  . (Ü S  !) M    ̈ W
,   E̈ f−1 : R×]0,∞[→ U  f−1 : R×]∞, 0[→ U 
. D   U f−1 : V → U ,  .

4.5 Punktweise und gleichmässige Konvergenz,

Stetigkeit unter gleichmässiger Konvergenz

erhalten, Anwendung auf Potenzreihe

D A  [S, 4.8]. W ,   F  F
punktweise ,   F  P ,   , 
  F     S . W ,  
F (fm)mN0  F gleichmässig ,    F f 
,   S  N  U  fm  f  0 -
 ̈ m → ∞. F  F  F ̈ , 
  ,   .

D ̈ L  F  , . ., S  
̈ L . A A   ,   
 P  F   K  .

S n, p  N, X ⊆ Rn, f, fm : X → Rp ̈ m  N0.
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Denition 4.55 ( K). Wir sagen, dass die Folge (fm)mN0 -
  f  g. d. w.

∀x  X : (fm(x))mN0
→ f(x) 20 (4.22)

Bemerkung. [ K]A  B (4.22):

F̈  x  X   F (fm(x))mN0
 Rp   P f(x).

D A  K  punktweise Konvergenz,   für jeden Punkt x  X
,   B   F fm   B  f . I
Q    B

∀x  X∀ ]0,∞[∃m0  N0∀m  N0 : m ≥ m0 ⇒
fm(x) f(x)

 ≤  (4.23)

D I m0    x ̈,  ∀x  ∃m0 .

Beispiel 4.56. [ K] W   F (fm)mN0 


fm : [0, 1] → R, fm(x) := xm

D F  punktweise   F

f : [0, 1] → R, f(x) :=

ß
0,  x < 1,
1,  x = 1

(S Ü 9.)

Denition 4.57 (̈ K). Wir sagen, dass die Folge (fm)mN0

̈  f  g. d. w.


xX

fm(x) f(x)



mN0

→ 0 (4.24)

Bemerkungen. [̈ K] A  B (4.24):

D S ̈  x  X   N  fm(x)  f(x) 
 0 ̈ m  . D B   ̈  
B:

∀ ]0,∞[∃m0  N0∀m  N0∀x  X : m ≥ m0 ⇒
fm(x) f(x)

 ≤  (4.25)

D I m0   nicht  x ̈,  ∃m0  ∀x . (Z Z,
   m0 ̈,     x. D I m0     x
̈.) D ,   B  P x  X   F
fm in gleichem Masse   B  f . D ̈  N
gleichmässige Konvergenz.

20Die Konvergenz auf der rechten Seite ist wie in Denition 3.13 deniert.
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A  B   P ̈    B,
   K  . D   I  P-
. S (ck)kN0  F  C. W    K c = (ck)kN0

̈ K   D 3.27() 

ρ :=
1

 k∞
k


ck


W  ,  ρ > 0. S r ]0, ρ[. W   F

p : B
2

r(0) → C, p(z) :=

∞

k=0

ckz
k = 

m∞

m

k=0

ckz
k (4.26)

G̈ K 3.29()  p , . .  G  (4.26) .
(D   G   K c = (ck)kN0 ̈ P
 P z.) S m  N0. W   P

pm : C → C, pm(z) :=
m

k=0

ckz
k

Bemerkung. [P  F  P] W ̈  P z →
(
m

k=0 ckz
m)

mN0
  F  P (pm)mN0 .

W  pm   E̈

pm := pm

B

2
r(0)

 (4.27)

Proposition 4.58 (P  ̈   B). Die
Folge (pm)mN0 konvergiert gleichmässig gegen p.

Beweis der Proposition 4.58: W ̈̈  B (4.25)  fm := pm
 f := p: S  ]0,∞[. W ̈ s  (r, ρ). D s < ρ,  ̈
B 3.39   (ck)kN0 ̈ P  s , . .  G∞

k=0 cksk := m∞
m

k=0 cksk     ∞. D r
s
< 1,   

 m0  N0 , 
r
s

m0
∞

k=0

cksk ≤  (4.28)
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(W?) S m  N0 ,  m ≥ m0,  z  B
2

r(0). S ℓ  N0 ,  ℓ ≥ m. E



ℓ

k=m+1

ckz
k

 ≤
ℓ

k=m+1

ckzk
 (D)

≤
ℓ

k=m+1

ckrk ( ww′ = ww′  z ≤ r)

≤
ℓ

k=m+1

ckrm0sk−m0 ( r < s  k ≥ m+ 1 > m0)

≤  ( (4.28)  S 3.8()). (4.29)

E  p(z)  pm(z) =
∞

k=m+1 ckz
k = ℓ∞

ℓ
k=m+1 ckz

k. M (4.29)  S
3.8()  ,  p(z) pm(z)

 ≤ 

D  B (4.25) ̈, . . (pm)mN0  ̈  p.
D   B. 

Bemerkungen 4.59. [̈ K   K]

() M Quantizierung    A  F ∀a  A  ∃a  A.
D B (4.23)  (4.25)   ,   A
∀x  X  (4.23)  A  K  Q   
(4.25)  E  K  Q . I (4.23)  m0  x
̈,   (4.25) .

() F  F (fm)mN0 ̈  f ,  -
    f . D ,   B (4.25) 
B (4.23) . D    T:

() (V  Q  T) E   T  Q-
: A  E. W  Q 
T     ̈ A. D 
F: S P (a, b)  A   V a, b. E 

∀a∀b P (a, b) ≡ ∀b∀aP (a, b), ∃a∃b P (a, b) ≡ ∃b∃aP (a, b)

(≡   Ä.)



4.5. PUNKTWEISE UND GLEICHMÄSSIGE KONVERGENZ 169

() (N-L-Z  A) W   A-
 ̈  E   links , 
  ( ) ̈ A. D  F: S
P (a, b)  A   V a, b. A ∃a∀b : P (a, b) 
∀b∃a : P (a, b). A  :

F   a0  ,  ̈  b  B P (a0, b) ̈ ,
   ̈  b  a ,  P (a, b) ̈ .

W ̈ ̈ a := a0 .21

W  (4.23)  (4.25),   ∀x  X ̈   Q-
    . G̈ ()  ()  (4.23) (
K)   (4.25) (̈ K).

W   A ̈  E   rechts
,    ( ) stärkere A. D    
 ,    ̈ A  . S B 1.20((),()).
W     (4.23)  (4.25)?

Frage. Gilt die Umkehrung von Bemerkung 4.59(ii), d. h., impliziert punktweise Kon-
vergenz gleichmässige Konvergenz?

D ̈ B   F .

Beispiel 4.60. [ ,  ̈  F-
] W   F (fm)mN0  B 4.56.

Behauptung: D F  nicht gleichmässig, . . ̈  f : [0, 1] → R
   B ̈:

∃ ]0,∞[∀m0  N0∃m  N0∃x  [0, 1] : m ≥ m0 
fm(x) f(x)

 >  (4.30)

Beweis: S f : [0, 1] → R  F.

Fall: f = 0  [0, 1[: W ̈  ]0, 1[. S m0  N0. W  m := m0. D
fm  P 1  ,    x ]0, 1[ , 

fm(1) fm(x)
 < 1  (4.31)

E 
fm(x) f(x)

 = fm(x) ( f(x) = 0)

≥ 1
1 fm(x)

 (  D)

>  ( 1 = fm(1)  (4.31)).

21Es war hier praktisch, das erste a in a0 umzubenennen. Gemäss dem Goethe-Prinzip (Prinzip
1.23) ist das erlaubt.
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A   B (4.30) ̈.

Fall: E   x  [0, 1[ ,  f(x) ̸= 0: W ̈   x. W ̈
 


0, f(x)


. S m0  N0. E   m  N0 ,  m ≥ m0 

fm(x) = xm < f(x)   (4.32)

(W?) W  D 

f(x) fm(x)
 ≥ f(x)  fm(x) > ,

     U (4.32)  . A   B
(4.30) ̈.

D   F̈  M̈ ,  ̈  f : [0, 1] → R  B-
 (4.30) ̈. D ,   F (fm)mN0 nicht gleichmässig -
. D   B.

S   ̈ K . D   A 
 S. S X ⊆ Rn, f : X → Rp  (fm)mN0  F  F
 X  Rp.

Satz 4.61 (S   ̈K). Wir nehmen an, dass
für jedes m  N0 die Funktion fm stetig ist, und dass die Folge (fm)mN0 gleichmässig
gegen f konvergiert. Dann ist f stetig.

B: [S, S 4.8.1., S. 76]

Bemerkung. D A  S  ̈   -
  , . .      F  F, 
L unstetig . E B ̈   F (fm)mN0  B 4.56.

G̈ B 4.60   F nicht ̈. E   
 W  S 4.61.

A  A  P 4.58   S 4.61  ,  
  P  F   K  .
D   I   K. S (ck)kN0  F  C. W 
ρ ̈  ̈ K. W   F

f : B2
ρ(0) → C, f(z) :=

∞

k=0

ckz
k = 

m∞

m

k=0

ckz
k
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Korollar 4.62 ( P  F  K -
). Die Funktion f ist stetig.

Beweis des Korollars 4.62: S r ]0, ρ[. W  p, pm   (4.26,4.27).
S m  N0. D pm  E̈  P ,   F ̈
B 4.3() . A P 4.58  S 4.61  ,  p 

. D F p   E̈  f  B
2

r(0). E ,  f  .
(W  ,  r ]0, ρ[  .) D  K 4.62. 

Beispiel. [E, (K-)S ] G̈ D 3.25, D
3.48  K 4.62   F ,C, S : C → C .
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Dierentialrechnung auf R

D K  [B96, 2.5, 3.1, 3.2, 3.3, 3.4]  [S, K 5 D-
  R]. I   A  F f : R → R   S
x0  R  S  T   G  f   P


x0, f(x0)


.

G ,   A  G  S  S 
x0, f(x0)


 (x, f(x)) ̈ x  x0. D T     N̈

̈ f (= L)    U  x0.

A   ̈   W   I.
I  M   G  T  B  A
 O   F  Z. A   B    
S 1  S̈   A  L  K 
 F  Z.

5.1 Dierenzenquotient, Dierenzierbarkeit,

Ableitung, Dierenzierbarkeit impliziert

Stetigkeit, einseitige Dierenzierbarkeit und

Ableitung

D A  [B96, 3.1]  [S, 5.1]. W   D-
   A  F. D  S.
W   -   D  A. D
A    ̈ A  H  D-
 I .

S U ⊆ R , p  N, f : U → Rp  x0  U .

1Siehe Abbildung 0.4.
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Denition 5.1 (D, D, A (  P)). (i)
Wir denieren den D  f  x0 als die Funktion

Q := Qf
x0

: U \ x0 → Rp, Q(x) :=
f(x) f(x0)

x x0

 (5.1)

(ii) Wir nennen f  P x0  g. d. w.

Q konvergiert im Punkt x0 (5.2)

In diesem Fall denieren wir die A  f   S x0 als den Grenz-
wert

f ′(x0) := 
x0

Q = 
xx0

Q(x) (5.3)

(iii) Wir nennen f (  U)  g. d. w. f in jedem Punkt dierenzierbar
ist. In diesem Fall denieren wir die A von f als die Funktion

f ′ : U → Rp

gegeben durch (5.3).

Bemerkungen. [D, A   P]

• D Q (5.1)  ,  x x0 ̸= 0 ̈  x  D-
  F .

• D D  f  x0,   x,   S 
G   P


x0, f(x0)


 (x, f(x)). D G  

G  f    P. D    S 
G  f .

• D A  f  x0   G  S  S ̈
x  x0. I   S   T  
G  f  P


x0, f(x0)


. A   A  f  x0

  S  T.

• W   B  T   . W   
. D    A  f  x0 verwenden. K
 S     . W ̈   B
 ,   A  f  .

• D D  D Q  U \ x0. D U  -
 M , ̈  A  D  P x0.
D G  Q   S x0   . (S D
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4.25.) F  D X  f   T  R ,
    F  . E B ̈ X = x0. I  F
 X \ x0 = ∅. D M ̈ x0 . D G  Q  x0 
 ,  Q  x0   P Y0  Rp . (S
B 4.26().)

• I [S, D 5.1.1. ), S. 79]  D  
F  . D D  D 5.1 
̈.

Denition (T  G). Wir nehmen an, dass f in x0 dierenzierbar ist.
Wir denieren die T   G  f  P


x0, f(x0)


als die Gerade

durch den Punkt

x0, f(x0)


mit Steigung f ′(x0).

I B 5.3()     F . D B   
. S V  W  V̈. (F̈  D  B 
V   V Lineare Algebra. E B ̈  V
 V = Rn.)

Denition (, ). (i) Eine Abbildung T : V → W heisst ( -) g. d. w. gilt

T (av) = aT (v), T (v + v′) = T (v) + T (v′), ∀a  R, v, v′  V (5.4)

(ii) Eine Abbildung f : V → W heisst  g. d. w. f die Summe einer linearen und
einer konstanten Abbildung ist.

Beispiel 5.2. [ A] E A f : R → R    , 
 a0, a1  R  ,  f(x) = a1x+ a0.

Bemerkung. E A   B 10.26   ̈  -
 .

Beispiele 5.3. [D  A  F   P]

() ( F) S x0, a0, a1  R. W    F f : R →
R, f(x) := a1x+ a0.

Behauptung: D F   P x0   A

f ′(x0) = a1

Beweis: D D  f  P x0   F Q : R \
x0 → R  

Q(x) =
f(x) f(x0)

x x0

=
a1x+ a0  (a1x0 + a0)

x x0

= a1
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G̈ B 4.27()  Q   S x0  a1. D ,
 f  P x0    A

f ′(x0) = 
x0

Q = 
xx0

Q(x) = a1

D   B.

() ( F) S x0, a  R. W  f : R → R, f(x) := ax2.
D F   P x0   A

f ′(x0) = 2ax0

S Ü 9.

() (E) D F  : R → R    S x0  R
  A

′(x0) = (x0)

(S Ü 9.)

Bemerkung. [N-D   P] S U ⊆ R , x0  U
 f : U → R. G̈ B 4.28   F f nicht  P x0

 . . . (4.13)  f   Qf
x0

̈ . D   
B:

∀Y0  Y ∃ ]0,∞[∀ ]0,∞[∃x  X : ∥x x0∥ ≤  
Qf

x0
(x) Y0

 >  (5.5)

Beispiel 5.4. [F,    P   ] W 
 B

f : R → R, f(x) := x

Behauptung: D F   P x0 := 0  .

Beweis: W  Q := Qf
0 : R \ 0 → R. S Y0  R. W   := 1

2
. S

 > 0.

Fall: Y0 ≤ 0: W 

x :=  (5.6)

E 

x  R \ x0, x x0 = x =  ≤ , (5.7)
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Q(x) Y0

 =

f(x) f(x0)

x x0

 Y0



=


x 0

x 0
 Y0


= 1 Y0 (  A,  Y0 ≤ 0)

>
1

2
(  Y0 ≤ 0)

= 

 
Q(x)  Y0

 > . D ,  Q  F Y0 ≤ 0  P x0 
 Y0 . E  A ,  Q  F Y0 > 0  P
x0   Y0 . (Ü̈ S !) D  Q  P x0

  F  Y0. D ,  Q  P x0 . D  f 
P x0  . D   B.

S U ⊆ R , p  N, f : U → Rp  x0  U .

Bemerkung 5.5. [ D  A] W -
 fi ̈  i- K  f . (E   f = (f1,    , fp).) D F f
   S x0  . . . ̈  i  1,    , p  F fi 
 S x0  . I  F 

f ′(x0) =

Ö
f ′
1(x0)
...

f ′
p(x0)




Beispiel. [ D  A] W  
F

f : R → R2, f(x) :=


x
ex



 x0  R. G̈ B 5.3(())  B 5.5  f   S x0

  A

f ′(x0) =


f ′
1(x0)
f ′
2(x0)


=


1
ex0




Satz 5.6 (D  S). Falls f an der Stelle x0 dieren-
zierbar ist, dann ist f an der Stelle x0 stetig.

B: [S, S 5.1.1., S. 80]

Beispiele. [D  S]
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• J  F f  R  R  . D   B 5.3() (
F  )  S 5.6.

B: S   F     T, 
  F  P    P  . (S B
4.3().)

• W    F

f := 0 : R → R

  (4.4). D F    S x0 := 0  . D
  B 4.3() (0    S x0 = 0 )   K-
  S 5.6.

Bemerkung. [D  S] D U  S 5.6
:

F f   S x0  ,   f   S x0 .

D A   A . E G   A f :=
 ·  : R → R. D F  . (Ü̈ S !) G̈ B 5.4 
   P x0 := 0  . E    F, 
 2  .

Bemerkung 5.7. [ D  A] S U ⊆ R , p  N,
f : U → Rp  x0  U . W 

U :=

x x0

 x  U


  verschobenen Dierenzenquotienten von f zu x0 

Q : U \ 0 → R, Q(h) :=
f(x0 + h) f(x0)

h


D F f   P x0  . . . Q  P 0 . I
 F   A  f  P x0  

f ′(x0) = 
h0

Q(h) = 
h0

f(x0 + h) f(x0)

h


Bemerkungen 5.8. [D, A  Ä, 
G̈, D, N, (N-)S, f(x)]

2d. h. an keiner Stelle x0  R
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() (D) W  x ̈  ̈ V, y ̈ 
̈ V 

∆x := x x0, y0 := f(x0), y := f(x), ∆y := y  y0

D D ∆x  Ä  x. S ,   x  , 
   x0  x ̈. A  ∆y  Ä  y. D D-
  f  x0   

Q(x) =
f(x) f(x0)

x x0

=
∆y

∆x


() (A  Ä) D A  f  P x0   G-
  Q ̈ x  x0. W ̈  G  
Änderungsrate  y   ̈ x ( P x = x0) .

() ( G̈, D) H    -
  ,  ̈   0. P 
   G̈   G̈,  ̈  0 , 
     Z. I    
D ∆x ̸= 0,    D dx . W  dy ̈
 ̈  D ∆y. H   A  f
 P x0   Q  D , . .

f ′(x0) =
dy

dx
 (5.8)

D A f ′(x0)    Dierentialquotient .

() G̈ (5.8) ̈   Q  D dy  dx
 ̈ S , ̈   A f ′(x0). I 
 Q   G̈   () Z .

D Q  D dx  dy ̈ ̈ (5.8) nicht  
W   G̈ dx . D   U  D-
 ∆y

∆x
,     ∆x ̈. B Ü  

D  D    A̈.

() (N) I  V   B  -
 G̈,   B dx  dy,    K.
W ̈   G̈   S   reelle Zahl
,    ()  reelle Zahl ,    
   Z . E   ̈,  G̈ 
R   Nichtstandardanalysis 3    A (-
 ̈)  .

3Das ist ein Teilgebiet der Analysis.
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() (S) F    K  ,  x  N  -
̈ V  y  N  ̈ V ,  
  A  f  P x0  

dy

dx
(x0) :=

df

dx
(x0) := f ′(x0)

D   Leibniz-Notation. D G ̈  N    -
 I  A  Q   G̈.

Bemerkung: W     N dy
dx
(x0),   

T dx, dy, df. W  G-P 1.23 ̈   N 
̈   ̈ V ̈. F   B 
N t ̈  ̈ V ,   

dy

dt
(t0) :=

df

dt
(t0) := f ′(t0)

I  F     P   S, 

ḟ(t0) := f ′(t0)

D   Newton-Notation. S   I N . (S A-
 0.1.) D N    P ,  t  R 
Z .

() (A f(x)) D A f(x)   F,    Z4.
B   B  F f :=  : R → R, (x) := x  x := 0.
E   , ̈  A  f(x) = (0) = 0  .
D A  ̈  ̈ F,  ̈ Z, . D
A  f   S x ̈   W  f   U
 x ,    f(x). S  B 1.28.

() (N) I E  B ()   nicht

f(x)′, (f(x))′

̈  A  f   S x,  f ′(x). (D R 
S   R.)

Bemerkungen. [A    N̈]

() S x  y  G̈,  y  F f  x . W 
B 5.8() ̈, ̈   A  f  P x0  
Änderungsrate  y   ̈ x ( P x = x0) . W
 x   ∆x ̈,  ̈  y   ∆y,  ̈ 
f ′(x0)∆x .

4für ein gegebenes x, falls f reellwertig ist
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() D ,  f(x) ̈   

f(x) ≈ (x) := f(x0) + f ′(x0)(x x0),

 x   x0 . D F    (=+ ). S 
 T   G  f   P


x0, f(x0)


. S   beste

ane Näherung  f  P x0. I  T   R 
A   A.

() O   T  N̈  L  beste ane
Näherung . A  ̈,   N̈   
T f(x0) f ′(x0)x0 ̈.

() I A   P   F f    ()
 N̈ ,    M  . A 
B ̈    F. (S   E̈
 S. 5.) D R̈  F   F  A x 
F. D F    Linearisierung  S   
N̈ . (I  F     F, . .  -
 T  .) D ,   ̈ , 
 R̈   A . D A  
H G.

Beispiel. [G  A] W   T,   
 G . W :

t:= Z

x:= O  T,    F  t

F̈  t0  R   A x′(t0) = ẋ(t0) =
dx
dt
(t0)  (M-)G

 T  Z t0.

I H  D-  I (S 6.15)   
̈ A   -   A . D
A    . S X ⊆ R, p  N, f : X → Rp  x0  X.

Denition 5.9 (-   D  A). (i) Wir
nehmen Folgendes an:

X  [x0,∞[ ist eine Umgebung von x0 in [x0,∞[ (5.9)

Wir denieren den  D  f  x0 als die Ab-
bildung

Qf,+
x0

: X]x0,∞[→ Rp, Qf,+
x0

(x) :=
f(x) f(x0)

x x0


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Wir nennen f   S x0   g. d. w. Qf,+
x0

an der
Stelle x0 konvergiert. In diesem Fall denieren wir die  A
 f   S x0 als den Grenzwert

f ′
+(x0) := 

xx0

Qf,+
x0

(x)

(ii) Wir denieren den  D  f  x0, d. h. Q
f,−
x0

,
 D  f   S x0 und die  A-
  f   S x0, d. h. f

′
−(x0), analog. (Wie?)

Bemerkungen. [-  -,  D  A]

• (): D B  U    D 4.40 . B-
 (5.9)  ̈ ,    x+ ]x0,∞[  ,  [x0, x+[⊆ X.

• W  ,  X  U  x0  R . D  f  x0 -
 . . . f  x0 -     

f ′
+(x0) = f ′

−(x0)

I  F 
f ′(x0) = f ′

+(x0) = f ′
−(x0)

• W ,  f  x0 einseitig dierenzierbar ,  f   S -
 , ̈    . D F   x0  
 ,  X  [x0,∞[  U  x0  [x0,∞[  .

Beispiele. [-   D  A]

• W 

X := [0,∞[, p := 1, f : [0,∞[→ R, f(x) := x, x0 := 0

D F f    S x0    
A

f ′
+(x0) = 1

D F   x0   .

• W 

X := R, p := 1, f : R → R, f(x) := x, x0 := 0

D F f    S x0 -    

f ′
+(x0) = 1, f ′

−(x0) = 1

D F   x0   . D f ′
+(x0) ̸= f ′

−(x0), 
 F  x0  . (D     B 5.4
.)
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5.2 Summen-, Produkt-, Quotienten- und

Kettenregel für Ableitung

D A  [B96, 3.1]  [S, 5.1]. D  -
  S-, P-, Q  V̈. I  A-
   R ̈  A  S,  P  
Q  F . D K ,   A 
V̈  F  A  ̈ F, ̈ 
  F,   A   F . S   
W  B  A.

S U ⊆ R , f, g : U → R  x0  U .

Satz 5.10 (S-, P-, Q ̈ A). Wir nehmen an, dass
f und g an der Stelle x0 dierenzierbar sind. Dann sind die Funktionen f + g, f · g
und, falls g(x0) ̸= 0, auch die Funktion f

g
an der Stelle x0 dierenzierbar, und es gilt:

(i) (Summenregel) (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)

(ii) (Produktregel = Leibnizregel) (fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0)

(iii) (Quotientenregel)


f

g

′
(x0) =

f ′(x0)g(x0) f(x0)g
′(x0)

g(x0)2

T ()  S   G W L . (S A
0.2.)

B: (): Ü 8

((),()): [S, S 5.1.2. ),), S. 81]

Bemerkungen 5.11. [M  K, L̈  A]

() (M  K, F) S a  R. A S 5.10() 
g ≡ a : F f   S x0  ,    F af
  S x0   A

(af)′(x0) = af ′(x0)

D G  Faktorregel.

() (L̈  A) W   M

V :=

 x0  F  U  R


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 punktweise Skalarmultiplikation  punktweise Addition  V   A-


• :R× V → V, •(c, f) := c · f, (c · f)(x) := c · (f(x)), (5.10)

+ :V × V → V, +(f, g) := f + g, (f + g)(x) := f(x) + g(x) (5.11)

D T (V, •,+)   V. (S  V Lineare Algebra.)
W  Ableiten an der Stelle x0   A

T : V → R, T (f) := f ′(x0)

A   S x0  , . . ̈  B (5.4). D 
  S (S 5.10())  B ().

Beispiele 5.12. [S-, P-, Q ̈ A] F̈ k  N0

   k- P  pk : R → R, pk(x) := xk.

() ( F) S x0  R.

Behauptung: D  F p2    S x0 
 A

f ′(x0) = 2x0

Beweis: E  p2 = p1p1. G̈ B 5.3()  p1  x0 .
G̈ S 5.10()    F p2  x0   A

p′2(x0) = p′1(x0)p1(x0) + p1(x0)p
′
1(x0) = 1 · x0 + x0 · 1 = 2x0

D   B.

Bemerkung: I Ü 8     B  
 D.

() (P) S x0  R. F̈  n  N   A

P (n) := pn   S x0   p′n(x0) = nxn−1
0 .

Behauptung: F̈  n  N  P (n).

Beweis: W  I.

Induktionsverankerung: F̈  F p1   A ̈ B
5.3(), . . P (1) . (Ü̈ S !)

Induktionsschritt: S k  N ,  P (k) . D ,  pk  x0

   p′k(x0) = kxk−1
0 . G̈ P (1)  p1   
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p′1(x0) = 1. D pk+1 = pkp1,   S 5.10() (L),  pk+1

 x0   

p′k+1(x0) = p′k(x0)p1(x0) + pk(x0)p
′
1(x0)

= kxk−1
0 x0 + xk

0 · 1 (̈  I P (k))

= (k + 1)xk
0

A   I P (k+1). D   I
.

M I ,  ̈  n  N  A P (n) . D 
 B.

() (P) S a0,    , an  R. W   P p : R → R, p(x) :=n
k=0 akx

k. F̈  x0  R  p   S x0  

p′(x0) =

n

k=0

kakx
k−1
0 

D   B (), B 5.11(), S 5.10() (S) 
I. (S Ü 9.)

() ( F) S p, q P  q ̸≡ 0. W 

U := q−1

R \ 0


=


x  R

 q(x) ̸= 0

, f :=

p

q
: U → R

D M U  . (W?) E  F f  rational. S
x0  U . G̈ B ()  p  q  x0 . G̈ S
5.10()  f    S x0  

f ′(x0) =
p′q  pq′

q2
(x0)

D A f ′ : U → R      F.

E  W  B  A   K. S
U, V ⊆ R , f : U → V  g : V → R F  x0  U . W  
V̈  f  g   (1.34), . .

g ◦ f : U → R, g ◦ f(x) := g(f(x))

Satz 5.13 (K). Falls f in x0 dierenzierbar ist und g in f(x0) dierenzierbar
ist, dann ist g ◦ f in x0 dierenzierbar mit Ableitung

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) (5.12)
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B: [S, S 5.1.3., S. 82]

Bemerkungen. • I Z  K   g  äussere
Funktion  f  innere Funktion. D K  :

D A  V̈  F   A  ̈
F, ̈    F,   A  
F.

• W   N

y = f(x), z = g(y),
dy

dx
= f ′,

dz

dy
= g′,

dz

dx
= (g ◦ f)′,

  B 5.8(). D G (5.12) , 

dz

dx
(x0) =

dz

dy


y0 := f(x0)

dy
dx

(x0),

 ̈:
dz

dx
=

dz

dy

dy

dx
 (5.13)

(W ̈    ,   S  A 
.) I  S   G (5.12) . I
   A f ′(x0) = dy

dx
(x0) ̈   Q

 dy,   Ä  y,  dx,  
Ä  x   A g′(y0) = dz

dy
(y0)   Q 

 Ä dz  dy. (S B 5.8().) M 
 I    G (5.13) ,  
   S   dy .

• D  B  (5.13) ,    B  -
 G̈   . W ̈   G̈ 
 S   reelle Zahl . E   ̈, -
 G̈  R   Nichtstandardanalysis (-
 ̈)  .

• (N  K) W ̈   F   K -
   V̈  F   V. I  
K f  g ,    () K g ◦ f .5 D
̈  N Kettenregel.

Beispiele 5.14. [K]

5Wir können auch längere Ketten bilden, wie zum Beispiel f3 ◦ (f2 ◦ f1) und f4 ◦

f3 ◦ (f2 ◦ f1)


.
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() ( F) F̈ i = 0, 1  ai, bi  R. W   
F

f, g : R → R, f(x) := a1x+ a0, g(y) := b1y + b0

S x0  R. G̈ B 5.3()  f  x0   A

f ′(x0) = a1

D W  g  y0 := f(x0)   A

f ′(y0) = b1

G̈ S 5.13  g ◦ f   x0   A

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) = b1a1 (5.14)

Bemerkung: W ̈    ̈̈. D V̈  f
 g  ̈  

g ◦ f : R → R, g ◦ f(x) = g(f(x)) = b1(a1x+ a0) + b0 = A1x+ A0,

 A1 := b1a1, A0 := b1a0 + b0

D F   . G̈ B 5.3()  g ◦ f   x0

  A

(g ◦ f)′(x0) = A1 = b1a1

D   (5.14) ̈.

() S c, x0  R. W 

h : R → R, h(x) := ecx

Behauptung: D F   x0   A

h′(x) = cecx0 

Beweis: W 

f : R → R, f(x) := cx, g :=  : R → R

E  h = g ◦ f . G̈ B 5.3()  f  x0  

f ′(x0) = c

G̈ B 5.3()   F g =   y0 := f(x0) 
 ′(y0) = (y0). G̈ S 5.13  h = g ◦f   x0 
 A

h′(x0) = (g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) = (cx0)c = cecx0 ,

 .

F̈  B  [S, B 5.1.4. ),), S. 83]  Ü 9.



188 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

5.3 Der Mittelwertsatz, unbestimmter Grenzwert

der Form 0/0, Regel von Bernoulli-de

l’Hospital, Umkehrsatz

D A  [B96, 3.1, 3.3]  [S, 5.2]. D M -
,   ̈     I   F
 P   I ,    A  F   S-
  S   E  G .6 E F  
S ,   F  ,   A    .
W   ,   ,   ̈ D
f ′ = cf   L̈ ,    A ̈.
(D    G.)

E  A  M   R  B- ’H.
D  ̈,   Q f

g
 F   V

  S x0   Q  A f ′(x0)
g′(x0)

,  f
 g   S x0  0 . S    M,  
 G  F 0

0
  .

S a, b  R ,  a < b,  f : [a, b] → R.

Satz 5.15 (M). Wir nehmen an, dass f stetig und auf dem oenen In-
tervall ]a, b[ dierenzierbar ist. Dann existiert ein x0 ]a, b[ so, dass

f ′(x0) =
f(b) f(a)

b a


D S   J-L L  A-L C .
(S A 5.1  3.6.)

Bemerkung. [M] D ,  f ′(x0),  A  f 
P x0,   S  S  G  f   P
(a, f(a)), (b, f(b)) .

B: [S, S 5.2.1., S. 84]

A  A  S    K.

Korollar 5.16 ( A  K,  A
 W). Sei f wie in Satz 5.15. Dann gilt Folgendes:

6Wir nehmen hierbei an, dass die Funktion stetig und im Innern des Intervalls dierenzierbar ist.
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A 5.1: J-L L, 1736–1813,  M  A-
.

(i) Falls f ′ ≡ 0 auf ]a, b[, dann ist f konstant.

(ii) Falls f ′ ≥ 0 auf ]a, b[, dann ist f monoton wachsend7.

(iii) Falls f ′ > 0 auf ]a, b[, dann ist f streng monoton wachsend8.

Beweis des Korollars 5.16: (): S x ]a, b]. G̈ S 5.15    x0 ]a, x[
, 

f(x) f(a)

x a
= f ′(x0)

= 0 (  V f ′ ≡ 0).

(W   S  b   x . G̈  G-P 1.23
  .) A  f(x) = f(a). D  f .

((),())     A. (Ü S  !) D -
 K 5.16. 

Beispiel. [M, E] W   E-
  : R → R. G̈ B 5.3()  ′ = . G̈ B 4.43() 
 () . M K 5.16() ,     
.

Bemerkung: D    K 3.43 (A ̈  E-
). S Ü 8.

7Siehe Denition 4.44(i).
8Siehe Denition 4.44(ii).
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(F̈   B  A  K 5.16()  [S, B
5.2.1. ), S. 85].)

I ̈ B   P .

Bemerkungen 5.17. [P ̈  A, P]

() I  Punktnotation für das Argument    P • ̈ 
A  F. B   B  F

f : R → R, f(x) := e2x

W   F   P :

f = e2
•

D P •    P ̈  A. G̈ B 5.14()
  A  F x → e2x  


x → e2x

′
=


x → 2e2x




D ̈    P  ̈ 


e2

•
′
= 2e2

•
 (5.15)

M  P       Z x  
 Z →.

() W  (5.15) nicht 


e2x

′
= 2e2x

W  B 5.8() ̈,    S ̈  . D
W    S  F,   Z (̈  
x). (S B 5.8().)

() W ̈ (5.15)    

d

dx
e2x =


x → 2e2x




D A d
dx

  x →    . E    ′

 ,  d
dx

 A̈ von x .
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Beispiel 5.18. [M, ̈ D] S c  R  f :
R → R  

f ′ = cf, . . f ′(x) = cf(x), ∀x  R (5.16)

Behauptung: E 
f(x) = f(0)ecx, ∀x  R (5.17)

Beweis: W   P   B 5.17(). W 

g := e−c •
: R → R, h := fg

G̈ B 5.14()  g   g′ = c (c •). G̈  L-
 (S 5.10())  h = fg   

h′ = (fg)′

= f ′g + fg′

= f ′e−c •  cfe−c •

= 0 (̈  V (5.16)).

G̈ K 5.16()  h  , . . ̈  x  R 

f(x)g(x) = h(x) = h(0) = f(0)g(0) = f(0)e−c·0 = f(0),

. . f(x) = f(0)g(x)−1 = f(0)ecx

D   B (5.17).

Bemerkungen. [̈ D]

• G (5.16)   gewöhnliche Dierentialgleichung (GDG). G -
,     G ̈   F  
V̈,    F   A . S y0  R.
G̈ B 5.18   GDG (5.16)    A-
 f(0) = y0   L̈ f := y0e

c • . (G̈ B 5.14() ̈
 F  GDG ̈.)

• D ̈ D (5.17)   B 
Z  Z c. D V x = t    R 
Z. D G̈ f(t)   A A   E,  
Z t    .

A   A  M    R  B-
 ’H. M  R ̈    G  F
0
0
 . U  R  , ̈   B. S

x0  R, p  N, y0  Rp, X ⊆ R,  f : X → Rp.
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Denition 5.19 (-   K). (i) Wir nehmen an, dass es
ein x+ > x0 gibt so, dass ]x0, x+[⊆ X. Wir sagen, dass f im Punkt x0  
 y0  g. d. w. die eingeschränkte Funktion f ]x0,x+[ im Punkt x0

gegen y0 konvergiert9. In diesem Fall schreiben wir

f(x) → y0 (x ↘ x0) oder f(x)
x↘x0→ y0

und denieren den - G  f  x0 als


x↘x0

f(x) := 
xx0

f(x) := y0 (5.18)

(ii) Wir nehmen an, dass es ein x− < x0 gibt so, dass ]x−, x0[⊆ X. Wir sagen, dass f
im Punkt x0    y0  g. d. w. die eingeschränkte Funktion
f ]x−,x0[ im Punkt x0 gegen y0 konvergiert10. In diesem Fall schreiben wir

f(x) → y0 (x ↗ x0) oder f(x)
x↗x0→ y0

und denieren den - G  f  x0 als


x↗x0

f(x) := 
xx0

f(x) := y0

(iii) Wir sagen, dass f im Punkt x0   ( )  g. d. w. es ein
y0  Rp gibt wogegen f im Punkt x0 von  ( ) konvergiert.

Bemerkungen. [E  -   G, S-
 ̈, W  x0]

• D y0   ()   (  ). D  G
(5.18)   .

• D W  f  x0   Z  -  
K  R.

• I  B̈  ̈   G  S


xx0+

f(x), 
xx+

0

f(x), f(x0+), f(x+
0 )

. I   ,   S   ̈. D
A̈ x+

0  x0+  ̈  ̈ B. A
 ̈  G.

9wie in Denition 4.25
10wie in Denition 4.25



5.3. MITTELWERTSATZ, REGEL VON BERNOULLI-DE L’HOSPITAL,
UMKEHRSATZ 193

Beispiel. [-   K] W   Vorzeichenfunktion
( Signumfunktion) 

f :=  : R → R, (x) :=





1, ̈ x < 0,
0 ̈ x = 0,
1, ̈ x > 0

(5.19)

D F   P x0 := 0    y0 := 1. S 
 P x0 := 0    y0 := 1. E  


x↘0

(x) = 1, 
x↗0

(x) = 1

W ̈   R  B- ’H . S X ⊆ R,
f, g : X → R  x0  X.

Korollar 5.20 (R  B- ’H). Wir nehmen an, dass es ein x+ 
]x0,∞[ gibt so, dass Folgendes gilt:

(a) Es gilt f(x0) = 0 = g(x0).

(b) Es gilt ]x0, x+[⊆ X.

(c) Die Funktionen f, g sind auf [x0, x+[ stetig und auf ]x0, x+[ dierenzierbar.

(d) Es gilt g′ ̸= 0 auf ]x0, x+[, d. h. g
′(x) ̸= 0, für jedes x ]x0, x+[.

(e) Der Quotient f ′

g′ konvergiert an der Stelle x0 von rechts.

Dann gilt Folgendes:

(i) g ̸= 0 auf ]x0, x+[
11

(ii)
f(x)

g(x)

x↘x0→ 
x↘x0

f ′(x)

g′(x)

B: S. 199

D K   J I B . E   G 
L’H. (S A 5.2  5.3.)

Bemerkungen. [R  B- ’H, 0
0
]

11d. h. g(x) ̸= 0 für jedes x ]x0, x+[
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A 5.2: J I B-
, 1667–1748, S M
 A.

A 5.3: G 
L’H, 1661–1704, ̈
M. M  Hôpital
 Hospital .

• U  V  K 5.20  ̈ (), 


x↘x0

f(x)

g(x)
= 

x↘x0

f ′(x)

g′(x)


• E  A  links G  .

• G̈  V ((),())  f  g  P x0  0 
  [x0, x+[. G̈ B 4.26()  f  g  

P x0  0. F    G
limx↘x0

f(x)

limx↘x0
g(x)

= 0
0


  G x↘x0

f(x)
g(x)

. K 5.20    M, 

 G 0
0
  .

Beispiel 5.21. [R  B- ’H] W   F

f, g : R → R, f(x) := x, g(x) := ex  1

Problem: Z,  f
g
  S x0 := 0     

x↘0
f(x)
g(x)

.

Überlegung: F  x↘0
f(x)
g(x)

  G
limx↘0 f(x)

limx↘0 g(x)
= 0

0
. W

 , K 5.20 .

Lösung: W ̈ x+ ]0,∞[. D V ((),())  K 5.20
 ̈. D F f, g    A

f ′(x) ≡ 1, g′(x) = ex
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D V ((),())   ̈. W   S 5.6 (D-
  S)  B 4.43(). M H  S 4.4()
,   Q f ′

g′   S x0 = 0  . G̈ B 4.26()

 f ′

g′    S x0 = 0  f ′(0)
g′(0) = 1. D    V-

 ()  K 5.20 ̈.

E    A ((),())  K 5.20, . .

g ̸= 0  ]0, x+[,
f(x)

g(x)

x↘0→ 
x↘0


f ′(x)

g′(x)
=

1

ex


= 1,

 
x↘0

f(x)

g(x)
= 

x↘0

f ′(x)

g′(x)
= 1

(W   K 5.20  ̈ ,   G 
.)

M ̈    G  F 0
0
  -

 A  R  B- ’H :

Beispiel. [ A  B- ’H] W  
F12

f, g : R → R, f(x) := x2, g(x) := ex
2  ex + x

Problem: Z,  f
g
  S x0 := 0     

x↘0
f(x)
g(x)

.

Überlegungen: F  x↘0
f(x)
g(x)

  G
limx↘0 f(x)

limx↘0 g(x)
= 0

0
.

W  , K 5.20 . A  B 5.3((),()), 
K (S 5.13)   S (S 5.10()) ,  f  g -
   A

f ′(x) = 2x, g′(x) = ex
2

2x ex + 1 (5.20)

F  x↘0
f ′(x)
g′(x)    G

limx↘0 f
′(x)

limx↘0 g′(x)
= 0

0
. W -

 ,  K 5.20  f, g   F := f ′  G := g′  x0 = 0
,   G  .

Lösung: W   ,  f  g   A 
 (5.20). W 

F := f ′, G := g′

12Wir verwenden hier die Konvention ex
k

:= e(x
k), also nicht (ex)k = ekx.
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M H  K-, S-  P (S 5.13  S 5.10((),())
,  F  G    A

F ′(x) = 2, G′(x) = ex
2

(2x)2 + ex
2

2 ex = ex
2

(4x2 + 2) ex

E  G′(x0 = 0) = 1. D G′  ,     x+ ]0,∞[ ,  G′ ̸= 0 
]0, x+[. W ̈   x+. D V ((),(),(),())  K
5.20 ̈ F,G   ̈. M H  S 4.4() ,   Q F ′

G′

  S x0 = 0  . G̈ B 4.26()  

F ′(x)

G′(x)
x↘0→ F ′(0)

G′(0)
=

2

1
= 2

D    V ()  K 5.20 ̈ F,G ̈.

E    A ((),())  K 5.20 ̈ F,G, . .

G ̸= 0  ]0, x+[,

f ′(x)

g′(x)
=

F (x)

G(x)

x↘0→ 
x↘0

F ′(x)

G′(x)
= 2 (5.21)

S  V ()  K 5.20 ̈ f, g ̈. D V
((),(),())  K 5.20 ̈ f, g   ̈. D V ()
   T g′(0) = G(0) = 0, G′(x) > 0, ∀x ]x0, x+[,  K
5.16().

E    A ((),())  K 5.20 ̈ f, g, . .

g ̸= 0  ]0, x+[,

f(x)

g(x)

x↘0→ 
x↘0

f ′(x)

g′(x)

= 2 (̈ (5.21)).

E  


x↘0

f(x)

g(x)
= 

x↘0

f ′(x)

g′(x)
= 2

(W   K 5.20  ̈ ,   G 
.)

I  ̈ B     B .

Bemerkung 5.22. [Q ̈ K  F   S]
S X ⊆ Rn, f, g : X → R, x0  X ,  f  g   S x0  y0
 z0   z0 ̸= 0. D  f

g
  S x0  y0

z0
.
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Bemerkung. [V f(x0) = 0 = g(x0)  B- ’H ]
B  K 5.20 ,   ,  V  K
 ̈̈,  B (). F f(x0) ̸= 0  g(x0) ̸= 0, 
̈   R  . I  B   A 
R  ̈ . W 

f, g : R → R, f(x) := 1, g(x) := x+ 1, x0 := 0

D F g   P   . G̈ B 4.26() -
 g    S x0 = 0  g(0) = 1. M  Q
(B 5.22)  , 

f

g
→ f(0)

g(0)
=

1

1
= 1   S x0 = 0

E  

f ′

g′
→ 0   S x0 = 0   

x0

f(x)

g(x)
= 1 ̸= 0 = 

x0

f ′(x)

g′(x)


W ̈   B  R  B- ’H  ,
  V ()  ̈ .

Bemerkungen. [K   R  B- ’H]

• O ̈    R  B- ’H   A -
,   Q  F   S . B
  B  F

f, g : R → R, f(x) := x3  1, g(x) := x2  1

  Q f
g
: X := R \ ±1 → R.

Behauptung: D Q f
g
   S x0 := 1  3

2
.

Beweis: F̈  x  X  f(x) = x31 = (x1)(x2+x+1), g(x) = x21 =
(x 1)(x+ 1)  

f

g
(x) =

F

G
(x), F,G : R → R, F (x) := x2 + x+ 1, G(x) := x+ 1

(5.22)
D F F   P   . G̈ B 4.26()
 F    S x0 = 1  F (1) = 3. A  
G  G   S 1  G(1) = 2. M (5.22)  
Q (B 5.22)  , 

f

g
→ F (1)

G(1)
=

3

2
  S x0 = 1,

 .
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• W ̈  K    R  B- ’H
. (Ü S  !)

• W   F

f : R \ 0 → R, f(x) :=
ex  1

x


Behauptung: f    S x0 := 0  1.

Beweis: G̈ D 5.1 (A)  B 5.7 , 

eh  1

h
→ ′(0) (h → 0)

G̈  G-P 1.23  , 

f(x) =
ex  1

x
→ ′(0) = (0) = 1 (x → 0) (5.23)

• W ̈   B (5.21)  P    Q-
 ̈  K  F . D   
F

f : R \ 0 → R, f(x) :=
x

ex  1


Behauptung: f   P x0 := 0  1.

Beweis: F̈  x  R \ 0 

x

ex  1
=

1
ex  1

x
x0→ 1

1
(̈ (5.23)   Q, B 5.22)

= 1,

 .

I B  K    L . S n, p, q  N,
X ⊆ Rn, Y ⊆ Rp, F : X → Y , G : Y → Rq, x0  X , y0  Y  z0  Rq.

Lemma 5.23 (K  ̈ F, S ̈ G-
). Falls F an der Stelle x0 gegen y0 konvergiert und G an der Stelle y0 gegen z0
konvergiert, dann konvergiert die verknüpte Funktion G ◦ F an der Stelle x0 gegen z0.

B: [DK04, T 1.4.2, . 17]



5.3. MITTELWERTSATZ, REGEL VON BERNOULLI-DE L’HOSPITAL,
UMKEHRSATZ 199

Bemerkung. U  V  L  


xx0

G ◦ F (x) = 
yy0

G(y)

D L  ,      S F (x)  y  x → x0 
y → y0  (=) ̈. D  ,  ̈ V
 F (x) → y0 ̈ x → x0 . W     S   ,
 y → y0  ̈ () B . N  
A G(y) → z0 ̈ y → y0 ( yy0 G(y))   B.
(S D 4.25.)

Beweis des Korollars 5.20: W ̈  x+    V  K-
. (): S x ]x0, x+[. W V ()   ̈  M
(S 5.15)  y ]x0, x[ , 

g(x) g(x0)

x x0

= g′(y)

̸= 0 (  V ()). (5.24)

(G̈ V ()  g(x) .) G̈ V () 
g(x0) = 0. M (5.24)  ,  g(x) ̸= 0. D  ().

(): S x ]x0, x+[. W   F

h := hx :=
f(x)

g(x)
g  f : [x0, x] → R, h(y) =

f(x)

g(x)
g(y) f(y)

W V ()   F    ]x0, x[ . W-
  V ()  h(x0) = 0. E   h(x) = 0. G̈ 
M (S 5.15)     yx ]x0, x[ , 

0 = h′(yx) =
f(x)

g(x)
g′(yx) f ′(yx),

. .
f ′(yx)

g′(yx)
=

f(x)

g(x)
 (5.25)

W 

F :]x0, x+[→ R, F (x) := yx, G :=
f ′

g′
:]x0, x+[→ R, G(y) =

f ′(y)

g′(y)


F̈  x ]x0, x+[ 

G ◦ F (x) = G(yx)

=
f(x)

g(x)
( (5.25)). (5.26)
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F̈  x ]x0, x+[ ,  x0 < yx < x. D ,  F   S x0 
x0 . G̈  V ()  G   S y0 := x0.
M L 5.23  ,  G ◦ F   S x0  z0 := yy0 G(y)
. W (5.26)    E̈ f

g


]x0,x+[

  S

x0  z0, . .
f(x)

g(x)

x↘x0→ 
x↘x0

f ′(x)

g′(x)


D  ()    B  K 5.20 . 

A ̈    U,  F . J  
 I    F f  , 
 A  . D A  I  f  y    I-
13  A  f  f−1(y). S I   I  f : I → R. W
  f   (4.15)   f . E  

 f = 
xI

f(x) =  (f),  f := 
xI

f(x) =  (f)

W 
J :=


 f,  f




Satz 5.24 (U). Wir nehmen an, dass f dierenzierbar ist und f ′ ̸= 0. Dann
gilt Folgendes:

(i) Das Bild von f ist durch das oene Intervall J gegeben,

(f) = J

(ii) Die Funktion f : I → J ist bijektiv.

(iii) Die Umkehrfunktion f ⟨−1⟩ = f−1 : J → I ist dierenzierbar mit

(f−1)′(y) = f ′f−1(y)
−1

=
1

f ′f−1(y)
 , ∀y  J (5.27)

B: [S, S 5.2.2., S. 87]. (D S   F f ′ > 0. D F f ′ < 0
   F ̈̈ .)

Bemerkungen. [B  U, F ̈  A  U-
]

13Mit dem (multiplikativ) Inversen einer Zahl z  C \ 0 meinen wir ihren Kehrwert z−1 = 1
z .
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• (B) D B  S 5.24   K 5.16() ( A-
   M)   S̈ 5.6 (D
 S)  4.52 (B,  M  U).

• (F ̈ (f−1)′) U  A,  f : I → J     U-
 f−1  ,   F (5.27)   K.
E  ̈

J = f ◦ f−1 (5.28)

S y  J . E 

1 = ′(y) (̈ B 5.3())

= f ′(f−1(y))(f−1)′(y) ̈ ((5.28)  S 5.13 (K)).

D , 
(f−1)′(y) = f ′(f−1(y))−1

D  (5.27).

Beispiel 5.25. [D  A  L, U] G̈
B 5.3()    E  R   A
′ = . D F  () . G̈ S 5.24() (U) 
 B      I J :=]  ,  [ . G̈ S
5.24()   U  = −1 : J → R   A

′(y) =
1

′(−1(y))

=
1

(−1(y))

=
1

y
 (5.29)

Bemerkung. [B   R](B   R) D  B   R  
I ,     B 4.43() . G̈  B-
   B ̈   ( R) = (R) =]0,∞[ .

M B 5.25 ̈   A   P -
. D F    . S a  R.

Denition 5.26 ( P). Wir denieren die a- P
als

pa :]0,∞[→ R, pa(x) := xa = ea log x = 

a  x


 (5.30)

Bemerkung. [ P, W]
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• (̈ E) F̈ a = k  N  pa   E̈ 
]0,∞[   B 4.43((),())  F ̈. D  
 A ̈ . (Ü̈ S !)

• (W) S k  N. W   k- W k
√

 
D 4.47   U  k- P. D F
p 1

k
(  D 5.26)     E̈  k

√
 ]0,∞[,

p 1
k
= k

√]0,∞[

D  

p 1
k
(x)k =


e

1
k
log x

k
= elog x = x, ∀x ]0,∞[,

 I̈  ̈ P pk]0,∞[. (Ü̈ S
!)

F B   A  B 5.25   K.

Beispiel 5.27. [D  A   P]

Behauptung: D F pa (  (5.30))    A

p′a(x) =

ß
axa−1,  a ̸= 0,
0,  a = 0

Beweis: I Fall a = 0  p0 ≡ 1   B  .

Fall a ̸= 0: G̈ (5.30) 

pa =  ◦(a )
G̈ B 5.25   F    A  
′(x) = 1

x
. M B 5.11() ,  a     A

(a )′(x) =
a

x
 (5.31)

D  ,    K (S 5.13),   F pa =
 ◦(a )    A

p′a(x) = ′ (a )(x)

a 

′
(x)

= 

a  x

a
x

( (5.31))

= a 

a  x  x


(

1

x
= x−1 = e− log x   A, K 3.43)

= a 

(a 1)  x



= axa−1 (̈ (5.30)).

D   B.
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D B  B 5.12(),   a = n  ̈ Z
.

Bemerkung. (P) F̈  a, b ]0,∞[, x, y  R   P

ax+y = axay, (5.32)

axy = (ax)y,

(ab)x = axbx

F̈ (5.32)  Ü 10. F̈   G  [B03, (6.6),
S. 200].

5.4 Trigonometrische, Arkus-, Hyperbel- und

Areafunktionen

D A  [B96, 2.5]  [S, 5.3].

5.4.1 Die trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus,

Existenz der -Funktion

I D 2.21    = (1, 2)     F-
  : R → R2 ,   B ̈:

∥∥ ≡ 1, (5.33)

∥ ′∥ ≡ 1 (5.34)

(0) =


1
0


, (5.35)

′(0) =


0
1


 (5.36)

W  K  S   K  -F , . .

 := 1,  := 2 : R → R

L 2.20 ,   ̈   F    . W
̈  E   F  . S    
S. W     D 3.25  3.48  F

E,C, S : C → C,

E(z) :=

∞

k=0

zk

k!
, C(z) :=

∞

j=0

(1)jz2j

(2j)!
, S(z) :=

∞

j=0

(1)jz2j+1

(2j + 1)!
 (5.37)
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Satz 5.28 (C, S). (i) (Pythagoras-Eigenschaft) Es gilt

C2 + S2  = 1, ∀  R (5.38)

(ii) Die eingeschränkten Funktionen S R und C R sind dierenzierbar mit Ablei-
tungen

(S R)′ = C R, (C R)′ =  S R

Beweis der Existenzaussage von Lemma 2.20: G̈ S 5.28 ̈  F-


 := (C, S)R : R → R2

 B (5.33,5.34). A (5.37)  S 5.28() , 

(0) =

C(0), S(0)


= (1, 0), ′(0) =


 S(0),C(0)


= (0, 1)

D ̈   B (5.35,5.36). D ̈   B 
L 2.20. D   E  L. 

Bemerkung 5.29. [C, S, K, S] G̈  B ̈  E-
̈  := (C, S)R  B  D 2.21. D , 
 =  = (, ), . .

C R = , S R =  

D   A  S 3.49.

Beweis des Satzes 5.28: (): S   R. G̈ (5.37) 

C() = C, S() =  S (5.39)

G̈ (3.30) 

E(i) = C+ i S (5.40)

E 

E(i) = C i S (̈ (5.40))

= C() + i S() (̈ (5.39))

= E(i) (̈ (5.40)). (5.41)
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E 

C2 + S2  = E(i)2 ( (5.40))

= E(i)E(i) (̈ (2.29))

= E(i) E(i) (̈ (5.41))

= 1 (A, K 3.43).

D  ().

(): E A   B 5.3() ,   A E(i•) : R → C
   A

E(i•)′ = iE(i•)

(S [S, B 5.1.1. )].) M (5.40)  ,  C R  S R
   A

(C R)′ =  S R, (S R)′ = C R (5.42)

D  ().

D   B  S 5.28 . 

5.4.2 Arkusfunktionen

F   D-   Z   F -
 ̈,   F . I U 
Arkusfunktionen  zyklometrische Funktionen. D  P ̈
  A    A  A .

Proposition 5.30 (A, A ). (i) (eingeschränkter Si-
nus bijektiv) Die Funktion  :


π

2
, π
2


→ [1, 1] ist bijektiv.

(ii) (Arkussinus stetig) Die Umkehrfunktion

 := ⟨−1⟩ : [1, 1] →

π

2
,
π

2



ist stetig.

(iii) (Ableitung des Arkussinus) Die Einschränkung  ]−1,1[ ist dierenzierbar mit
Ableitung

′(y) =
1

1 y2
, ∀y ] 1, 1[
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(iv) (eingeschränkter Kosinus bijektiv) Die Funktion  : [0, π] → [1, 1] ist bijektiv.

(v) (Arkuskosinus ist stetig) Die Umkehrfunktion

 := ⟨−1⟩ : [1, 1] → [0, π]

ist stetig.

(vi) (Ableitung des Arkuskosinus) Die Einschränkung  ]−1,1[ ist dierenzierbar
mit Ableitung

′(y) =
1




1 y2
, ∀y ] 1, 1[

(vii) (Ableitung des Tangens) Die Funktion  := sin
cos

:

π

2
, π
2


→ R ist dierenzier-

bar mit Ableitung

′ = 1 + 2 =
1

2


(viii) (eingeschränkter Tangens bijektiv) Die Funktion  :

π

2
, π
2


→ R ist bijektiv.

(ix) (Arkustangens) Die Umkehrfunktion

 := ⟨−1⟩ : R →

π

2
,
π

2



ist dierenzierbar mit Ableitung

′(y) =
1

1 + y2
, ∀y  R

Bemerkungen. [U  ̈  F-
]

• A D 2.21 ,   S W  [1, 1] . D -
̈ F  :


π

2
, π
2


→ [1, 1]   . (W ̈

   D-    W .)

• D U  S,  = ⟨−1⟩,  Arkussinus ( 
arcus = B). F̈  y  [0, 1]   := x :=  y  L̈  B
  E  P A := (1, 0)   P B :=


1 y2, y


.

S A 5.4.

• W    N f ⟨−1⟩ ̈  U  f ,  f−1,
 f−1  1

f
  .
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A 5.4: B: E. S:  B   E. D
L̈  B    y. D L̈     F̈
 S OAB.

Beweis der Proposition 5.30: (): W , 




π

2
,
π

2


= [1, 1] (5.43)

D I ⊆   D 2.21. W    I ⊇.
E  


π

2


= 1  


π
2


= 1. D  S  ,   ̈ 

Z (S 4.42),   (5.43)  I ⊇ . D  (5.43).

G̈ S 3.49  S 5.28() 

′ =   (5.44)

G̈ D 2.22  π := 20,  0 ]0,∞[    N
  . A   > 0 


0, π

2


. G̈ (5.39)  () = (), ̈ 

  R. E ,   > 0  

π

2
, 0

. M (5.44)  , 

′ =  > 0 

π

2
,
π

2




G̈ K 5.16()  ,   S   I

π

2
, π
2




  . D  F  ,  ,     
 I


π

2
, π
2


   . G̈ B

4.45   S  

π

2
, π
2


. D  ().

()   S 4.50  S 4.52().

(): S y ] 1, 1[. W 

x := ⟨−1⟩(y)
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G̈  U (S 5.24())  ⟨−1⟩   A

(⟨−1⟩)′(y) =
1

′(x)

=
1

 x
(̈ (5.44))

=
1

1 2(x)
( 2 + 2 = 1   > 0 


π

2
,
π

2


)

=
1

1 y2


D  ().

D A ((),(),())    A. F̈ ((),(),()) -
 Ü 10. D   B  P 5.30 . 

5.4.3 Hyperbel- und Areafunktionen

D Hyperbelfunktionen      F . B-
    hyperbolische Kosinus . D    T  E-
. D hyperbolische Sinus     T  E.
E   I̈

2  2 = 1

D ,   F (, ) : R → R2 W   Ehyperbel
. D I̈ 2  2 = 1    I̈ 2 + 2 = 1,
 ,   F (, ) : R → R2 W   E
. D   G ̈  B Hyperbelfunktion ̈   .

D  K   A  B  K .

D Areafunktionen   U  ( ̈) H-
. E B    Areasinus hyperbolicus . D  
  Fläche   H . D   G ̈
 B Areafunktion ̈  ( area = F̈).

Denition 5.31 (H). Wir denieren den  K,
den  S und den  T als die Funktionen , ,  :
R → R gegeben durch

 x :=
ex + e−x

2
,  x :=

ex  e−x

2
,  x :=

 x

 x
=

ex  e−x

ex + e−x


S A 5.5.
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A 5.5: D  K, S  T.

Bemerkungen. [H, E]

• D  K   Cosinus hyperbolicus . A
 ̈   .

• F̈  F f : R → R    geraden  ungeraden T 

feven, fodd : R → R, feven(x) :=
f(x) + f(x)

2
, fodd(x) :=

f(x) f(x)

2


D  T  f  gerade, . . feven(x) = f(x), ∀x  R. D 
T  f  ungerade, . . fodd(x) = f(x), ∀x  R.

• D  K (. S)    (. ) T 
E, . .

 = even,  = odd 

D  P  E  H  
  A  H-  A (U  H-
) .

Proposition 5.32 (H-  A). Es gilt:



210 KAPITEL 5. DIFFERENTIALRECHNUNG AUF R

(i) (x) = C(ix), ∀x  R

(ii) i (x) = S(ix), ∀x  R

(iii) (hyperbolischer Pythagoras) 2 x 2 x = 1, ∀x  R

(iv) (Additionstheorem für ) (x+ y) =  x  y+  x  y, ∀x, y  R

(v) (Additionstheorem für ) (x+ y) =  x  y+  x  y, ∀x, y  R

(vi) Die Funktionen , ,  sind dierenzierbar.

(vii) ′ = 

(viii) ′ = 

(ix) ′ = 1 2 =
1

2

(x) Die (eingeschränkten) Funktionen  : [0,∞[→ [1,∞[,  : R → R und
 : R →] 1, 1[ sind bijektiv.

(xi) Die Umkehrfunktion  := ⟨−1⟩ : [1,∞[→ [0,∞[ ist stetig.

(xii) (Ableitungen der Umkehrfunktionen) Die eingeschränkte Umkehrfunktion  =
⟨−1⟩ :]1,∞[→]0,∞[ und die Umkehrfunktionen  := ⟨−1⟩ : R → R,
 := ⟨−1⟩ :]  1, 1[→ R sind dierenzierbar mit Ableitungen gegeben
durch:

′ y =
1

y2  1

′ y =
1

y2 + 1

′ y =
1

1 y2

Bemerkungen. [H-  A, N , () S
 P]

• G̈ ((),()) ̈    F C, S
   F ,    .

• ( F, S  P) S x  R. G̈D
2.21 

2 x+ 2 x = 1 (5.45)
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D ,    D  E


0
0


,


 x
0


,


 x
 x



 S  Q  L̈  K   Q  L̈
 H . D   Satz des Pythagoras.

D I̈ (5.45) ,   B   = (, )  Einheitskreis


(u, v)  R2

 u2 + v2 = 1


 .14

• (N Hyperbelfunktion,  S  P) A  (5.45)
  A ()  P 5.32,   B  (, ) 
 Einheitshyperbel 

(u, v)  R2
 u2  v2 = 1



 . D ̈  N Hyperbelfunktion. W  A 
(5.45) ̈  ()   hyperbolische Version des Satzes von Pythagoras
.

• D A ((),())     ̈   , 
  V.

• W ()   A ((),(),()) .

• D A  , ,  ̈ B,    -
 ̈ , ,  ,    V. S ((),(),())
 5.30().

• W ()   A ((),()) .

I B  T ()  P 5.32     B -
.

Bemerkung 5.33. [  F, H-   -
 F] E 

eiz = E(iz) = C z + i S z, ∀z  C

D    V   F. S    R,
   (3.30) ̈   z =  ̈ .

14Das Bild von cis stimmt sogar mit dem Einheitskreis überein.
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Beweis der Proposition 5.32: (): S x  R. E 

(x) =
ei(−i)x + ei·ix

2

=
C(ix) + C(ix) + i S(ix) + i S(ix)

2
( B 5.33)

= C(ix) ( (5.39)).

D  ().

(()-()): Ü 10

(()-()): Ü 9



Denition 5.34 (A). Wir denieren:

(i) A  :=  := −1 :]1,∞[→]0,∞[

(ii) A  :=  := ⟨−1⟩ : R → R

(iii) A  :=  := ⟨−1⟩ :] 1, 1[→ R

Wir nennen diese Funktionen A.

Bemerkungen. [N Area(co-)sinus hyperbolicus ]

• F̈  y  [0,∞[   y    F̈  S  E-
,    E   S OA  OB

 ,  O :=


0
0


, A :=


1
0


, B :=


1 + y2

y


. S A

5.6. E ̈ A  ̈ . D area  W ̈ Fläche,
̈   N Area(co-)sinus hyperbolicus.

• A  ̈ y  [0, 1]  Z  y   F̈  S
 E,    E   S OA  OB

 ,   O :=


0
0


, A := (1, 0)  B :=


1 y2, y


.

(Ü S    F y = 1 !) S A 5.4.
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ABLEITUNGEN 213

A 5.6: B:  A  E. R:  S  E-
. Z  F̈  S    y.

• M   A    ,   ̈ -
 arcus = B . D  F     L̈
 K   ,    N .15

5.5 Höhere (stetige) Dierenzierbarkeit, höhere

Ableitungen, stetige Dierenzierbarkeit eines

Limes, durch Potenzreihe denierte Funktion

ist gliedweise dierenzierbar

D A  [B96, 3.4]  [S, 5.4]. S U ⊆ R , p  N 
f : U → Rp.

Denition 5.35 (̈ () D, ̈ A). (i) Wir
nennen f 0-  (keine Bedingung). Wir denieren ihre 0- A-
 (oder A 0- O) als

f (0) := f

Rekursiv denieren wir für jedes k  N:

Die Funktion f heisst k-  g. d. w. sie (k1)-mal dierenzierbar
ist und ihre (k  1)-te Ableitung dierenzierbar ist. Wir denieren ihre k-
A (oder A k- O) als

f (k) := (f (k−1))′ : U → Rp

15Die Zahl arsinh y ist allerdings die Länge des Bogens auf der Einheitshyperbel in Abbildung 5.6
bezüglich der Standard-Minkowski-Metrik.
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(ii) Sei k  N0. Wir nennen f k-   (oder   K Ck

oder schlicht Ck) g. d. w. f k-mal dierenzierbar ist und f (k) stetig ist. Wir
denieren die Menge

Ck(U,Rp) := Ck(U ;Rp) := f : U → Rp  f ist k-mal stetig dierenzierbar

und kürzen ab:

Ck(U) := Ck(U,R)

(iii) Wir nennen f    (oder C∞ oder ) g. d. w. f k-mal
dierenzierbar ist für jedes k  N0. Wir denieren die Menge

C∞(U,Rp) := C∞(U ;Rp) := f : U → Rp  f ist glatt

Bemerkungen 5.36. [̈ () D, ̈ A]

• (R) D D  k- D   Rekursion
̈ k. I   D     O  
B A0   ̈  k  N  O   B Ak 
Ak−1. Z B   P Ak := kn  ̈ Z k, n
  

A0 := 0, Ak := Ak−1 + n

(Ü̈ S,  D  I I  P ̈!)

I  D 5.35  Ak  B  k- D  f
   B  k- A  f .

Z B  f ̈  D 1-  . . . f
1 1 = 0-    f (0) = f  16. D ,
 f 1-   . . . f  . I  F 
f (1) := f ′.

A   B  f ̈ D 5.35 2- 
. . . f 2  1 = 1-    f (1) = f ′  . I
 F  f (2) := f ′′.

A 

f (0) = f, f (1) = f ′, f (2) = f ′′, f (3) = f ′′′,    ,

 f    .

16im Sinn der Denition 5.1
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• J Ck-F f   A i- O ̈ i  0,    , k. D
  S 5.6 (D  S). J Ck-F 
    K Ck−1,    , C0.

• E 
C0(U,Rp) = f : U → Rp  f  

• D D  Ck  S [S] (D 5.4.2 )., S. 95)   
 . S  ̈  D 5.35. D   B
5.36.

Beispiele. [ F] F F  :

• J P p : R → R. D   B 5.12()  H  I.
(S Ü 10.)

• D  F f := p
q
: U → R ̈  P   P

p, q ̸≡ 0  U := q−1

R \ 0


. D   B 5.12()  H 

I. (S Ü 10.)

• D E  : R → R. D   B 5.3().

• D  F ,  : R → R. D   S 3.49 
S 5.28().

Beispiel. [ F,   C1 ]Behauptung: D F

f : R → R, f(x) :=

ß
x2  1

x
,  x ̸= 0,

0, ,

 . I A   P x0 := 0 .

Beweis: F̈  x  R \ 0  f  x   A

f ′(x) = 2x 
1

x
+ x2




1

x


(x−2) = 2x 

1

x
 

1

x
 (5.46)

(Ü̈ S !) A D 5.1 ,  f  x := 0   
A f ′(0) = 0.

G̈ (5.46)  ̈  k  N, 

f ′


1

πk


=

2

πk
(πk) (πk) = (1)k

D ,  f ′   S x = 0   . (Ü̈ S !) D
  B.

Bemerkung: D F   ,     K C1.
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F S ,   ̈ L  F  C1-F
 C1 ,   F  A  ̈ . S
U ⊆ R , p  N, (fm)mN  F  C1(U,Rp)  f, g : U → Rp.

Satz 5.37 (K ̈ D  L). Falls (fm)mN gleichmässig
gegen f konvergiert und (f ′

m)mN gleichmässig gegen g konvergiert, dann gilt f 
C1(U,Rp) und f ′ = g.

B: [S, S 5.4.1., S. 92]

Bemerkungen 5.38. [K ̈  D  L]

() A  S :

F  F  F (fm)mN  U  Rp ̈ 
,   F  A  ̈ ,  
 L  (fm)mN  .

() O  V,  (f ′
m)mN ̈ ,   B-

 ()  A . E G   

fm : R → R, fm(x) :=

…
1

m2
+ x2, m  N

D F (fm)mN  ̈   ·  : R → R. (Ü S
 !) D L  ·    ,   C1.

Bemerkung: D F  A (f ′
m)mN   ̈.

D   V  S 5.37   B  ̈. D
B     W   S.

A S 5.37 ,     P  F   K-
    A    D-
. D   I   K. S (ck)kN0  F  C. W
  ̈ K   D 3.27, . .

ρ :=
1

 k∞
k


ck


W   F

f :] ρ, ρ[→ C, f(x) :=

∞

k=0

ckx
k = 

n∞

n

k=0

ckx
k
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Korollar 5.39 ( P  F   ). (i)
Der zur Koezientenfolge ((ℓ+ 1)cℓ+1)ℓN0

gehörige Konvergenzradius ist eben-
falls ρ.

(ii) Die Funktion f ist dierenzierbar mit Ableitung gegeben durch

f ′(x) =
∞

k=1

kckx
k−1 = 

n∞

n

k=1

kckx
k−1 (5.47)

Bemerkung. (ii): S x ]ρ, ρ[. G̈ ()   F
m

ℓ=0(ℓ+ 1)cℓ+1x
ℓ

mN0

.

D ,   F
n

k=1 kckx
k−1


nN0

 m∞
m

ℓ=0(ℓ+1)cℓ+1x
ℓ -

. (Ü̈ S !) D  S  (5.47)   .

A  K   I  K.

Korollar 5.40 ( P  F  ). Die Funktion f ist
glatt.

Beweis des Korollars 5.39: (): D    T


k
√
k

kN

→ 1. (S

Ü 5, K   D  F  Rd.)

(): F̈  n  N0  

fn :] ρ, ρ[→ C, fn(x) :=

n

k=0

ckx
k

S r ]0, ρ[. G̈ P 4.58   F

fn[−r,r]


̈

 f [−r,r]. A ()  K 3.29() ,  ̈  x ]  ρ, ρ[  Fn
k=1 kckx

k−1

nN . W 

g :] ρ, ρ[→ C, g(x) :=

∞

k=1

kckx
k−1 := 

n∞

n

k=1

kckx
k−1

Behauptung 1. Die Folge

f ′
n[−r,r]


konvergiert gleichmässig gegen g[−r,r].

Beweis der Behauptung 1: S n  N0. G̈ B 5.12()  4.3() 
fn   K C1  A

f ′
n(x) =

n

k=1

kckx
k−1
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D   K (kck)kN ̈ K  ρ   r < ρ,
  ̈ P 4.58  F


f ′
n[−r,r]


̈ 

g[−r,r]. D  B 1.

D

fn]−r,r[


̈  f ]−r,r[ ,   H  B 1

 S 5.37,  f ]−r,r[  C1

]  r, r[,C = R2


 f ′]−r,r[ = g]−r,r[. A ()

. (W  ,  r ]0, ρ[  .)

D  K 5.39. 

Beispiele. [ P  F     -
]

• W   Exponentialreihe, . .   F

ck :=

1
k!


kN0

̈

P,   A z →
n

k=0
zk

k!


nN0

. (S D 3.31.) D

K  P   

ρ =
1

 k∞
k

» 1
k!

 = ∞

(S Ü 6, K  P.) D   P-
  F   V    E-


 : R → R, (x) :=

∞

k=0

xk

k!


G̈ K 5.40   F . G̈ K 5.39  
A  

′(x) =
∞

k=1

k
xk−1

k!
=

∞

ℓ=0

xℓ

ℓ!
= (x)

(ℓ   R  k  1.) W     B 5.3() 
 A ̈  . (S Ü 9, D,
A, . . . .)

• W   geometrische Reihe, . .   F (ck := 1)kN0 ̈
P,   A

z →


n

k=0

zk



nN0


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D K  P   

ρ =
1

 k∞
k


1
= 1

D   P  F   V  


f :] 1, 1[→ R, f(x) :=

∞

k=0

xk

G̈ K 5.40   F . G̈ K 5.39  
A  

f ′(x) =
∞

k=1

kxk−1

D   . G̈ B 3.9()  ̈

f(x) =

∞

k=0

xk =
1

1 x
, ∀x ] 1, 1[,

    Q (S 5.10())

f ′(x) =
1

(1 x)2
=

∞

k=1

kxk−1

I   G    A  Ü 6 
(K  G  R, C-P).

F̈  B   A  S 5.37  [S, B 5.4.3. ),
S. 94].

5.6 Taylorpolynom und -reihe, Restglied, Satz von

Taylor, lokale Extrema, kritische Punkte

D A  [B96, 3.2, 3.4]  [S, 5.5]. F̈  m  -
 F f   T  f m- O  E-
 x0  P  G m,   A  f   S x0 
m- O . D S  T   F ̈  U
  F   T m- O. A  S
,   T  F f ̈. D P  F-
 ,  F   A  ̈ 
 T .
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Taylornäherung einer Funktion

S I   I, f : I → R, m  N0  1  x0  I. F m ≥ 0, 
  ,  f m-  .

Denition 5.41 (T, R, T). (i) Wir denieren das T-
  f m- O  E x0 (oder  x0) als
die Funktion

Tm
f,x0

: R → R, Tm
f,x0

(x) :=

m

k=0

f (k)(x0)

k!
(x x0)

k (5.48)

(ii) Wir denieren das R  f m- O  E x0

als die Funktion
Rm

f,x0
:= f  Tm

f,x0
: I → R (5.49)

(iii) Falls f glatt ist, dann denieren wir die T  f  E-
 x0 (oder  x0) als die Folge der Taylorpolynome

Tf,x0 :=

Tm
f,x0


mN0



Bemerkungen. [T]

• I F m = 1    S  (5.48)   S. D   0
. D 

T−1
f,x0

≡ 0

• I F m = 0 
T 0
f,x0

≡ f(x0)

• I F m = 1 
T 1
f,x0

(x) = f(x0) + f ′(x0)(x x0)

D     N̈  f  P x0,    B
5.1()  . D T    
 N̈.

• I [S, B 5.5.1., S. 96]   N

Tmf(x; a) := Tm
f,a(x)

. D P a    R  x0. D W  
[S, S. 97]  R  rmf(·; a) .

Beispiele 5.42. [T, R, T]
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() (P) S n,m  N0  a0,    , an  R. W   P

f : R → R, f(x) :=

n

k=0

akx
k

D F  . (S Ü 10.) D   T
 f m- O  E x0 := 0 . U  
,   ̈ , 

f (0)(0) = f(0) = a0 = 0!a0

E 

f ′(x) =
n

k=1

kakx
k−1,  f (1)(0) = f ′(0) = 1!a1

f ′′(x) =
n

k=2

(k  1)kakx
k−2,  f (2)(0) = f ′′(0) = 2!a2

M I  , 

f (k)(0) = k!ak, ∀k  0,    , n
(Ü̈ S !) D T  f m- O  E-
 x0 := 0   ̈ (5.48)  

Tm
f,x0

(x) =





m

k=0

akx
k,  m < n,

n

k=0

akx
k,  m ≥ n

=

minm,n

k=0

akx
k,

     P m  P f . D R  f
m- O  E x0 := 0   

Rm
f,x0

(x) = f(x) Tm
f,x0

(x) =

ß n
k=m+1 akx

k,  m < n,
0,  m ≥ n

D T  f  E x0 := 0   

Tf,0 =

Ñ
minm,n

k=0

ak • k



mN0



(H    P ̈  A. S B
5.17().)
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() (P) S (ck)kN0  F  R. W  ρ ̈  ̈
K    F

f :] ρ, ρ[→ R, f(x) :=

∞

k=0

ckx
k

S m  N0. G̈ K 5.40  f . D   T
 f m- O  E x0 := 0 . U  
,   ̈ , 

f (0)(0) = f(0) = c0 = 0!c0

G̈ K 5.39() 

f ′(x) =
∞

k=1

kckx
k−1,  f (1)(0) = f ′(0) = 1!c1

f ′′(x) =
∞

k=2

(k  1)kckx
k−2,  f (2)(0) = f ′′(0) = 2!c2

A  ̈  k  N0, 

f (k)(0) = k!ck

D   K 5.39()  I. (Ü̈ S !) D T-
  f m- O  E x0 := 0  
̈ (5.48)  

Tm
f,0(x) =

m

k=0

f (k)(0)

k!
(x 0)k =

m

k=0

ckx
k

D   m- P. D R  f m- O  E-
 x0 := 0   

Rm
f,x0

(x) = f(x) Tm
f,x0

(x) =

∞

k=m+1

ckx
k

D T  f  E x0 := 0   

Tf,0 =


m

k=0

ck • k



mN0

,

   P  K (ck)kN0 . J P 
   T  x0 = 0.
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A 5.7: D  E    ,   
T    E x0 := 0.

() (E, E x0 = 0) W   
B  Exponentialreihe, 


ck :=

1
k!


kN0

. I  F  ρ = ∞ 
f   E

f =  : R → R, (x) :=

∞

k=0

xk

k!


G̈ ()   T   m- O  E-
 x0 := 0    m- P

Tm
exp,0(x) =

m

k=0

xk

k!


F̈ m = 1    B  P

Tm
exp,0(x) = 1 + x

D     N̈  E   P x0 = 0.
S   T   G  E  P
(0, 1). S A 5.7.

() (E,  E x0) W  -



ck :=

1
k!


kN0

. S m  N0  x0  R. F̈  k  N0 

(k)(x0) = (x0) = ex0 
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G̈ D 5.41  m- T    x0  


Tm
exp,x0

(x) =

m

k=0

ex0

k!
(x x0)

k

S (ck)kN0  F  R. W  ρ ̈  ̈ K
   F

f :] ρ, ρ[→ R, f(x) :=

∞

k=0

ckx
k

S x0 ] ρ, ρ[  r 

0, ρ x0


.

Satz 5.43 (̈ K  T  L  P).

Die Taylorreihe von f um x0 konvergiert auf dem Intervall B
1

r(x0) = [x0  r, x0 + r]
gleichmässig gegen f , d. h.

∀ ]0,∞[∃m0  N0∀m  N0∀x  B
1

r(x0) : m ≥ m0 ⇒
Rm

f,x0
(x) = f(x) Tm

f,x0
(x)

 ≤ 

B: D   [S, S 6.5.6., S. 137]  P 4.58.

Bemerkungen. [̈ K  T  L  P-
]

• D A  S 5.43 ,   m- T  F
f   ̈,  m ̈ . W ̈  N̈Rm

f,0(x)
,  B  R,     ̈, 

m ̈    I m0 ,  nicht  P x ̈.

A 5.7   ̈  E  x0 = 0, ̈
  r.

• W S 5.43 ̈    T ̈  O
,   W    P  F 
 S   G  . D T 
   M  B  F.

• F x0 = 0,   S 5.43   B 5.42()  P
4.58 (P  ̈   B).

Beispiel. [̈ K  T  L  P]
W 


ck :=

1
k!


kN0

,   E f = . S x0  R
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 r  [0,∞[. G̈ B 5.42()   T    x0 
 

m

k=0

ex0

k!
(•  x0)

k



mN0



G̈ S 5.43   R   I B
1

r(x0) =

x0  r, x0 + r



̈  . I  

ex = (x) = 
m∞

m

k=0

ex0

k!
(x x0)

k =

∞

k=0

ex0

k!
(x x0)

k = ex0ex−x0 

D      A (K 3.43).

F S ,   m- T  F f  -
 ̈,  f   K Cm+1 . S I   I, f : I → R,
m  N0  x0, x  I .

Satz 5.44 (S  T, R  L). Wir nehmen an, dass f
(m+ 1)-mal dierenzierbar ist.

(i) Falls x0 < x, dann gibt es einen Punkt ξ ]x0, x[ so, dass

Rm
f,x0

(x) =
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x x0)

m+1 (5.50)

(ii) Falls x0 > x, dann gibt es einen Punkt ξ ]x, x0[ so, dass (5.50) gilt.

B: [S, S 5.5.1., S. 96]

D S   B T . (S A 5.8.)

Bemerkungen 5.45. [S  T, L  R]

• G̈ (5.49)  G (5.50), 

f(x) = Tm
f,x0

(x) +
f (m+1)(ξ)

(m+ 1)!
(x x0)

m+1

D G ,  f(x)   T  O
m+1  x0   S x  ,    A x0  ̈
A  f    ξ .
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A 5.8: B T, 1685–1731,  M.

• D D (5.50)  R  Lagrange-Form. D F  
J-L L . (S A 5.1.)

• I F m = 0  x0 < x   S,    ξ ]x0, x[  , 

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x x0)

D   A  M (S 5.15).

A  A  S 5.44 ̈   R   ̈. S

r ]0,∞[ ,  B
1

r(x0) =

x0 r, x0+r


⊆ I. W  ,  f   K

Cm+1 . W 

Cm := Cm,f,x0,r :=


B
1
r(x0)

f (m+1)


(m+ 1)!
17 (5.51)

D M    S ,  ̈ K 4.33  
F    M  M .

Korollar 5.46 (T̈, A̈ ̈  R). Es gilt

Rm
f,x0

(x)
 ≤ Cmx x0m+1, ∀x  B

1

r(x0) (5.52)

Beweis: D   S 5.44. 

Bemerkungen 5.47. [T̈, A̈ ̈  R]

17Für eine Funktion F : X → R verwenden wir hier die Notation maxX F := maxx∈X F (x) =
maxF (X).
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() W ,   F g : I → R  F f   P x0 
m- O ̈, 

f(x) g(x)

x x0m
→ 0 ̈ x → x0

W  ,  f Cm+1 . G̈ K 5.46  , 

f(x) Tm
f,x0

(x)


x x0m
=

Rm
f,x0

(x)


x x0m
≤ Cmx x0 → 0 ̈ x → x0 (5.53)

D T m- O  x0 ̈  F f   m-
O  x0. D U fTm

f,x0
,   R Rm

f,x0
,   F

 N̈. D F   O m + 1, . .,    
K  rm+1

x ̈, 

rx := x x0

  A  x0  x . Z B ̈  T-
  O  F     F. D T-
  O ̈  F     F,
.

() W  ,  f     F (Cm)mN0  0 .

A K 5.46  ,   T  f  B
1

r(x0) ̈
 f .

Beispiel. [T̈ ̈  E] W  f :=  :
R → R, m = 1, x0 = 0  r := 1. D ′ = ,  ′′ =    ̈
(5.51)

C1 := Cm=1,f=exp,x0=0,r=1 =


B
1
1(0)

  
2!

=
e

2
< 2

G̈ K 5.46 ̈    F  T̈   
O  x0 = 0,     N̈    0, ̈ 

ex  T 1
exp,0(x)

 ≤ C1x 02 ≤ 2x2

F̈  B  T̈  [S, B 5.5.1., S. 97].

I K  B 5.47()   T  F  A-
    F  ,   . F
B  .
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Beispiel 5.48. [T     F] W  
F

f : R → R, f(x) :=

ß
e−

1
x ,  x > 0,

0,  x ≤ 0

D F   

f (k)(0) = 0, ∀k  N0

(S [B03, 7.6 T-A, B 3, S. 277].) F̈  m  N0  
m- T  f  x0 := 0   

Tm
f,0 ≡ 0

D T

Tm
f,0


mN0

  ̈    F-

 0 : R → R. S     U  x0 = 0 
  F f . D    W  B 5.47(),  
 B  F (Cm)mN0   0 . E    
W  S 5.43,   F f    P  .

Bemerkung.

Lokale Extrema, kritische Punkte

I  U    K ̈,   F 
 P   E . D K   A 
S  T.

S n  N, X ⊆ Rn, f : X → R  x0  X.

Denition 5.49 (()  E). Wir nennen x0 eine  M-
  f g. d. w. es eine Umgebung U von x0 in X gibt so, dass

f(x) ≥ f(x0), ∀x  U \ x0

Wir nennen x0 eine   M  f g. d. w. diese Bedingung mit
≥ ersetzt durch > erfüllt ist.

Wir nennen x0 eine ()  M  f g. d. w. die analoge Bedingung
mit ≥ (>) ersetzt durch ≤ (<) erfüllt ist.

Wir nennen x0 eine ()  E  f g. d. w. x0 eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Maximalstelle ist.

Bemerkungen 5.50. [lokal, global ]
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() E E  lokal    P,     (̈
) U  P . E    E
x0  f  E  f   U  x0.

() I U    E global,    B   
 M . E  E  f    
 E  f . (S D (4.14).) D W global  
 K ,   ,        lokale
E .

Beispiele. [()  E]

• W   V f :=  : R → R   (5.19). J
P x0  R \ 0    M    M
 . (W ̈   U U?) D P x0 := 0   
 M    M  . (W?)

Bemerkung: J P x0 ]0,∞[   () M  .

• W   F

f : R → R, f(x) :=





0,  x = 0,
1,  x ] 1, 0[]0, 1[,
1, 

D P x0 := 0    M  f ,   ()
M.

F̈   B  [S, B 5.5.2. ), S. 99].

Bemerkung. [ M   E  S̈] I  P
  E  B  ,    L  -
  S  ,    E   L 
  M .

W    F n = 1. J  E  
F    P. D  T  A   S. S
U ⊆ R , f : U → R  x0  U  P,   f  .

Denition 5.51 ( P). x0 heisst  (oder ̈) P 
f g. d. w. die Ableitung von f in x0 verschwindet, d. h.

f ′(x0) = 0
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A 5.9: P  F, 1607–1665, ̈ M  J.

Satz 5.52 (()  E). (i) (Satz von Fermat über kritische Punk-
te) Falls x0 eine lokale Extremalstelle von f ist und f in x0 dierenzierbar ist,
dann ist x0 ein kritischer Punkt von f .

(ii) (hinreichendes Kriterium für striktes lokales Extremum) Wir nehmen an, dass
es eine  Zahl m  N gibt so, dass f m-mal dierenzierbar ist und

f (i)(x0) = 0, ∀i = 1,    , m 1, (5.54)

f (m)(x0) > 0 (f (m)(x0) < 0)

Dann ist x0 eine strikte lokale Minimalstelle (Maximalstelle) von f .

(iii) (notwendiges Kriterium für lokales Extremum) Wir nehmen an, dass x0 eine
lokale Extremalstelle ist und dass es eine  Zahl m  N gibt so, dass f
m-mal dierenzierbar ist und (5.54) gilt. Dann gilt f (m)(x0) = 0.

B: [S, K 5.5.1., S. 98].18 D B   S 5.44 (S 
T, R  L).

Bemerkungen. [()  E]

• A ()   P  F . S A 8.6. D A-
   ()  m = 1,  f ( U)  . F̈ m = 1 
 B (5.54) ̈ .

• F f ̈    19    ̈
A ,    T ((),())  S F:

18In diesem Korollar wird angenommen, dass f von der Klasse Cm ist. Der Beweis funktioniert
jedoch auch, falls f nur m-mal dierenzierbar ist.

19nämlich so oft, dass die betrachteten Ableitungen existieren
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D P x0    E  f . . .    x0

 A  f  O .

I  F  x0   M (M) . . . 
A  () .

Beispiele. [()  E]

• S f : R → R, f(x) := x2  x0 := 0. E  f(x) ≥ f(x0), ̈  x  R.
D  x0 = 0   M. D f   S 0 
,  0 ̈ S 5.52()   P  f , . . f ′(0) = 0. D 
    R.

• S n  N, f : R → R, f(x) := xn  x0 := 0. E 

f (k)(x) = n(n 1) · · · (n k + 1)xn−k, ∀k  1,    , n, x  R

(S Ü 10, ̈D  A.) D ,


f (k)(0) = 0, ∀k  1,    , n 1, f (n)(0) = n! > 0

F n  ,     S 5.52(),  x0 = 0   
M  f . F n  ,     K
 S 5.52(),  x0 = 0   E  f .

Bemerkung: D T   ,  R   K̈
, . .  E A.)-), M.)-), D), O.)-), K.),)  [S, 2.2 D
 Z] .

Bemerkungen 5.53. [(E-)T  P,   
K ̈,  A ̈]

() (E) S U ⊆ R , f : U → R  x0  U . M  (Extremum-
)Typ von x0 (bezüglich f)    E,  ()  M-
  ()  M  f  .

() ( K,  K ̈ T) S 5.52() 
 hinreichendes K ̈,  x0  T strikte lokale Minimalstelle
(strikte lokale Maximalstelle) . S 5.52()   notwendiges K-
 ̈,  x0  T lokale Minimalstelle   T lokale Maximal-
stelle .

() ( A ̈ T,   F) S m  N0. W  ,
 f m-    f (i)(x0) = 0 ̈  i = 1,    , m. W
  ,  f  (m + 1)-  . D  S
5.52  ̈  T  x0 . D S     F̈ .
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() ( A ̈ T,  F) W   ,  f 
    f (i)(x0) = 0 ̈  i  N. D  S 5.52
 ̈  T  x0 . D S     ̈  
F  F̈ .

G̈ B 5.53((),())  S 5.52   F̈  ̈
 E  P x0 . D  B ,  
 K   I  ,   ̈  T 
P x0  .

Beispiele 5.54. [ A ̈  T  P,  F]

() S f := 0 : R → R ( F)  x0 := 0. D  
B  B 5.53()  m = 0 ̈. (Ü̈ S !)
x0   T strikte lokale Maximalstelle.

() S f :=   V (   (5.19))  x0 := 0. D
  B  B 5.53()  m = 0 ̈. (Ü̈
S !) x0   T keine lokale Extremalstelle.

G̈ B 5.54((),()) ̈   K  B 5.53() 
m = 0    I  ̈  T   P x0

. Ä B   ̈   m  N0.

Beispiele 5.55. [ A ̈  T  P,  F]

() S

f : R → R, f(x) :=

®
e−

1
|x| ,  x ̸= 0,

0,  x = 0,

 x0 := 0. D   B  B 5.53() ̈. (D
  [B03, 7.6 T-A, B 3, S. 277].) x0  
T strikte lokale Minimalstelle.

() S

f : R → R, f(x) :=





e
1
x ,  x < 0,

0,  x = 0,

e−
1
x ,  x > 0,

 x0 := 0. D   B  B 5.53() ̈. (D
  [B03, 7.6 T-A, B 3, S. 277].) x0  
T keine lokale Extremalstelle.
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G̈ B 5.55((),()) ̈   K  B 5.53() 
  I  ̈  T   P x0 .
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D K  [B96, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.6]  [S, K 6, I-
]. D () I  F f : [a, b] → R   I (
V)  F̈   A (= x-A)   G  f .
H   F̈   . W ̈   I-
 I  ̈  i  I   (=  ) I
Ii ,  M


Ii
 i  I


 Z  [a, b] . F̈  i  I ̈

  P xi  Ii. W  dxi := Ii ̈   L̈ 
Ii. (D   D, . .   D,  E 
Ii.) I   I  f    S

 b

a

f(x) dx =


iI
f(xi)dxi

U  I  ̈  ,    T-
    L  I  I. (S
A 6.1.) W   I  T   
W. D    I   R-
F f   S  I  T,   
f . D I    G  I  F  T-
,      f ̈.

6.1 Bestimmtes Riemann-Integral: Denition und

Beispiele

D A  [B96, 4.1]  [S, 6.2]. D R-I 
 F f    B  I  T.
D B    . W   Indikatorfunktion A 
T A ⊆ R   (4.4).

235
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S I  ̈ I   : I → R.

Denition 6.1 (T).  heisst T g. d. w.  eine (endli-
che) Linearkombination von Indikatorfunktionen von Intervallen ist.

Bemerkung. D ,    Z k  N0, I I1,    , Ik ⊆ I 
Z c1,    , ck  R  , 

 =

k

i=1

ciIi  (6.1)

D I ̈ ,   - .

F H ̈  N Treppenfunktion. W  a  b ̈ 
   E  I. W  ,  a < b.

Hilfssatz 6.2 (C  T). Die Funktion  ist eine
Treppenfunktion g. d. w. es Zahlen ℓ  N0, a < x1 < x2 < · · · < xℓ−1 < b und
y1,    , yℓ  R gibt so, dass mit x0 := a, xℓ := b gilt:

 = yi auf ]xi−1, xi[, ∀i  1,    , ℓ (6.2)

D H   I  .

Bemerkungen. • D W     P x0,    , xℓ   .

• D B (6.2) ,   ̈   T . D ̈
 N Treppenfunktion.

Beispiel 6.3. [T]S a := 0, b := 4, I :=]0, 4[, k := 2, I1 :=]0, 2[,
I2 :=]1, 4[, c1 := 1  c2 := 2. D   T (6.1)  

 = ]0,2[ + 2]1,4[ =





1,  ]0, 1[,
3,  ]1, 2[,
2,  ]2, 4[

S A 6.1. D B (6.2)  H 6.2   ̈  ℓ := 3,
x0 := a, x1 := 1, x2 := 2, x3 := b := 4, y1 := 1, y2 := 3  y3 := 2. (E 
(x1 = 1) = 1, (x2 = 2) = 2.)

S I  ̈ I. U   I  T 
I  , ̈    H. F̈  I J 


J  := L̈  J

S k, k′  N0, I1,    , Ik, I
′
1,    , I

′
k′ ⊆ I I  c1,    , ck, c

′
1,    , c

′
k′  R.
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A 6.1: B:  F ]0,2[. G̈:  F 2]1,4[. R:  T-
  = ]0,2[ + 2]1,4[. S  ̈   T .

Hilfssatz 6.4 ( I  T). Falls

k

i=1

ciIi =

k′

i′=1

c′i′I′
i′
,

dann gilt
k

i=1

ciIi =
k′

i′=1

c′i′ I ′i′ 

S   : I → R  T. W  a  b ̈  E
 I .

Denition 6.5 ( I  T). Wir denieren das -
 I   als die Summe

SI := SI() :=

k

i=1

ciIi, (6.3)

wobei k  N0, I1,    , Ik ⊆ I Intervalle und c1,    , ck  R Zahlen sind so, dass

 =

k

i=1

ciIi 

Bemerkung. D I  , . . , k, I1,    , Ik, c1,    , ck 
(̈ D 6.1),    S  (6.3) ̈    W 
k, I1,    , Ik, c1,    , ck  (̈ H 6.4).
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Beispiel 6.6. [I  T] D I  T  =
1]0,2[ + 2]1,4[  B 6.3   

S]0,4[ = 1 · ]0, 2[+ 2 · ]1, 4[ = 1 · 2 + 2 · 3 = 8 (6.4)

W ̈  F   

 = 1]0,1] + 3]1,2[ + 2[2,4[ (6.5)

M  D  

S]0,4[ = 1 · ]0, 1]+ 3 · ]1, 2[+ 2 · [2, 4[ = 1 · 1 + 3 · 1 + 2 · 2 = 8,

  R   (6.4). M  D (10.8)    , 
  I    I  F̈   A  
G   . D D 6.5     I ̈.

J ̈  I ̈   F   I -
. S I  ̈ I  f : I → R  F. W 
a  b ̈  E  I.

Denition 6.7 ( R-I,  R-I). (i)
Wir denieren      (R-)I  f ( ̈ I) als


f :=



I

f := 

SI

 : I → R Treppenfunktion:  ≤ f

, (6.6)


f :=



I

f := 

SI

 : I → R Treppenfunktion:  ≥ f

 (6.7)

(ii) Wir nennen f (  R-) ( ̈ I) g. d. w.



I

f ≥


I

f (6.8)

In diesem Fall denieren wir das (   R-)I 
f ( ̈ I) als  b

a

f(x) dx :=



I

f :=



I

f (6.9)

D I   B R ,  A 10.1.

Bemerkungen. [R-I, -I]
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A 6.2: B R,  M, 1826–1866.

• F̈  F f : I → R 



I

f ≤


I

f

(S [S, B 6.2.2. ), S. 130].) G̈ ()  f  R-
 . . .  

I

f =



I

f

• DD (10.3)  (10.4) (   R-I) ̈
 I,    I  f ,   f    
 T ̈.

• G̈  G-P (P 1.23)    I (6.9) -
  H   V,  B 

 b

a

f(y) dy :=

 b

a

f(t) dt :=

 b

a

f(x) dx =



I

f

• D I


  L  A   B s
̈. E  ̈   B  W S. D -
  I,   I  F   S
.

J  R- F  ̈. U  B 
̈,      D 4.29 (B̈  T 
Rn).
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A 6.3: D F f  
T  ̈ k = 4.

A 6.4: D F f  
T  ̈ k = 4.

Denition 6.8 (B̈  F). Eine Funktion f : X ⊆ Rn → Rp

heisst ̈ g. d. w. das Bild von f beschränkt ist.

Bemerkung. D ,    C  [0,∞[  , 

∥f(x)∥ ≤ C, ∀x  X (6.10)

Bemerkung. J  R- F  ̈. (Ü̈
S !)

Beispiel 6.9. [I] Behauptung: D F

f : I := [0, 1] → R, f(x) := x,

  R-  R-I

 1

0

f =
1

2


Beweis: S k  N. W 

 :=

k−1

i=1

i

k
] ik ,

i+1
k [ : I → R

S  A 6.3. D   T,   ≤ f ̈. (Ü̈



6.1. BESTIMMTES RIEMANN-INTEGRAL: DEFINITION UND BEISPIELE 241

S !) G̈ (10.3)  


I

f ≥ SI (6.11)

=

k−1

i=1

i

k
·

ò
i

k
,
i+ 1

k

ï

=
1

k2

k−1

i=1

i

=
1

k2

(k  1)k

2
(̈ S 1.11)

=
1

2
 1

2k


D k  ,    (6.11), 


I

f ≥ 1

2
 (6.12)

S k  N. W 

 :=

k

i=1

i

k
] i−1

k
, i
k ]

: I → R

S  A 6.4. E ̈ A    , 


I

f ≤ SI =
1

2
+

1

2k


(Ü S  !) D k  ,  , 



I

f ≤ 1

2


I    (6.12) ,  , 



I

f ≥


I

f,

. .  B (6.8)  ̈. D  f  R- 


I

f =



I

f =
1

2


Beispiel 6.10. [-R- F] D F Q∩[0,1] : I :=
[0, 1] → R  ̈,   R-. S Ü 12.
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6.2 Eigenschaften der Riemann-Integration,

Integral mit vertauschten Grenzen

D A  [B96, 4.2]  [S, 6.1, 6.2, 6.3]. F S 
  E  R-I . I T ()
 S     D . S I, I ′ ̈
I ,  I ′ ⊆ I,  f : I → R  R- F. W
 a′  b′ ̈  E  I ′.

Denition 6.11 (I  ̈ F). Wir denieren

 b′

a′
f :=



I′
f :=



I′
f I′ 

Bemerkung. D I  , . . f J  R-. (S-
 S 6.12().)

S I  ̈ I.

Satz 6.12 (E  R-I). (i) (Treppenfunktion integrier-
bar) Jede Treppenfunktion  : I → R ist Riemann-integrierbar. Ihr Riemann-
Integral stimmt mit dem elementaren Integral wie in Denition 6.5 überein, d. h.



I

 = SI

(ii) (stetige und beschränkte Funktion integrierbar) Jede stetige und beschränkte Funk-
tion f : I → R ist Riemann-integrierbar.

(iii) Jede beschränkte monotone 1 Funktion f : I → R ist Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f, g : I → R Riemann-integrierbare Funktionen und c  R.

(iv) (Monotonie) Falls f ≤ g, dann gilt


I

f ≤


I

g (6.13)

(v) (Linearität) Die Funktionen cf und f + g sind Riemann-integrierbar und


I

cf = c



I

f, (6.14)


I

(f + g) =



I

f +



I

g (6.15)

1d. h. monoton wachsende oder fallende
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(vi) (Minimum, Maximum, Absolutbetrag) Die Funktionen f, g, f, g und
f  sind Riemann-integrierbar. Es gilt




I

f

 ≤


I

f  (6.16)

(vii) (Gebietsadditivität) Seien a, b, c  R so, dass a ≤ b ≤ c, und f : [a, c] → R. Die
Funktion f ist Riemann-integrierbar g. d. w. die eingeschränkten Funktionen
f [a,b] und f [b,c] Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall gilt

 c

a

f =

 b

a

f +

 c

b

f

B: ()    D  R-I,    T-

  := f ,  


I
f ≤


I
f .

(): [S, S 6.2.2., S. 132]

(): [S, S 6.2.1., S. 131]

(): [S, S 6.3.1., S. 135]

(): [S, S 6.3.2., S. 135]

(): [DK04, T 6.2.8, . 428]

(I F,  I   f  ,   U (10.16)   [S,
K 6.3.1., S. 137].)

(): [S, S 6.3.3, S. 138] (D f R- ,  f [a,b]  f [b,c]
R- ,    D  R-I, -
   T ̈ f [a,b]  f [b,c]  T ̈ f -
.)

Bemerkungen. [R-I]

• (): I   I  F  I ( V) 
F̈   A   G  F. G̈ B
6.6   elementare I  T    D
6.5   I ̈. W ()   Riemann-I 
    I ̈. D  D 6.7 (R-
I, -I).
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• (): D f ≤ g,   F̈   G  f   F̈  
G  g .2 I  


I
f ≤


I
g, . .  A 

(). (W    B  I  F̈  .
D    A 2 .)

• (): W   M

V :=

R- F  I  R



 punktweise Skalarmultiplikation  punktweise Addition  V   A-


• : R×V → V, •(c, f) := cf, (cf)(x) := c·(f(x)), + : V×V → V, +(f, g) := f+g (f+g)(x) := f(x

D T (V,+, •)   V. (S  V Lineare Algebra.)
W  Integration über I   A



I

: V → R,


I

(f) :=



I

f

A () ,  I ̈ I  , . .  B
(5.4) ̈. D    T,  A   S x0 
. (S B 5.11().)

• (): H    D 6.11.

S 6.12   B ̈ R- F   ̈
 B  I. F̈  M X   Z c  R  
 F  X ,    c , 

cX : X → R, cX(x) := c (6.17)

Beispiele. [R-I, E]

• W   F

f : I := [0, 1] → R, f(x) := 1 + 2x

Behauptung: D F  R- 

 1

0

f = 2

2Wir nehmen hier an, dass f ≥ 0.
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Beweis: D F 1I   T. G̈ S 6.12()  -
:

1I  R-,



I

1I = SI1I = 1 · [0, 1] = 1 (6.18)

G̈ B 6.9   F [0, 1] ∋ x → x  R, R-
  1

0

x dx =
1

2


G̈ S 6.12() (L̈)    F [0, 1] ∋ x → 2x  R,
R- 

 1

0

2x dx = 2 · 1
2
= 1

M (6.18)  S 6.12() (L̈)  ,   F f
R-  

 1

0

f =

 1

0

(1 + 2x)dx = 1 + 1 = 2

D   B.

• W   F

f : I := [1, 1] → R, f(x) :=

ß 1, ̈ x ≤ 0,
x, ̈ x > 0

™

Behauptung: D F  R- 

 1

−1

f = 1

2


Beweis: D F f [−1,0] = (1)[−1,0]   T  

R- 
 0

−1
(1)[−1,0] = (1) · [1, 0] = 1. G̈ B

6.9  f [0,1] = [0,1] R-  I
 1

0
f =


[0,1]

f [0,1] =
1
2
. M S 6.12() (G̈)  ,   F f

R-  

 1

0

f =

 0

−1

f +

 1

0

f = 1 +
1

2
= 1

2


D   B.
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• Behauptung: D F3

f : [0, 1] → R, f(x) := e−x2

 R- 

0 ≤
 1

0

e−x2

dx ≤ 1

Beweis: D  F   ̈ ,   ̈ S 6.12()
R-. D f ≤ 1[0,1],   S 6.12() (M), 

 1

0

e−x2

dx ≤
 1

0

1[0,1] = 1 (6.19)

E  A ,  0 ≤
 1

0
e−x2

dx. D   B.

Bemerkung: D F f   E̈  gaußschen Glockenkurve
  I [0, 1].

• Behauptung: D F

f :]0, 1], f(x) := 


1

x


,

 R- 


 1

0




1

x


dx

 ≤ 1

Beweis: D  F   ̈ ,   ̈ S 6.12()
R-. G̈ S 6.12()   F ]0, 1] ∋ x →



1
x

 
R  R- 


 1

0




1

x


dx

 ≤
 1

0



1

x

 dx

≤
 1

0

1[0,1] (̈ S 6.12(), M)

= 1

D   B.

Bemerkungen. [A̈ ̈  I,  I]

3Wir verwenden hier die Konvention e±xk

:= e(±xk), also nicht (e±x)k = e±kx.
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• E   F ̈  F x →
 x

0
e−y2dy. T  

,  f     A̈ (6.19) ̈  I .

• W ̈  I numerisch ̈ . E  -
 I   linke Rechteckregel. B  V
̈   I    R . S A-
 6.8.4   V Numerische Methoden (ITET, 4. S)
 Numerical Methods for CSE (RW, 3. S).

I H  D-  I (S 6.15)   
̈ I   I   G . D
   .

Denition 6.13 (I   G). Seien a, b  R mit a < b und
f : [a, b] → R Riemann-integrierbar. Wir denieren das Integral

 a

b

f := 
 b

a

f

Bemerkung 6.14. [I  G, G̈] I
   ,    G . D 
F. S a, b, c  R  f :


a, b, c,a, b, c


→ R  R-

 F. D 

 c

a

f =

 b

a

f +

 c

b

f

D   S 6.12() (G̈). (Ü̈ S !)

6.3 Hauptsatz der Dierential- und

Integralrechnung, Stammfunktion

DA  [B96, 4.2]  [S, 6.3]. D H D-
 I  ,  A  I   
P . G ,    H  R-I -
 F f ,     I  . D I
  F   V̈. D  T  H ,
  A  I   ̈ F f .

D  T  H ,   I (   G-
)  A  F F  F   W  F   
I .
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E S  F f   F F ,  A  f .
G̈   T  H    I  F
f   U  W  S F  f   I-
. D  T  H     W 
B   I.

S a, b  R ,  a < b. W 

I := [a, b]

Satz 6.15 (H  D-  I). (i) (erster Hauptsatz)
Seien c  I und f : I → R eine Riemann-integrierbare Funktion. Wir denieren

F : I → R, F (x) :=

 x

c

f (6.20)

Sei x  I eine Stetigkeitsstelle von f . 4 Dann ist F an der Stelle x dierenzierbar
mit Ableitung

F ′(x) = f(x)

(ii) (zweiter Hauptsatz = Formel von Newton und Leibnitz) Sei F : I → R eine
dierenzierbare Funktion, deren Ableitung Riemann-integrierbar ist. Dann gilt

 b

a

F ′ = F (b) F (a)

B: [W97, ,  H, S. 259]

W  A ()  S. 250 .

F̈ ()  F,  f   I  ,   [S, S 6.3.4., S. 139].

F̈ ()  F,  F ′  ,   [S, K 6.3.4., S. 140].

D S   I N  G W L . (S
A 0.1  0.2.)

Bemerkungen. [H  D-  I]

• (): I F x < c   I
 x

c
f   D 6.13 .

• (): F̈ x = a    Dierenzierbarkeit an der Stelle a  rechtsseitige
Dierenzierbarkeit an der Stelle a   F ′(a)   A F ′

+(a)
(  D 5.9). A  ̈ x = b.

4Damit meinen wir, dass f an der Stelle x stetig ist.
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Beispiele 6.16. [H  D-  I]

() E H: W 

a := 0, b := 1, f : I := [0, 1] → R, f(x) := 1

D F    ̈. G̈ S 6.12()   
R-. S  V  S 6.15() (H-
) ̈. W 

F : I → R, F (x) :=

 x

0

1I =

 x

0

1 dy

G̈  A  S 6.15()   F   A-


F ′(x) = f(x) = 1, ∀x  I (6.21)

W ̈    . G̈ D 6.11  S 6.12() 
̈

F (x) =



[0,x]

1I [0,x] = 1 · [0, x] = x

G̈ B 5.3()   F   A F ′ ≡ 1.
D   (6.21) ̈.

() Z H: W 

a := 0, b := 1, F : I := [0, 1] → R, F (x) := x

D F    F ′ ≡ 1. D F F ′   R-
. G̈ S 6.15() ( H)  

 1

0

F ′ = F (1) F (0) = 1 0 = 1

W ̈    . D F ′ ≡ 1,  ̈
 1

0
F ′ =

 1

0
1 = 1.

S X  T  R ,   P x0  X  U  X ,
    - I .

Bemerkung 6.17. E   K I   I,  V-
  X  ,   V     E 
I kein I .

S f : X → R.
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Denition 6.18 (S). Eine S ̈ f ist eine dierenzierbare
Funktion F : X → R so, dass

F ′ = f

Bemerkungen 6.19. [I, S  H] W  , 
f   ̈ .

() D F f   S F . I F,  X = I  I
,  ̈ ̈   H ̈  c  I  F F (x) := x

c
f  S  f . I   S   

 H   I  I ,  I  K  
B 6.17 .

() S a, b  R ,  a < b, f : [a, b] → R R-  F 
S  f . G̈   H 

 b

a

f =

 b

a

F ′ = F (b) F (a)

W ̈  I
 b

a
f   H  S F .

Beispiel 6.20. [I  H  S ] W 

a := 0, b := 1, f : [0, 1] → R, f(x) := 2xex
2



U  I
 1

0
f  ,   ,   F

F : [0, 1] → R, F (x) := ex
2

,

 S  F . (Ü̈ S !) G̈ B 6.19() 
  1

0

f = F (1) F (0) = e1  e0 = e 1

Beweis des Satzes 6.15(i) (erster Hauptsatz): S x0  I  S
 f .

Fall: x0 ]a, b[: S  ]0,∞[. D f  x0  ,     ]0,∞[ , 

∀y  I : y  x0 ≤  ⇒
f(y) f(x0)

 ≤  (6.22)
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S x  I ,  x x0 ≤   x ̸= x0. E 

F (x) F (x0)

=

 x

c

f 
 x0

c

f

=

 x

x0

f (̈ S 6.12() (G̈)  B 6.14), (6.23)


 x

x0

f  f(x0) · (x x0)



=


 x

x0

(f  f(x0))

 (̈ S 6.12((),()), I  T, L̈)

≤
 x

x0

f  f(x0)
 (̈ S 6.12())

≤
 x

x0

 (̈ (6.22)  S 6.12(), M)

= (x x0) (̈ S 6.12((),()), I  T), (6.24)


F (x) F (x0)

x x0

 f(x0)

 =


 x

x0
f  f(x0) · (x x0)

x x0

 (̈ (6.23))

≤  (̈ (6.24)).

E ,  F   S x0    A

F ′(x0) = f(x0)

D  S 6.15()  F,  x0 ]a, b[. D F x0 = a  b  
 . 

A  H  D-  I ,  I 
A (= D)   O ,   S.
S n, p  N, X ⊆ Rn  Y ⊆ Rp. W 

C(X, Y ) :=

 F  X  Y


, C(X) := C(X,R)
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S I  I   L̈  c  I. W 5

C1(I ; c) :=

  F F : I → R : F (c) = 0


,

Dc : C
1(I ; c) → C(I), Dc(F ) := F ′,

c

: C(I) → C1(I ; c),



c

(f) :=

 •

c

f (6.25)

Bemerkungen. • W  

c
(f)(x) :=

 x

c
f .

• F̈ f  C(I)  x  I ,  x < c, 
 x

c
f   D 6.13 .

• S f  C(I)  x  I ,  x ≥ c. D f    [c, x] 
,   E̈ f [c,x]  M   M. D 
f [c,x] ̈. G̈ S 6.12()  f [c,x]  R-. D
A

 x

c
f   .

G̈   H  F :=
 •

c
f   A F ′ = f .

D f  ,   F  C1(I). E  F (c) =
 c

c
f = 0. A ,  •

c
f = F  C1(I ; c).

D A (6.25)   , . .,     C(I) 
  W  C1(I ; c) .

Korollar 6.21 (I  A  ). Sei c  I. Es gilt

Dc ◦


c

= C(I), (6.26)


c

◦Dc = C1(I;c)  (6.27)

Bemerkungen. • D , 

Dc


c

(f)


= C(I)(f) = f, ∀f  C(I),



c

(Dc(F )) = C1(I;c)(F ) = F, ∀F  C1(I ; c)

• E ,  Dc 

c
   U  ,

. .

D−1
c =



c

,

 −1

c

= Dc 

5An den Endpunkten von I fordern wir einseitige Dierenzierbarkeit und betrachten einseitige
Ableitungen.
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Beweis des Korollars 6.21: A   H (S 6.15()) , 

Dc ◦


c

(f) = Dc


c

(f)


= f, ∀f  C(I), . . Dc ◦



c

= C(I), (6.28)

. . (6.26). S  F  C1(I ; c)  x  I. A   H (S
6.15())  a, b   c, x , 



c

(Dc(F ))(x) =

 x

c

F ′ = F (x) F (c) = F (x),

 F (c) = 0. D , 



c

◦Dc(F ) =



c

(Dc(F )) = F

E ,  

c

◦Dc = C1(I;c),

. . (6.27). D  K 6.21. 

6.4 Unbestimmte Integration, Umkehrung des

Ableitens

D A  [B96, 4.2]  [S, 6.1]. S f  F,  
S F0 . D unbestimmte Integral  f   M  S-
  f . E    F  F F0+C,  C  lokal
konstante F . A   I   
P.

S X  T  R ,   P x0  X  U  X ,
    - I . S f : X → R  F,  
S .

Denition 6.22 ( I). Wir denieren das  I
 f als die Menge der Stammfunktionen von f ,


f :=


Stammfunktion von f


 (6.29)

Bemerkungen 6.23. [ I, S, Z  
 I]
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() (S) S A  A  x ,  x → A  F .
W 


Adx :=


f,  B


x dx :=


p1,  p1 : R → R, p1(x) := x

B  S   K,   D 
f  ̈̈    Z  f  R . Z B
  D ̈ A := x  R   ̈ A := 1

x


R \ 0.

() (T unbestimmtes Integral) W   I  f  
G c  ̈  G, . .

 •

c
f   (6.25). F f

 , 
 •

c
f ̈   H  S  f . D

  T unbestimmtes Integral ̈  M  S.

() (  I) D  I    B 
S,    B  A . I 
I     I . M   I 
    I   D 6.7(). D  G ̈
 T unbestimmtes Integral   N


f    () 

Z 
 •

c
f . (I

 •

c
f  ̈  x  I   I

 x

c
f

.)

() (S ̸⇒ I) N  S  F f  
F

 •

c
f . Z B  ̈ f = 0I  F 1I  S,  •

c
0I = 0I ̸= 1I , ̈  c  I .

I B 6.23    F . S n, p  N,
X ⊆ Rn, Y ⊆ Rp  C : X → Y .

Denition (() K). (i) Die Funktion C heisst  g. d. w. es ein
y0  Y gibt so, dass C(x) = y0, für jedes x  X.

(ii) Die Funktion C heisst   g. d. w. es für jeden Punkt x0  X eine
Umgebung U von x0 in X gibt so, dass C auf U konstant ist. Wir denieren die
Mengen

C := CX :=

konstante Funktion von X nach R


, (6.30)

Cloc := CX
loc :=


lokal konstante Funktion von X nach R


 (6.31)

Bemerkung. E E  lokal,     (̈ )
U  P . E   F   . . . 
  U  P  . (V S  B 
B 5.50().)
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S X  T  R ,   P x0  X  U  X ,
    - I . S I  K I   B
6.17.

Bemerkung 6.24. [T lokal konstant, C  K]E
F C : X → R     ,    F  Z-
 (cI)II  R  , 

C = cI  I, ∀I  I

Beispiele 6.25. [ K]

() W   F,    k  N0   I I1,    , Ik
 ,  I =


I1,    , Ik


,  X =

k
i=1 Ii. D  C : X → R 

  ,   Z c1,    , ck  R  , 

C = ci  Ii, ∀i  1,    , k

D   B 6.24.

() W   F k = 1. D  I := X =
1

i=1 Ii = I1  I.
E F  I R     ,    .

() G̈ ()   F C : R \ 0 → R    ,  
Z c±  R  , 

C =

ß
c+  ]0,∞[,
c−  ]∞, 0[

Bemerkungen 6.26. [D   I   
S    F] W ̈   I-
  F   S   ̈. F̈  F-
 F0 : X → R   M F  F  X  R  

F0 + F :=

F0 + F,

F  F

 (6.32)

S  f : X → R  F  F  S  f . D 


f = F + Cloc =

F + C

C  Cloc

 (6.33)

D    L̈  A  K 5.16() (M). (S
[S, S 6.1.1, S. 117].) D I ⊇  (6.33) ,  ̈  S-
 F  f     F C  S F + C 
 S  f . D  I ⊆ ,    
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S F  G  f     F C 
(. . G F = C).

W   ,  X =: I  I  L̈ . G̈ B
6.25() 

CI
loc = C = CI =


 F  I  R




G̈ (6.33)  


f = F + Cloc = F + C =

F + C

C  C

 (6.34)

D  F C    R  Integrationskonstante. D I-
 ⊇  (6.34) ,  ̈  S F  f   
F C  S F +C   S  f . D 
I ⊆ ,     S  f   
F C .

Beispiele 6.27. [ I]

() F̈  M X   c  R     (6.17) cX : X → R ̈ 
F,    c . W    F f :=
1R : R → R. D F F := p1 : R → R, p1(x) := x,   S
̈ 1R. D  ̈ (6.34), 


1 dx =


1R = p1+C =


p1+C

C : R → R 

=


x → x+ c

 c  R



(6.35)

() W   F

f = p−1 : R \ 0 → R, p−1(x) := x−1 =
1

x


D F F :=  ◦ •  : R \ 0 → R   S ̈ p−1. D
  H  K. (Ü̈ S !) D  ̈ (6.33),



1

x
dx =


p−1 =  ◦ • + Cloc =


 ◦ • + C

C : R \ 0 → R  


=

ß
x →

ß
 x+ c+,  x > 0,
(x) + c−,  x < 0

 c±  R
™

̈ B 6.25()

Z B  

x →

ß
 x+ 1,  x > 0,
(x),  x < 0





1

x
dx
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Bemerkung 6.28. [N ̈   I] S f  F 
F  S  f . D  I    F + Cloc
  A + c ,  A  A  x   c Integrationskonstante
 . Z B  :




1

x
dx =  x+ c

D    G̈ ̈:

• D A  x   F,   Z (̈  
x).  x    F F : R \ 0 → R, F (x) :=  x 
.

• E  S  F x → 1
x
,    F x →  x+c

 c  R . (S B 6.27().) E  S ̈
x → 1

x
  F


x →  x


+ C ̈    F C :

R \ 0 → R.

• D  I  x → 1
x
    S

 F,   Menge aller Stammfunktionen, . .


1

x
dx =

ß
x →

ß
 x+ c+,  x > 0,
(x) + c−,  x < 0

 c±  R
™


(S B 6.27().)

Bemerkung. [ D   I] N ̈  -
,   I  f   F  ,  F 
S  f . D P   V ,    -
6 S  f . W ̈   A  ̈ 

f  S  f = F ̈. D B   S-
  ̈. E    ̈,  ̈  f  g 
 (f + g) ̸=  f +  g, ,     . A  G̈  
  I


f    Menge aller S 

f .

U I  . U   ̈,  X  T  R ,
  P x0  X  U  X ,     -

6Mit ausgezeichnet meinen wir speziell oder bevorzugt.
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I . W ̈  K I   B 6.17. W 
X :=

 I =


II I , Cloc   (6.31), F0 + F   (6.32) 

V :=

F + Cloc

F : X → R 

,

W :=

f : X → R

 ∃F : X → R : F ′ = f



F̈ F   A +  S ·  
 (5.10,5.11). D T (W,+, ·)   () V. S

c  R, F ,G  V

W 

cF := c · F := cF + Cloc, (6.36)

F + G := (F +G) + Cloc, (6.37)

 F  F  G  G  . D T (V,+, ·)   V. W
   Ableiten ( Dierentiation) induzierte Abbildung   A-


D : V → W, D(F) := F ′ := F ′, (6.38)

 F  F  .

Bemerkung. D(F)  , . . ̈    W  F .

W  unbestimmte Integration   A


: W → V (6.39)

  (6.29).

Satz 6.29 (A,  I: L̈, U  A). (i)
Die durch Ableiten induzierte Abbildung D (wie in (6.38)) und unbestimmte In-
tegration


(wie in (6.39)) sind lineare Abbildungen.

(ii) Die durch Ableiten induzierte Abbildung und unbestimmte Integration sind invers
zueinander, d. h.


◦D = V , d. h.


(D(F)) =


(F ′) = F , ∀F  V, (6.40)

D ◦


= W , d. h. D


(f)


=


f

′
= f, ∀f  W (6.41)
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Bemerkung. E A T   V̈   . . . 
(5.4) ̈. F̈


 ,  ̈  f, g  W  c  R , 


cf = c


f, (6.42)


(f + g) =


f +


g, (6.43)

   S   (6.36,6.37)  .

Beweis des Satzes 6.29: ()   B 5.11() (L̈  A).
(Ü̈ S !)

(): D G (6.40,6.41)   D 6.22. D  S 6.29. 

Bemerkungen. • A () ,  D 


   U-
  , . .

D
−1

=


,

 −1

= D

A  G   E   I  anti-
dierentiation .

• I G  K 6.21  A ()  S 6.29  A 
̈ A,   I. (V  B 6.23().)

Beispiele. [ I: L̈, U  A] F̈ 
k  N0    k- P 

pk : R → R, pk(x) := xk (6.44)

• (L̈) W 

(p1 + p0). G̈ B 5.12()  p′k+1 = (k +

1)pk,  
(k + 1)pk = pk+1 + Cloc

M S 6.29() (L̈)  , 


(p1 + p0) =

 
1

2
2p1 + p0


=

1

2


2p1 +


p0 =

p2
2

+ p1 + Cloc

W ̈     V x   :


(x+ 1)dx =


x → x2

2
+ x


+ Cloc
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• (U  A) W  X = R. W ̈̈ S 6.29(),
G (6.40), ̈ F := Cloc = C: E 


(DC) =


0 = 0 + C = C,

 . W ̈̈ (6.41) ̈ f := 1R: E 

D


1R


= D(p1 + C) = p′1 = 1R,

 ̈.

6.5 Partielle Integration, Anwendung: Darstellung

von π
2 als Wallissches Produkt

D A  [B96, 4.3]  [S, 6.1]. P I  
 I. S X  T  R ,   P x0  X
 U  X ,     - I . S F0 :
X → R  F. W 

F0 + F :=

F0 + F

F  F


  (6.32). S F  K  F  X ,   
F F : X → R  ,  F = F + Cloc. W 

F := F + Cloc =

 F + C

C  Cloc

, (6.45)

 F  F  . W 

F0  F := F0 + (F) = (F0  F ) + Cloc, (6.46)

 F  F  . S u, v : X → R F.

Satz 6.30 ( I). Falls u, v dierenzierbar sind und u′v eine Stamm-
funktion besitzt, dann besitzt uv′ eine Stammfunktion, und es gilt


uv′ = uv 


u′v

Bemerkung. D  S    (6.46,6.45)  F0 := uv  F :=

u′v

.
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Beweis des Satzes 6.30: W ̈  S G ̈ u′v. D 
G 


u′v   ̈ (6.45)

G+ Cloc = 


u′v (6.47)

G̈  P ̈  A (S 5.10()) 

(uv)′ = u′v + uv′ = G′ + uv′, . . (uv G)′ = uv′,

. ., F := uv G   S ̈ f := uv′. G̈ (6.33)  


uv′ = (uv G) + Cloc

= uv + (G+ Cloc)

= uv 


u′v ( (:- ’,6.46)).

D  S 6.30. 

Beispiele 6.31. [ I]W  X = R   pk : R →
R, pk(x) := xk.

() Problem: M 

xexdx.

Lösung: W  u := p1, v :=  : R → R. E  v′ = ′ =  



xexdx =


p1 

=


p1 

′ (6.48)

= p1 


p′1  (̈ S 6.30,  I) (6.49)

= p1 


1R · 

= p1 (+C) ( CR
loc = CR =: C)

= (p1  1R) +C (6.50)

=

x → (x 1)ex


+ C

() Problem: M 

x2exdx.



262 KAPITEL 6. INTEGRATION AUF R

L̈: W  u := p2, v :=  : R → R. E 


x2exdx =


p2 

′

=p2 


p′2  (̈ S 6.30,  I), (6.51)


p′2  =


2p1 

=2


p1 

(̈ L̈   I, S 6.29()

=2

(p1  1R) +C


(̈ (6.50))

=2(p1  1R) +C (̈ (6.36)), (6.52)
x2exdx =p2 


2(p1  1R) +C


(̈ (6.51,6.52)

=

p2 2(p1  1R) 


+ C (̈ (6.46))

=

p2  2p1 + 2R


+C

=

x →


x2  2x+ 2


ex

+ C

U  I  ,    I  -
, ̈  (6.49)  (6.51).

Bemerkungen 6.32. [N, E  G, Z  -
   I]

() I B 6.31() ̈   


xexdx = (x → xex)


1 · exdx = (x → xex  ex) + C

H    F   H  A̈,  x
.

() S a, b  R  a < b, I := [a, b]  F  K  F 
F F = F + C  F : X → R. W  F mit eingesetzten Grenzen 
 Z

F ba := F ba := F (x)bx=a := F (b) F (a), (6.53)

 F  F  . D A F ba  , . .  
S  (6.53) ̈    W  F . D    T,
    F  F    K .
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() S  f : I := [a, b] → R  R- F. G̈ (6.29)



f  M  S  f . S F 


f , . .  S-

  f . M  D (6.53) , 


f


b

a

= F (b) F (a)

=

 b

a

f (̈   H, S 6.15()).

D Z

f
b
a
     I  f (  D

6.7) ̈.

Beispiel 6.33. [ I   P  K,  I-
] F̈  n  N0  

In :=

 π
2

0

n  (6.54)

W  

a0 :=
π

2
,

aℓ := aℓ−1
2ℓ 1

2ℓ
, ℓ  N, (6.55)

 am =
π

2

m

ℓ=1

2ℓ 1

2ℓ
=

π

2
· 1
2
· 3
4
· · · 2m 1

2m
, ∀m  N0 (6.56)

Behauptung: F̈  m  N   A

P (m) :=I2m = am

E    B

 π
2

0

2 = I2 = a1 =
1

2
a0 =

1

2
· π
2
,

 π
2

0

4 = I4 = a2 =
3

4
a1 =

3

4
· 1
2
· π
2


Beweis: W  I.

Induktionsverankerung: F̈ m = 0  I(0) =
 π

2

0
0 = π

2
= a0. D  P (0)

.
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Induktionsschritt: W 

Jk :=


2k  (6.57)

S k  N0 ,  P (k) . M  I (S 6.30)  u := 2k+1,
v :=   

Jk+1 =


2(k+1)

=


uv′

= uv 


u′v

= 2k+1 


(2k + 1) 2k( ) , (6.58)


2k 2 =


2k


1 2)



= Jk  Jk+1, (6.59)

Jk+1 = 2k+1 +(2k + 1)

Jk  Jk+1


( (6.58,6.59)) (6.60)

E 

I2k+2 =

 π
2

0

2k+2 ( (6.54))

= Jk+1
π
2
0 (̈ B 6.32())

= 2k+1 
π2
0
+ (2k + 1)


Jk

π
2
0  Jk+1

π
2
0


(̈ (6.60))

= 2k+1
π
2




π
2


 2k+1 0  0 + (2k + 1)I2k  (2k + 1)I2k+2,

 I2k+2 =
2k + 1

2k + 2
I2k

M  I P (k) (I2k = ak)   T 2k+1
2k+2

ak = ak+1

( (6.55))  , 

I2k+2 = ak+1,

. .  I P (k + 1) . D   I .

M I ,  ̈  m  N0  A P (m)  . D 
 B.
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Beispiel 6.34. [ I   P  K, 
I] W  

b0 := 1,

bℓ := bℓ−1
2ℓ

2ℓ+ 1
, ℓ  N, (6.61)

 bm = 1 ·
m

ℓ=1

2ℓ

2ℓ+ 1
=

2

3
· 4
5
· · · 2m

2m+ 1
, ∀m  N0 (6.62)

E  B 6.33  A , 

I2m+1 =

 π
2

0

2m+1 = bm, ∀m  N0 (6.63)

E    B

 π
2

0

1 = I1 = b0 = 1,

 π
2

0

3 = I3 = b1 =
2

3
· 1,

 π
2

0

5 = I5 = b2 =
4

5
· 2
3
· 1

F S   F ̈  K π. E   A 
B 6.33  6.34. F̈  n  N0  

cn :=

n

ℓ=1

(2ℓ)2

(2ℓ 1)(2ℓ+ 1)
=

2 · 2
1 · 3 · 4 · 4

3 · 5 · · · (2n)(2n)

(2n 1)(2n+ 1)


Satz 6.35 (W P). Die Folge (cn)nN0 konvergiert gegen π
2
, also

π

2
= 

n∞
cn =

2 · 2
1 · 3 · 4 · 4

3 · 5 · · · (6.64)

D S   J W . S A 6.5.

Bemerkung. [W P] D S   F ̈ π. F  
 P (6.64)   S n  N0 ,    
P,  π

2
̈.
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A 6.5: J W, 1616–1703,  M.

Beweis des Satzes 6.35: S n  N. W 

In :=

 π
2

0

n

  (6.54). A

0, π

2


,  0 ≤  ≤ 1  

n+1 ≤ n ≤ n−1  (6.65)

S m  N. A (6.65)  n := 2m  M  I (S 6.12())
, 

I2m+1 =

 π
2

0

2m+1 ≤
 π

2

0

2m =≤ I2m ≤ I2m−1,

 1 ≥ I2m+1

I2m

≥ I2m+1

I2m−1

=
bm
bm−1

( (6.63))

=
2m

2m+ 1
( (6.61))

→ 1 ̈ m → ∞

D , 
I2m+1

I2m
→ 1 ̈ m → ∞ (6.66)
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E 

cm =

m

ℓ=1

(2ℓ)2

(2ℓ 1)(2ℓ+ 1)

=

π

2

m

ℓ=1

2ℓ

2ℓ+ 1

π

2

m

ℓ=1

2ℓ 1

2ℓ

=
π

2
· bm
am

(̈ (6.56,6.62))

=
π

2
· I2m+1

I2m
(̈ B 6.33  B 6.34).

M (6.66)  , 

(cm)mN0 →
π

2


D  S 6.35. 

Bemerkung. [B  0 = 1 (?)   I]W ̈, 
 I   I. M     I-

 
 π

2

0
n ,   ,  0 = 1. (?) D 

  F

u :=
1


, v :=  

E 

u′(x) =  1

( x)2
′(x) =  1

( x)2x
, (6.67)

v′(x) = ′(x) =
1

x
, (6.68)
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I :=


1

( x)x
dx

=


uv′ ( (6.68))

= uv 


u′v (̈ S 6.30 ( I))

=
1


+


1

( x)2x
 x dx

= 1 + I,

 I = 1 + I. D ,  0 = 1,  .

F: I  A ? F ,     F?

6.6 Substitutionsregel, Anwendungen:

gewöhnliche Dierentialgleichung erster

Ordnung, Trennung der Veränderlichen

D A  [B96, 4.3, 4.6]  [S, 6.1].

6.6.1 Substitutionsregel

I T 6.70  S   V̈  M  F
  F . D V̈    . S X, Y ⊆ R,
F : X → Y   G  F  F G + CY

loc, ̈  F
G : Y → R. W   Verknüpfung von F mit G   M

G ◦ F := G ◦ F + CX
loc, (6.69)

 G  G  .

Satz 6.36 (S). (i) (bestimmte Integration) Seien I ein oenes In-
tervall, F  C1(I,R), g  C(F,R) und x0, x1  I. Es gilt

 x1

x0

(g ◦ F )F ′ =

 F (x1)

F (x0)

g (6.70)

(ii) (unbestimmte Integration) Sei X eine Teilmenge von R so, dass jeder Punkt
x0  X eine Umgebung in X besitzt, die ein oenes oder halb-oenes Intervall
ist. Sei Y ebenfalls eine solche Menge. Seien F : X → Y dierenzierbar und
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g : Y → R eine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt. Dann besitzt die
Funktion (g ◦ F )F ′ eine Stammfunktion, und es gilt


(g ◦ F )F ′ =


g


◦ F, (6.71)

wobei die rechte Seite wie in (6.69) deniert ist.

Bemerkung. [S] D G (6.70) , 

 x1

x0

g(F (x))F ′(x) dx =

 F (x1)

F (x0)

g(y) dy

F  ,   F (x)   V y    G̈
F ′(x) dx   D dy  (. . ) ̈. I 
 ,  F ′ = dy

dx
.

Beweis des Satzes 6.36: (): G̈   H (S 6.15())  g
 S G. E 

 x1

x0

(g ◦ F )F ′ =

 x1

x0

(G ◦ F )′ ( g = G′   K, S 5.13)

= (G ◦ F )x1
x0

(̈   H, S 6.15())

= GF (x1)
F (x0)

=

 F (x1)

F (x0)

g ( G′ = g    H).

D  (). A ()     A. D  S
6.36. 

Beispiele 6.37. [S]

() Problem: M 
 3

2
ex

2
2x dx.

Lösung: W 

F := p2 : [2, 3] → R, p2(x) := x2, g :=  : F = [4, 9] → R
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E 
 3

2

ex
2

2x dx =

 3

2

( ◦p2)p′2

=

 p2(3)=9

p2(2)=4

 (̈  S, S 6.36())

=  94
= e9  e4

Bemerkung: W ̈  R   H  V  
. M  S F (x) := x2 = y, F ′(x) = 2x = dy

dx
(x) 


 3

2

ex
2

2x dx =

 9

4

eydy

= ey9y=4

= e9  e4

() Problem: M 


2x
x2+1

dx.

Lösung: W 

X := R, Y :=]0,∞[, F : X → Y, F (x) := x2+1, g := p−1 : Y → R, g(y) =
1

y


E  F ′(x) = 2x  


2x

x2 + 1
dx =


(g ◦ F )F ′ (6.72)

=


g


◦ F (̈  S, S 6.36())

(6.73)

=  ◦F + CX
loc (6.74)

=

x → (x2 + 1)


+ CR (6.75)

Bemerkungen: W ̈  R   H  V 
 . M  S F (x) := x2+1 = y, F ′(x) = 2x = dy

dx
(x)

 


2x

x2 + 1
dx =


1

y
dy


◦ F (6.76)

=

y → (y)


◦ F + Cloc (6.77)

=

x → (x2 + 1)


+ Cloc (6.78)
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O   R   :




2x

x2 + 1
dx =


1

y
dy (S y = x2 + 1, dy = 2x dx) (6.79)

= (y) + c (6.80)

= (x2 + 1) + c (R̈) (6.81)

D    G̈ ̈:

• D G (6.79)  , 


2x
x2+1

dx =  ◦F + Cloc ̸=  =


1
y
dy.

• D A (y)   F,   Z (̈  
y). D G (6.80)    .

• x → (x2 + 1) + c    F. (c  R   
K.) D  I


2x

x2+1
dx   keine 

S,   M  S. (S D-
 6.22.) D R (6.81)    , ,  
(x2 + 1) + c  x → (x2 + 1) + c .

(V S  B  B 6.28.) I S (6.79) 
 I ̈ F ,  ̈  S, . D I-
   S (6.81)   T Rücksubstitution  ̈.
N  (x2+1)+ c 


x → (x2+1)


+Cloc  , 

 E    R . D  G 
    G̈ .

() Problem: M 
 1

−1


1 y2dy.

Lösung: W 

F :=  :

π

2
,
π

2


→ R, g : F = [1, 1] → R, g(y) :=


1 y2



272 KAPITEL 6. INTEGRATION AUF R

E  

π

2


= 1, 


π
2


= 1  

 1

−1


1 y2dy

=

 sin(π
2 )

sin(−π
2 )

g

=

 π
2

−π
2

(g ◦ ) ′ (S (S 6.36()) ̈̈ )

=

 π
2

−π
2

 ·  ( g ◦  =


1 2 =        =  

π

2
,
π

2


)

=
1

2


 +p1


π
2

−π
2

(D    I   B 6.33.)

=
1

2


0 · 1 + π

2



0 · (1) π

2



=
π

2

() (I   A) S I  I  
L̈, F : I → R \ 0    x0, x1  I.

Problem: M 

 x1

x0

F ′

F
=

 x1

x0

F ′(x)

F (x)
dx.

Lösung: W 

g := p−1 : F → R

E 

 x1

x0

F ′

F
=

 x1

x0

(p−1 ◦ F )F ′

=

 F (x1)

F (x0)

p−1 (̈  S, S 6.36())

=  ◦ • 
F (x1)

F (x0)
(̈ B 6.27())

= (F (x1)) (F (x0))

= 


F (x1)

F (x0)



 (6.82)

Bemerkungen. [S,    A]
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• (S  A, ̈) I B 6.37((),(),())   
S ̈ . D ,    G
(6.70,6.71)      .

D  S erster Art. B  A S   S-
 F    I . I B 6.37() 
  F F (x) := x2,   I x → ex

2
2x  E -

. D  S    I. S   B
6.37()   I   E.

• (S  A, ̈̈) I B 6.37()    S-
 ̈̈, . .    , . D  S
zweiter Art. B  A S ̈   S
F . I B 6.37()   F :=  :


π

2
, π
2


→ R ̈. D 

S   I ̈ . I  F̈ ̈ 
  I   .

I B 6.37()    I y →


1 y2 ̈  -

 I


1 2 ,     H  S  P-
   ·       I -
. M S     W ,   I
 .

• ( A:  S) B  S 
A ̈   S F .7 W ̈  W
  . S ̈   B 6.37()  S  
F :=  : [π, 0] → R   F :


π

4
, π
4


→ R, F (x) := (2x), ̈.

D ̈   Z. (B S   S 
I !)

E  S  F :=  :

π

2
, 5
2
π

→ R.8 E 


1 2 =

  

π
2
, 3
2
π

( + ). U  I  H  S 

, ̈   I
 5

2
π

−π
2
(g◦F )F ′   I ̈  T-



π

2
, π
2


,

π
2
, 3
2
π




3
2
π, 5

2
π

. (T S   

S 
 1

−1


1 y2dy !)

• ( S) M ̈   I  -
 S . E B ̈ 

 b

a

dx√
1 + ex

7F muss C1 sein und sein Bild im Denitionsbereich von g enthalten sein.
8Diese Funktion unterscheidet sich von der in Beispiel 6.37(iii) verwendeten durch den Deniti-

onsbereich.
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D    S  A x = F1(t) :=  t, t = F2(u) :=

u2  1   I
 b′

a′
2

u2−1
du ̈̈ . (S [B96, 4.3,

N 8, S. 45].) D I ̈   P
. (S [B96, 4.3, N 8, S. 45]  A 6.7.)

• (B 6.37(), I   A) S I  I
  L̈  F : I → R \ 0   F. W
  logarithmische Ableitung  F   A  L
 B  F , . . 

( ◦F )′ = F ′

F


G̈ B 6.37()    I   A-
  F   L  Q  W  F  
I . S (6.82).

D B     M,   F  F
F ′
F
 . DM     B 6.37() .

M   M  I . D B-
   ̈,     ̈ I .
B    S,     M . W -
 ̈ ,   I  F F ′

F
.

6.6.2 Anwendung: gewöhnliche Dierentialgleichung erster

Ordnung, Trennung der Veränderlichen

A  A  B 6.37()  S ̈   
 ̈ D  O ̈. D   I 
 B.

Beispiel 6.38. [̈ D] S I  I, a  C(I),
t0  I  x0  R.W   ̈ D ̈  -
 F u : I → R,

u̇ = au (6.83)

   Anfangsbedingung

u(t0) = x0 (6.84)

W  (6.83,6.84)  Anfangswertproblem. W  ,  x0 > 0. S u
 L̈  A,   W . G̈ B
6.37()  ̈  t  I , 

(u(t)) = (u(t0)) +

 t

t0

u̇

u
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  u(t) = 


(u(t0)) +

 t

t0

u̇

u



= u(t0) 

 t

t0

a


(6.85)

= x0 

 t

t0

a


( (6.84,6.83)) (6.86)

=: u0(t) (6.87)

U ̈  F u0 ̈  A (6.83,6.84).
(Ü̈ S !) I F x0 > 0   A  
 L̈,   W , ̈ u0.

Bemerkungen. [̈ D, T  V̈]

• A   V,  x0 > 0   u  W ,
  F u0   (6.87)   L̈  A-
 (6.83,6.84). D    A   B 5.18.

• W   F,  a  . D  u0  

u0(t) = x0e
at

G̈ B 6.38    B     F  -
 L̈  A (6.83,6.84). D    
B 5.18   A  M .

• (T  V̈) H    L̈ u0  .
I  D (6.83),  du

dt
= au, trennen   Variablen t 

u , . .,    G  

du

u
= a dt (6.88)

H  dt  D,    D ∆t ̸= 0 
du  ̈  D ∆u. (S B 5.8().)
W    I [t0, t]     T-
 Ii  F Ii =


ti, ti + dti


, i  I. F̈  i  I  



276 KAPITEL 6. INTEGRATION AUF R

dui := u(ti + dti) u(ti). D S  

(u(t)) (u(t0)) =

 u(t)

u(t0)

du

u

=


i

dui

u(ti)

=


i

a(ti) dti ( (6.88))

=

 t

t0

a dt

D A  (u(t0))  E    u = u0,
  (6.87).

D L̈  B 6.38  Trennung der Veränderlichen (
Separation der Variablen). D   T,     
 H  (6.85)  V t  u  
.

• I F    a = c   ̈ D-
 (6.83)  B  Z  Z c. D
G̈ u(t)    A A   E,   Z
t    .

6.7 Integral einer rationalen Funktion,

Partialbruchzerlegung

P   M,    F  .

Denition 6.39 ( F). (i) Eine ( )  F ist
eine Funktion der Form p

q
: q−1(C\0) → C, wobei p, q komplexe Polynome sind

so, dass q ̸≡ 0.

(ii) Eine   F ist eine Funktion der Form p
q
: q−1(R \ 0) → R,

wobei p, q  Polynome sind so, dass q ̸≡ 0.

Beispiel 6.40. [I   F, P]W -


p, q : R → R, p ≡ 1, q(x) := x2  1

Problem: M    I


p
q
=


1

x2−1
dx.
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Heuristik: W   A

1

x2  1
=

a

x+ 1
+

b

x 1
, ∀x  R \ ±1, (6.89)

. .,   ,   K a, b  R  ,    G
.I    B̈    S  (6.89)  (x  1) 
(x+ 1) ,   

1

x2  1
=

a(x 1) + b(x+ 1)

x2  1
, ∀x  R \ ±1, (6.90)

⇒ 1 = (a+ b)x a+ b, ∀x  R \ ±1
⇒ 0 = a+ b, 1 = a+ b

⇒ 0 + 1 = 2b, 0 1 = 2a

⇒ a = 1

2
, b =

1

2


E , 

f(x) :=
1

x2  1
=

1
2

x+ 1
+

1
2

x 1
, ∀x  R \ ±1 (6.91)

(  A,   a, b   (6.89) ).

Bemerkung: D G (6.91)  ̈ (). D G
̈ ,   I  (6.90)   ̈.

Lösung: E 


1

x2  1
dx = 1

2


1

x+ 1
dx+

1

2


1

x 1
dx ( (6.91))

=


x → 1

2
(  x+ 1+  x 1)


+ CR\±1

loc

=


x → 1

2



x 1

x+ 1



+ CR\±1

loc 

D D (6.91)   F f  Partialbruchzerlegung  f .
U  B   , ̈    S. S
a0,    , aN  C. W    P p  p(z) :=

N
k=0 akz

k. W
  Grad von p 

 p := 

k  0,    , N

 ak ̸= 0

9

S  p, q  P ,  q ̸≡ 0. S z1,    , zℓ  C  N
 q,  zi ̸= zj ̈ i ̸= j. F̈  i  1,    , ℓ  mi  V 
N zi  q.

9Falls ak = 0 für jedes k  0, . . . , N, dann denieren wir deg p := ∞.
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Bemerkung. [V  N  P] E   Z c 
C \ 0 , 

q(z) = c

ℓ

i=1

(z  zi)
mi = c(z  z1)

m1 · · · (z  zℓ)
mℓ  (6.92)

D    F  A (S 2.26)  P.

Satz 6.41 (P). (i) Es gibt ein eindeutiges Paar

s, (aik)k=1,...,mi, i=1,...,ℓ


,

wobei s ein komplexes Polynom ist und aik  C, für k = 1,    , mi, i = 1,    , ℓ
so, dass

p(z)

q(z)
= s(z) +

ℓ

i=1

mi

k=1

aik
(z  zi)k

, ∀z  q−1(C \ 0) (6.93)

Seien jetzt

s, (aik)k=1,...,mi, i=1,...,ℓ


wie in (i), i = 1,    , ℓ und k = 1,    , mi.

(ii) Es gibt Polynome P und Q so, dass Q(zi) ̸= 0 und

P (z)

Q(z)
=


p(z)

q(z)
 s(z)

mi

j=k+1

aij
(z  zi)j


(z  zi)

k, (6.94)

für jedes z  C, wofür beide Seiten wohldeniert sind.

(iii) Seien P und Q wie in (ii). Dann gilt

aik =
P (zi)

Q(zi)
 (6.95)

B: D   P  [S, S 6.1.6., S. 125].

Denition 6.42 (P). Wir denieren die P
der rationalen Funktion p

q
als die rechte Seite von (6.93).

D P   G W L  J I B-
 . (S A 0.2  5.2.)

Bemerkungen. [P]

• M Partialbruchzerlegung    Darstellung  p
q
   

S  (6.93),       S  F.
F  ,   P   P


s, (aik)k=1,...,mi, i=1,...,ℓ



 . (D P ̈   I ̈   S
 (6.93).)
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• D T   D    S  (6.93)  Parti-
albrüche ( Teilbrüche).

• S i = 1,    , ℓ. M  F (6.95) ̈   K aik -
 ̈ k = mi,    , 1 . D    ̈ k = mi,    , 1
P P  Q   (). D   ̈ (6.94)   -
 K aimi

,    , ai k+1.

W    ̈ k = mi P P  Q  Q(zi) ̸= 0 

P (z)

Q(z)
=


p(z)

q(z)
 s(z)

mi

j=k+1=mi+1

aij
(z  zi)j


(zzi)

k=mi =


p(z)

q(z)
 s(z) 0


(zzi)

mi 

W  aimi
 (6.95).

J   ̈ k = mi  1 P P  Q  Q(zi) ̸= 0 

P (z)

Q(z)
=


p(z)

q(z)
 s(z)

mi

j=k+1=mi

aij
(z  zi)j


(z  zi)

k=mi−1

=


p(z)

q(z)
 s(z) aimi

(z  zi)mi


(z  zi)

mi−1

(R     K aimi
.) W  aimi−1

 (6.95).

W   ̈ ̈ k = mi  2, . . . ,   k = 1 .

• E    P (s, r)  P , 

p = sq + r,  r <  q

D   P  p  q. D P s   
P   S 6.41() ̈. E      , 
(p) < (q). I  F ̈  (6.93)   T s(z) .

Beispiele 6.43. [P]

() W 

p(z) := z2 + z  1, q(z) := z3  z2, f(z) :=
z2 + z  1

z3  z2


G̈ S 6.41()    F f   P-
. U   ,    ,   p =
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2 < 3 =  q. D  s ≡ 0. W    N  q. D
q(z) = z2(z1),   N  q   V  

z1 = 0, m1 = 2,

zℓ=2 = 1, m2 = 1

S i = 1. W   F (6.95),   K a1k 
̈ k = m1 = 2, 1  . S k = m1 = 2. D  S  (6.94) 
 

p(z)

q(z)
 s(z)

m1=2

j=k+1=2+1

a1j
(z  z1)j


(z  z1)

k=2 =


z2 + z  1

z3  z2
 0 0


(z  0)2

=
z2 + z  1

z  1


W   Z̈  N   A 

P (z) := z2 + z  1, Q(z) := z  1

P  Q  P  Q(z1 = 0) = 1 ̸= 0. G̈ S 6.41() 


a1 2 =
P (z1)

Q(z1)
=

1

1
= 1 (6.96)

S  k = m1  1 = 1. D  S  (6.94)   


z2 + z  1

z3  z2
 0 a1 2 = 1

(z  0)2


(z  0)1 =

z2 + z  1 (z  1)

z2(z  1)
z =

z

z  1


W   Z̈  N   A 

P (z) := z, Q(z) := z  1

P  Q  P  Q(z1 = 0) = 1 ̸= 0. G̈ S 6.41() 


a1 1 =
P (z1)

Q(z1)
=

0

1
= 0 (6.97)

S i = 2  k := m2 = 1. D  S  (6.94)   


z2 + z  1

z3  z2
 0 0


(z  1)1 =

z2 + z  1

z2


W   Z̈  N   A 

P (z) := z2 + z  1, Q(z) := z2
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P  Q  P  Q(z2 = 1) = 1 ̸= 0. G̈ S 6.41()  

a2 1 =
P (z2)

Q(z2)
=

1

1
= 1 (6.98)

G̈ (6.93,6.97,6.96,6.98)  

f(z) =
z2 + z  1

z3  z2
= 0+

a1 1
(z  z1)1

+
a1 2

(z  z1)2
+

a2 1
(z  z2)1

=
1

z2
+

1

z  1
 (6.99)

(Ü̈ S   N!)

() W 

p(z) := z3, q(z) := z  1, f(z) :=
z3

z  1


P 

p = sq + r, s(z) := z2 + z + 1, r(z) := 1

 

f(z) = s(z) +
r(z)

q(z)
= z2 + z + 1 +

1

z  1
 (6.100)

D  S   F (6.93). D     P-
  f .

Beispiele 6.44. [I   F  P]

• D  I   F f R ̈ f   B 6.43()
  


x2 + x 1

x3  x2
dx =

 
1

x2
+

1

x 1


dx (̈ (6.99))

=


x → 1

x
+ (x 1)


+ Cloc

• D  I   F f R ̈ f   B
6.43()   


x3

x 1
dx =

 
x2 + x+ 1 +

1

x 1


dx (̈ (6.100))

=


x → x3

3
+

x2

2
+ x+ (x 1)


+ Cloc
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Bemerkung 6.45. [P ̈ Q  P, I
] W   ,  p, q  P . D  ̈ (6.92)
̈  x  R, 

c

ℓ

i=1

(x zi)
mi = q(x) = q(x) = c

ℓ

i=1

(x zi)
mi 

D  ̈  N i = 1,    , ℓ  Z zi   N  q, 
 V mi  zi. S i

′  1,    , ℓ , 

zi′ = zi, (6.101)

 k  1,    ,mi. W  ,  i ̸= i′. I   (6.93)  Z z =
x ,    E  P (S 6.41()),


ai′k = aik (6.102)

W ̈    P (6.93) ̈ z = x  R  T ̈
(i, k)  (i′, k) . W  ̈  S   T

aik
(x zi)k

+
ai′k

(x zi′)k
=

aik(x zi′)
k + ai′k(x zi)

k

(x zi)k(x zi′)k

=
2R


aik(x zi)

k


x zi2k
( (6.101,6.102))

=: fik(x) (6.103)

D F fik   reelle  F. I F k = 1 ̈   
  M .

Beispiel 6.46. [P ̈ Q  P, I -
]W 

p(z) := 1, q(z) := z2 + 1, f(z) :=
1

z2 + 1


D N  q  z1 = i  z2 = i  V m1 = m2 = 1. D
P  f   

f(z) =
 i

2

z  i
+

i
2

z + i
 (6.104)

(W ̈  Z   B 6.40  B 6.43() .)
G̈  F (6.103)  B 6.45  I i = k = 1 

f(x) = f1 1(x) =
2R


 i

2
(x i)



x i2 =
1

x2 + 1
, ∀x  R
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D    D  f ̈. G̈ P 5.30()  
 I  f R  


1

x2 + 1
dx = +C

Bemerkungen 6.47. [ P,  L, Z
]

() A ̈  ,   I  f  H 
 P (6.104)  . G̈  Z
 

1

x2 + 1
dx =

i

2





1

x i
dx+


1

x+ i
dx


 (6.105)

N  , 


1

x i
dx =  (•  i)+ C (6.106)

D A (•  i)   ,   L  ̈
  Z  . U  A  S  ,
̈ ,  L   F

› : C \ 0 → C

 . D  ,   G › ◦ E =  ̈. E

 ›    ,  E : C → C   . (Ü S

,     ›   !) Z B  ̈ ̈
  F,  E(2πi) = (2π) + i (2π) = 1 = E(0).

() U  P  ̈,     F › : C\0 → C
 Zweig des komplexen Logarithmus. E  Z   P (X,L),
 X ⊆ C \ 0  T10   L : X → C   F ,


E ◦L =  

E   B  Z (X,L)  X = C\]  ∞, 0]. S (X,L) 
 Z. D 


1

x i
dx = L(•  i) + C,


1

x+ i
dx = L(• + i) + C

  ̈ (6.105)


1

x2 + 1
dx =

i

2


 L(•  i) + L(• + i)


+ C

10In Büchern wird hier oft vorausgesetzt, dass X oen ist. Die allgemeinere Denition ist jedoch
ebenfalls sinnvoll.
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W ̈   I


1
x2+1

dx   H  Z 
 L ̈. W    E ̈  
 G (6.106) .

() J Z   L  holomorph, . ., komplex die-
renzierbar. (F̈  B   V Mathematische Methoden für
ITET und RW.)

() E  ̈,   L  C \ 0   mehrwertige
F  , ̈   U

L := E−1 : C \ 0 →

T  C


,

L(z) = E−1(z) = U  z  E =

w  C

 E(w) = z



F̈  z  C\0    W   F,
  E  L(z),   V  2πi. D V
 L ̈ Z ,  L    W  Z
̈. W ̈    I   F 
x → 1

x2+1
,  L  .

Beispiel 6.48. [P ̈ Q  P, I -
] Problem: M 


2x2 + x+ 1

x3 + x
dx

W 

p(x) := 2x2 + x+ 1, q(x) := x3 + x, f :=
p

q


Heuristik: D q(x) = x(x2 + 1)   N  x → x2 + 1   ,
   A

f(x) =
a

x
+

b

x2 + 1
+

cx

x2 + 1


W  B 6.40   a = b = c = 1  

f(x) =
1

x
+

1

x2 + 1
+

x

x2 + 1
 (6.107)

Bemerkung: D G (6.107)  ̈ (). (Ü̈
S !)
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Lösung: G̈ (6.107) 


2x2 + x+ 1

x3 + x
dx =

 
1

x
+

1

x2 + 1
+

x

x2 + 1


dx

=


x → (x) + (x) +

1

2
(x2 + 1)


+ CR\0

loc 

H   B 6.37() .

F̈  B  P  I  F
 [S, B 6.1.7. ),), S. 126].

6.8 Strategien für das Integrieren, symbolische

Integration, Grenzen davon, numerische

Integration, Grenzen des Rechnens

I U 6.8.1    L  S  B  I-
 . D     T,     K
 . (D   I, S  P-
.)

G     F elementar,     F-
    E-  L 
. M  expliziten Formel ̈   I


f   

G  F

f = F + Cloc,  F  elementare Funktion . W ,

   F f symbolisch unbestimmt integrieren,    
I


f    F .

W   U 6.8.2  ,   F f , 
     . D   B ̈ 
F

f(x) := ex
2

,  f(x) :=
1

(x+ 1)x(x 1)


(S B 6.51  B 6.54.) D I


ex

2

dx 


1

(x+ 1)x(x 1)
dx
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   nicht symbolisch berechnen.11 S I ̈  
 G. I    A,  jede  F
f  . D I  U 6.8.1 ̈ 
   Z.

6.8.1 Strategien für das Integrieren,

Computeralgebrasysteme

D  L ̈  S ̈  I:

1. Integranden vereinfachen:

Beispiel: f(x) :=
x2  1

x+ 1
,


f =?

E  f(x) = (x+1)(x−1)
x+1

= x 1  


x2  1

x+ 1
dx =


(x 1)dx =


x → x2

2
 x


+ Cloc

2. Stammfunktion erraten:

Beispiel: f := esin ,

f =?

F := esin   S ̈ f  


esin  = esin + C

Allgemeines Beispiel: I   A:


F ′

F
=  F + Cloc

D    A   B 6.37().

K B : B 6.37():


2x

x2 + 1
dx =


x → (x2 + 1)


+ C

3. Produkt von Funktionen: partielle Integration:

S B 6.31.

11Mit einer symbolischen Berechnung eines unbestimmten Integrals meinen wir eine Folge von
symbolischen Umformungen, an deren Ende eine elementare Funktion (plus lokal konstante Funktio-
nen) steht. Ein Beispiel dafür ist die Berechnung des unbestimmten Integrals


xexdx gegeben durch

xexdx = (x → xex)

1 · exdx =


x → xex  ex


+ Cloc.
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M      I  c

f ,

 c  K 

f   I . D  

c

f    S. F  G̈ ,   c ̸= 1. I  F

 

f  c


f  . W     A

̈

f ,    1 c . S B 6.33  6.34.

4. rationale Funktion: Partialbruchzerlegung:

S B 6.40, 6.43, 6.44, 6.46, 6.48

5. rationaler Ausdruck in ecx: Substitution mit F (x) := ecx:

D   I    F. D  
 P.

Beispiel:

 1

0

ex

e2x + 1
dx =?

S y = F (x) := ex, dy
dx
(x) = F ′(x) = ex,

 1

0

ex

e2x + 1
dx =

 e1=e

e0=1

1

y2 + 1
dy =  y

e
y=1

=  e  1

6. rationaler Ausdruck in , , . .

R(, ),  R  

F  V12 :

Substitution mit

F := , ,   
 •

2



B  B   . 287

7. Integrand enthält


a2  y2: Substitution mit y = F (x) := a  x:

S B 6.37().

Beispiele und Bemerkungen zur Strategie 6:

Beispiel: A: B


1


.

Heuristik: S:

y =  x,
dy

dx
=   x,  dx =  dy

 x
,


1

 x
dx =


1

 2 x = y2  1
dy

12d. h.eine Funktion der Form p
q , wobei p und q Polynome in zwei Variablen sind und q ̸≡ 0
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Lösung: S :

F :=  : X := R \

   ,π, 0, π,   


→ R, g :] 1, 1[→ R, g(y) :=

1

y2  1

E 
1


=

1

2 1
( ) = (g ◦ F )F ′  


1


=


(g ◦ F )F ′

=


g


◦ F (S, S 6.36())

=

Ç Ç
1

2

y + 1
+

1
2

y  1


dy


◦  (P ̈ g(y) =

1

y2  1
)

=


y → 1

2


 (y + 1) + ((y  1))


◦ +Cloc

(W ,   I  ] 1, 1[  .)

=
1

2


 +1

+1


+ Cloc (6.108)

alternativer Versuch: M   S F :=   


1


=

Ñ
1

y

±


1 y2
dy


◦  13

D S   I ,    I  W
̈.

systematische Methode für

R(, ): H14:

y = t(x) := 
x

2
, t′ =

t2 + 1

2
,  =

t2 + 1

t2 + 1
,  =

2t

t2 + 1

M  S     I   F.
(Ü S  !) W   P,   
I  .

13Genauer gesagt: Sei ‹G eine Stammfunktion von y → 1

y
√

1−y2
. Wir denieren G := ‹G auf X 

cos−1([0,∞[) und G := ‹G auf X  cos−1(]∞, 0[). Dann ist G ◦ sin eine Stammfunktion von 1
sin .

14Diese Substitution wird oft Weierstraß-Substitution genannt, nach Karl Weierstraß. (Siehe Abbil-
dung 4.1.) Weierstrass verwendet in [Wei67, Achtes Kapitel. Bestimmung eines Gaussschen Integrals.]
auf Seite 89 die eng verwandte Substitution t =  cot ψ

2 . Die Halbwinkelsubstitution war jedoch vor
Weierstraß schon Adrien-Marie Legendre bekannt.
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Beispiel:


1


=


1
2t

t2+1

· t′

t2+1
2

=


1

y
dy


◦ t = 


•

2

+ Cloc

D   (6.108) ̈. (R S  !)

einfacherer Ansatz,   I   A  2  2 :
F := 

F̈  B  I   A̈     
S̈ 6 (I, T).

Bemerkungen. [S ̈  I ̈]

• D Ü 12  13   S̈ 6   B,
 S   S ̈ ̈.

• E M̈  Ü  I   Integral-
Trainer. S   :

httpsmoodleappletethzchcourseviewphp?id=

I  M-K ̈ S  I ̈
̈. D ̈ 100 A  B  S  
Q   I    S-
 ̈. Q  T   A-
,    A  M    L̈ ̈. W
S      ̈, ̈ S     T
 .

Bemerkungen 6.49. [A, C,  I-
]

• E Algorithmus    A   A,  
M  ̈  ̈.15 A  
C . D   C ̈.
E Computeralgebrasystem ( CAS )   C,  P-
 ̈,   A̈  V  F .
U  integriert  CAS symbolisch, . .    I
  F . (W   B   I-
  U 6.8.2 ̈.)

B ̈ C  SageMath, Mathematica  Maple.

15Im Unterabschnitt 6.8.5 werden wir diesen Begri präzisieren.
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• SageMath,   Sage ,    S    
httpssagecellsagemathorg  . D E  
 S P L,    P Python -
. Z B  S   E  S
̈  F f : R → R, f(x) := xex:

integralxexpxx

(P S  !) S   R x  e^x. D R
  ̈ ,  (x 1)ex  F . G  
  F x → (x  1)ex. D   einzelne S,  
 I  f . (W      I
 f?) D S-N integral     ̈. V 
B 6.28.

P S  I !

cosx acosx sqrtx exppiIx

integralcosxx

integralacosxx

cos x  .

P: P: ex


• E   CAS Mathematica  A  Wolfram Al-
pha, ̈  httpswwwwolframalphacom . D E  
̈ S . Z B  W A  -
 E   I


xexdx:

integrate xe^x with respect to x

W A   R ex(x1)+. D R  
̈ . G   


xexdx = (x → (x 1)ex)+C,  

 M  S  x → xex . V  B
6.28.
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6.8.2 Symbolische Integration, Grenzen davon, elliptisches

Integral

G     F elementar,     F-
    E-  L 
. M  expliziten Formel ̈  I


f    G 

F

f = F + Cloc,  F  elementare Funktion . W ,   

F f symbolisch unbestimmt integrieren,     I

f

   F .16 E   F f ,   
   . E B   f(x) := ex

2
.

Elliptische Integrale    B.

U  B   F  ̈, ̈  F. S
X0 ⊆ C. E (komplex) mehrwertige Funktion auf X0   A  X0 
 M  T  C. W    F komplex
elementar . . .   

•  F,

•   E E : C → C,

•    L L17

   S   O  ̈18:

•  O +,,×,÷

• V19

• L̈   G  K   
  F20

16Manchmal wird symbolische Integration in einem weiteren Sinne verstanden, indem gewisse
Stammfunktionen F zugelassen werden, die nicht elementar sind, zum Beispiel die Gaußsche Feh-
lerfunktion erf. Siehe (6.113) und Beispiel 6.51.

17Siehe Bemerkung 6.47(iv).
18Dabei setzen wir entstandene Funktionen soweit möglich stetig fort. Seien zum Beispiel f :

C \ 0 → C, f(z) := 1
z , g : C → C, g(z) := z. Wir setzen das Produkt fg zur stetigen Funktion auf

C fort, die konstant gleich 1 ist. Ähnlich verfahren wir mit mehrwertigen Funktionen.
19Wir denieren die Verkettung zweier mehrwertiger Funktionen F und G, indem wir G ◦ F (x)

gleich der Menge der Elemente aller G(y) setzen, wobei y alle Elemente von F (x) durchläuft.
20Damit meinen wir eine Gleichung der Form

n
i=0 AiF

i = 0 für eine mehrwertige Funktion F ,
wobei A0, . . . , An komplex elementare mehrwertige Funktionen sind, die nicht alle konstant gleich 0
sind. Ein Beispiel einer solchen Gleichung ist zF (z)5 + Exp(z2)F (z) + Log ◦Log(z) = 0, ∀z.
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E Zweig   F F  X0 ⊆ C    F f 
 T X  X0

21 ,  f(x)  F (x) ̈  x  X . E F 
 T X ⊆ C  C  elementar . . .   Z  komplex
elementaren  F .

Beispiele 6.50. [ F] B ̈  F :

•   F, B: P

• P pa :]0,∞[→ R, pa(x) := xa = (a  x), ̈ a  R

• E b : R → R, b(x) := bx = (x  b), ̈ b ]0,∞[

• L  B b: b =
log
log b

:]0,∞[→ R, ̈ b ]0,∞[

•  F: (K-)S, (K-)T

G:  = 1
2


E(i•) + E(i•)


,  = i

2


 E(i•) + E(i•)



•  A = U   F

• f : R → R, f(x) :=
e
√
x2+1

 ◦  (4 x+ 2)

•   L̈ f : R → R   G f 5 + f +  = 0,
. . f(x)5 + f(x) + x = 0, ∀x  R

Beispiel 6.51. [  F, I  F] J S
 F

f : R → R, f(x) := ex
2

,

  . D       S.22 D
 I


ex

2
dx ̈      F  S 

 F . D F f(x) := ex
2
̈    

 S symbolisch integrieren. D  ,     D
  F  ,     G ̈,
. . N  P .23

21In Büchern wird hier oft vorausgesetzt, dass X0 und X oen sind.
22Siehe [Chu][Corollary 5.4].
23Gemäss dem Satz von Abel-Runi gibt keine Formel für diese Nullstellen, falls das Polynom

Grad mindestens 5 besitzt. Mit einer Formel meinen wir hier einen endlichen Ausdruck, der aus den
Koezienten des Polynoms mittels Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Wurzelziehen
gebildet wird.
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A 6.6: Gß.

E V  I     F :

Φ : R → R, Φ(x) :=
1√
2π

 x

−∞
e−

y2

2 dy :=
1√
2π


x−−∞

 x

x−

e−
y2

2 dy

D G   uneigentliches Integral. W   I  A-
 6.10 . S D 6.67.) D F Φ  Gaußsches Feh-
lerintegral. S    .

Bemerkungen 6.52. [Gß G, Gß F]

• S C, µ  R  σ ]0,∞[. W   Gaußsche Glockenfunktion
( Gauß-Funktion) mit Maximum C, Mittelwert (oder Erwartungswert) µ und
Standardabweichung σ   F

fC,µ,σ : R → R, fC,µ,σ(x) = Ce−
(x−µ)2

2σ2 

A 6.6   F ̈ µ = 0  σ = 1√
2
. W   F

C = 1√
2πσ

. D   F fC,µ,σ normiert  S,   
I  ∞  ∞  1 . D   H  
I,    A 2  . (S B 10.29.)

D F fC,µ,σ   Dichtefunktion  N  M µ
 S σ. (F̈  B   V Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik (ITET  RW: 4. S). D   G
̈  T Gaußsche Glockenfunktion mit Maximum C, Mittelwert µ
und Standardabweichung σ. (Ü̈ S,  C ̈  M
 F fC,µ,σ .)

• D Gß F Φ    I  Gß G-
 f := fC= 1√

2π
,µ=0,σ=1. D ,  Φ  V 

Standardnormalverteilung . D f  ,   G ̈  K-
 1√

2π
  D  Φ.

D Gß F Φ    R   S.

Bemerkung 6.53. [ F,  L̈]
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() I  G   ,    F f 
geschlossene Form   ,    
,   . M    ,  f elementar .
(S S 292.)24 D B   F ̈  
S geschlossene Form.

() I  G   analytischer Lösung   D-
   L̈ f ,    F 
 . G̈ B ()    ,  f -
 . Z B   F f : R → R, f(x) := x  
L̈  ̈ D f ′ = 1.

D V W analytisch  ,   F f 
S  A analytisch   . . . f    P
 . (S  V mathematische Methoden für ITET und
RW.) V   S  F   . E
B ̈   Gß F. (S B 6.51.)

W B  F,      F  S 
 F  ,    elliptische Integrale .
E   I   B̈  E. E
I     P ,  B   P  
 P  ̈ L.

E (unvollständiges) elliptisches Integral   F F   V
 F

F (x) :=

 x

0

R

t,
»

P (t)

dt,

 R   F  V  P  P  
 G    N .

Beispiel 6.54. [ I,  F] W   F, 
R(x, y) = 1

y
. D    I F =

 •

0
1√
P

  ( 

S 292 ). D       S.25 D
I

 •

0
1√
P

̈      F  S  
F . E ̈     . K B

24Möglicherwise wird bei geschlossener Form allerdings nicht erlaubt, dass wir algebraische Glei-
chungen für (mehrwertige) Funktionen lösen.

25Siehe [Con, Example 4.3].
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a

b

A 6.7: D  E  M  U  H
a  b.

  I 
 •

0

1
(x+ 1)x(x 1)

dx,

 •

0

1
(1 x2)(4 x2)

dx (6.109)

Bemerkung. [ I] I ̈  I 7 (S-
  y = F (x) = a  x)  I (6.109)    Z,  
I  A̈  F

√
a2  x2 ( a = 1, 2) .

Bemerkung. [Z   I  L̈  E,
G ̈ N] D N elliptisches Integral ̈ ,   L̈ 
E   (̈)  I  . U   ,
    E  M  U  H
a  b, . .  M

ß
(x, y)  R2


x
a

2

+
y
b

2

= 1

™
 (6.110)

(S A 6.7.) W   (numerische) Exzentriziät  E 

 :=

 
1


b

a

2

26 (6.111)

W 

E :]0, 1[→ R, E(k) :=

 1

0

 
1 k2x2

1 x2
dx

26Die lineare Exzentrizität e ist der Abstand jedes der beiden Brennpunkte der Ellipse zum Mit-
telpunkt. Die numerische Exzentriziät ist gegeben durch  = e

a . Sie liegt zwischen 0 und 1. Für einen
Kreis ist sie gleich 0. Wenn die Ellipse immer acher wird, nähert sich ihre numerische Exzentriziät
der Zahl 1.
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D   vollständiges elliptisches Integral, . .  W  ̈
 I   S 1.27D L̈ L  E28    V
  I , ̈ 

L = 4aE()29 (6.112)

D ̈  N elliptisches Integral.

Bemerkung. [ I  M  E] E I-
    M  E . E B ̈   S-
  Fadenpendels,   A 6.8  . U   ̈,
    B:

ℓ := L̈  F

g := F ≈ 98−2

max :=  A

K :]0, 1[, K(k) :=

 1

0

dx
(1 x2)(1 k2x2)

D    I. D S  F  


T = 4K



max

2

 
ℓ

g


27Wir denieren R(x, y) := 1−k2x2

y , P (x) := (1k2x2)(1x2) und F (x) :=
 x

0
R

t,


P (t)

dt. Da

0 < k < 1, ist P ist ein Polynom vierten Grades mit nur einfachen Nullstellen. (Wodurch sind sie gege-

ben?) Daher ist F ein unvollständiges elliptisches Integral. Es gilt E(k) = F (1) =
 1

0
R

t,


P (t)

dt.

Daher ist E(k) ein vollständiges elliptisches Integral.
28Gemäss (6.110) ist die Ellipse eine Kurve, d. h. ein eindimensionales Objekt. Die Ellipse besitzt

daher eine Länge. Die hier verwendete Denition des Begries einer Ellipse ist in der modernen
höheren Mathematik gebräuchlich. In der elementaren Geometrie ist mit Ellipse stattdessen oft die
elliptische Scheibe gemeint, die von der Kurve (6.110) begrenzt wird. Entsprechend wird dann vom
Umfang der Ellipse statt von ihrer Länge gesprochen. Vergleiche mit Bemerkung 1.19.

29Beweis: Der Schnitt der Ellipse mit dem oenen ersten Quadranten ist durch den Graphen
der Funktion f :]0, a[→ R, f(x) := b

a

√
a2  x2 = b

a (a
2  x2)

1
2 , gegeben. Die Länge der El-

lipse ist gegeben durch L = 4
 a

0


1 + f ′(x)2dx. Sei x ]0, a[. Wir schreiben t := x

a . Gemäss

der Kettenregel gilt f ′(x) =
b

a
· 1

2
(a2  x2)−

1
2 (2x) =

 b
a t√

1 t2
und daher 1 + f ′(x)2 =

1 t2 +

b
a

2
t2 = 1 2t2

1 t2
. Hierbei haben wir (6.111) verwendet. Mittels der Substitution x = at

erhalten wir also L = 4

 a

0

»
1 + f ′(x)2dx = 4a

 1

0

 
1 2t2

1 t2
dt = 4aE(). Das beweist (6.112).
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

A 6.8: E F. D
V    A-
.

A 6.9: D  R  -
 (=̈)  -
. D L  
 P   P-
. D P ̈  P
̈  F ,    -
 I .

S  B [C04,  (14), . 2]  [T, 1.1.2. T  ].
I      ,   F ̈
̈     K ̈  . W   nicht
̈ ,   R̈   A .

E  I     F ̈   P  -
 ̈ L   R . E 
L   A 6.9 . S   P,  
 F  ,    I ̈. S [G98, E
6-11, . 146].

6.8.3 Algorithmische symbolische Integrierbarkeit,

Risch-Algorithmus

E Algorithmus    A   A,   
M  ̈  ̈. A B 6.51  6.54 ,
   A ,  jede  F f  ,
    F ,   S ̈ f .

A   S    Risch-Algorithmus ̈  
K   F f ,  f   S F -
     F   F . D A   B
 [G13, C 10, R A]  [B05, C 5–8] . E
   C (CAS) ,  B  Sage-
Math. D S-S  A 6.10   H  R-A,
  F f : R → R, f(x) := e−x2

,   S F 
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from sageinterfacesfricas import fricas

import re

fricaseval"f=expx^"

f_sa=fricas"fExpressionComplexInteger"sage

m=fricaseval

"F=complexIntegratefx"



fricaseval

"elem_kerk "

"== symbolIfCank case Symbol or "

"has?operatork elem or has?operatork %alg"



fricaseval

"elem_F=f= or reduce_and [elem_kerk for k in towerF]"



if boolrecompiler"error" reIGNORECASEsearchm or bool

recompiler"cannot\sconvert" reIGNORECASEsearchm

==True print

"Es wurde nicht entschieden ob x \uA"f_sa

"eine elementare Stammfunktion besitzt"



elif fricas"elem_F"sage==True print

"Eine elementare Stammfunktion von x \uA"f_sa

"ist gegeben durch"

 print"x \uA"integratef_sax



else print

"Die Funktion x \uA" f_sa "besitzt keine elementare Stammfunktion"



A 6.10: E S-S,   H  R-A , 
 F f : R → R, f(x) := e−x2

,   S F  
  F   F .

    F   F.30 S ̈  ̈̈,  
. D  S  S   M  ̈    E-
  httpssagecellsagemathorg . V S  S, 
̈  F  ̈̈,    S ! P S
    Z  A expx^  .

30Ich bin Prof. Waldemar Hebisch dankbar für seine Hilfe mit diesem Sage-Skript.
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Bemerkungen. • D S-S   C FriCAS .31

D A,   I f ,    FCAS-S -
 ,    S-S.

• M    FCAS-S   . Z B 
x  P  x  . D Z x     N
 V .

• D E Z e   K π   %e  %pi .

• D A-  A, . .  U  -
   F,    V a .
Z B  acos  A   acosh  A-
  .

• F T    B  A̈   ̈ -
 S    A̈   FCAS-
S:

e2x (2πx) 

(((x)))



%e^x cos%pix sinasinexplogx
√
x 3

√
x2 + 1

sqrt x nthRootx^

W   ,   sinasinexplogx   S

̈?

nthRootx^

xa


 + xb

c
dx =


x → xa+12F1


a+1
b
,c; a+1

b
+ 1;


xb


+ Cloc


3
√
x2 + 1dx =


x → x2F1(

1
2
,1

3
; 3
2
;x2)


+ Cloc

Gß  F:

2F1(a, b; c; z) =

∞

n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!

S  C (   ) → x → 3
√
x2 + 1 

  S.

acosx^ :   S

asinlogx : E    . . .

31Für eine Dokumentation dieses CAS siehe [BBD+25].
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• D S-S  FCAS  ̈ F. E   
G,   E .

f=integrateacosx^x    ,  A:

E S . . .    . . .


E  Mathematica  A  Wolfram Alpha, ̈ -
 httpswwwwolframalphacom . D E   ̈ S -
. Z B  W A   E  
I


xexdx:

integrate xe^x with respect to x

W A   R ex(x  1) + . D R  
̈ . G   


xexdx = (x → (x 1)ex) + C,   

M  S  x → xex . V  B 6.28.

B   R-A   C vollständig -
. D G ̈ ,   A   .

D C S  M    erweiterten
Sinn   nicht   I.

P   integrale^x^x .


S   F f : R → R, f(x) := e−x2

  S, 

 B 6.51 ̈. T  S   E integrale^x^x
  R: sqrtpierfx. D N sqrt   ̈ square
root = Quadratwurzel. D N   ̈ error function. D   Gaußsche
Fehlerfunktion. S   

 : R → R, (x) :=
2√
π

 x

0

e−y2dy (6.113)

D F      ,       K-
  S  Gß f . I  B  S 
  ,   S  f    -
 K   N .

D Gß F     R   S.
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6.8.4 Numerische Quadratur (Integration)

M ̈     kontinuierliche  diskrete M.
Kontinuierliche Mathematik    kontinuierlichen Objekten,   B-
 F    V̈. I  B ̈ 
B  A    A32. I G    diskrete
Mathematik  diskreten Objekten    Z  G. (S 
V Diskrete Mathematik ̈ ITET  3. S  Diskrete Mathematik
̈ RW  1. S.) Numerik   T  M,    A-
  ̈ L̈  P   M
. E A   A   A,  
 M  ̈  ̈.

I  N    numerische Quadratur ( numerische Integra-
tion) . D   ̈ B  I  
Quadraturformel ( Näherungsformel). Q  , 
 I    33    W  -
  ,  B    P. (F̈ B-
    I  A 6.8.2.) S ̈ 
  I    Q ,
   I  ̈     
  A  S. D A ̈  
 E̈   numerische Quadratur. D T    V
Numerische Methoden (ITET, 4. S)  Numerical Methods for CSE (RW,
3. S) ̈ .

Bemerkungen. [Q, () I]

• Quadratur    B ̈  B  F̈.
Z B      P   M-
  Quadratur des Kreises. E  ,    S 
Z  L  Q   F̈  E  -
.

D I  F f   F̈  G  
G  f . D ̈  B numerische Quadratur ̈ 
̈ B  I.

32über dem Körper der reellen und komplexen Zahlen
33Mit einer symbolischen Berechnung eines unbestimmten Integrals meinen wir eine Folge von sym-

bolischen Umformungen, an deren Ende eine elementare Funktion (plus lokal konstante Funktionen)
steht. (Siehe die Denition auf Seite 292.) Ein Beispiel dafür ist die Berechnung des unbestimmten
Integrals


xexdx gegeben durch


xexdx = (x → xex)


1 · exdx =


x → xex  ex


+ Cloc.
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• D T Integration    ̈  B  I -
,    ̈  L̈  D. (W -
 ̈ D  K 7 .) D -

 S  ,     I
 b

a
f 

̈,    D F ′ = f ̈ F ̈. G̈ 
 H  D-  I  ̈

 b

a
f =

F (b) F (a).

• E   T numerische Integration   ̈  ̈
B  I ,    ̈  ̈
L̈  D.

S a, b  R ,  a ≤ b, n  N  f : [a, b] → R  R-
F. E Q    S  W  f  n
 S̈. F̈  n     F̈   N̈
̈   I

 b

a
f . E  Q    R-

. U   ,    Gitterweite ( Schrittweite) 

h :=
b a

n
 (6.114)

D (zusammengesetzte) linke Rechteckregel   

Ln(f) := h

n−1

i=0

f(a+ ih) (6.115)

Bemerkungen 6.55. [R-S,  R]

() S x0,    , xn ,  xi ≤ xi+1 ̈  i = 0,    , n  1, x0 = a, xn = b.
W   T Z := (x0,    , xn)  Zerlegung34 des Intervalls [a, b].
F̈  i = 1,    , n  ξi  [xi−1, xi]. W  ξi  Zwischenstelle. W
   F f ,  Z Z   Z ξ1,    , ξn
̈ Riemann-Summe 

S

f, Z, ξ1,    , ξn


:=

n

i=1

f(ξi)(xi  xi−1)

S A 6.11. W    F,   f   
xi = a + i b−a

n
, ̈  i = 0,    , n. D  ̈  W  Z-

  R-S ̈ n → ∞   I
 b

a
f . D 

 [S, S 6.2.3]. I  S ̈  R-S  I
.

34Das Wort Zerlegung wird ausserhalb der Integrationstheorie in einem etwas abweichenden Sinn
verwendet, siehe Bemerkung 10.3(i).
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A 6.11: R-S 
n = 3. S    S 
F̈  R .

A 6.12: L R
̈ n = 2. S    R-
S ̈ xi = ξi = a+ i b−a

n
.

() D  R Ln     R-S ̈ xi = ξi =
a + i b−a

n
. S A 6.12. G̈ B () ̈ Ln(f)  ̈

 n  I  f   .

W   Fehler En   R Ln 

En(f) := Ln(f)
 b

a

f

G̈ B 6.55()  En(f) ̈ n → ∞  0. F P-
 ̈  B  F ̈   .

Proposition 6.56 (F   R). Falls f  C1([a, b]), dann gilt
für jedes n  N, dass

En(f) =
Ln(f)

 b

a

f

 ≤
(b a)2 x[a,b] f ′(x)

2n
 (6.116)

B: S. 304

Bemerkungen. [F   R]

• D A̈    P ̈,     ̈,
  S̈  ̈,   I  f   -
 G  .

• N  P   ̈  F f  K C  [0,∞[
,  Ln(f)

 b

a

f

 ≤
C

n
 (6.117)
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Beispiel 6.57. [ R] Aufgabe: B
 2

1
1
x
dx    F

 B ̈ 1
10
.

Lösung: W  a := 1, b := 2   F

f : [1, 2] → R, f(x) :=
1

x


E  f ′(x) =  1
x2   x[1,2] f ′(x) = f ′(1) = 1. G̈ P

6.56   ̈  n  N, 

En(f) ≤
(2 1)2 · 1

2n
=

1

2n


F̈ n = 5   E5(f) ≤ 1
10
. W     R ̈

(6.115,6.114):

L5(f) =
2 1

5

Ç
1

1 + 0
+

1

1 + 1
5

+
1

1 + 2
5

+
1

1 + 3
5

+
1

1 + 4
5


= 074 · · · (6.118)

E   2

1

1

x
dx =  x2x=1 =  2  1 =  2 = 069 · · ·

(̈ T),   H  (6.118)

E5(f) = L5(f)
 2

1

1

x
dx

 = 005 · · · < 1

10


D B  F   R L5 ̈  ̈ ̈
1
10
,  ̈.

Bemerkung. [B  L] A ̈  ̈  x 
]0,∞[   Q  ̈ B  ̈
L  x ,   x =

 x

1
1
y
dy.

Beweis der Proposition 6.56: W 

c := 
x[a,b]

f ′(x)

S i  0,    , n 1. W   i- Stützstelle 

xi := a+
i

n
(b a) (6.119)
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S x ]xi, xi+1]. N  M    ξ ]xi, x[ , 
f(x)−f(xi)

x−xi
=

f ′(ξ), . . f(x) f(xi) = f ′(ξ)(x xi). D 

f(x) f(xi)
 = f ′(ξ)(x xi) ≤ c(x xi), (6.120)

 xi+1

xi


f(x) f(xi)


dx

 ≤
 xi+1

xi

f(x) f(xi)
dx

≤ c

 xi+1

xi

(x xi)dx ( (6.120))

= c
(x xi)

2

2


xi+1

x=xi

=
c

2


(b a)2

n2
 0


( (6.119)), (6.121)

 b

a

f  Ln(f) =

n−1

i=0

 xi+1

xi

f  b a

n
f(xi)


(a = x0, b = xn, (6.115)),

(6.122)


 b

a

f  Ln(f)

 ≤
n−1

i=0


 xi+1

xi

f  b a

n
f(xi)

 ((6.122), D)

≤ c(b a)2n

2n2
( (6.121,6.119)). (6.123)

D  (6.116)   P 6.56. 

W    B   Q. S  a, b  R
 a < b, n  N, x0,    , xn  [a, b]  w0,    , wn  R. W  x0,    , xn

Stützstellen  w0,    , wn Gewichte.

Denition 6.58 (Q). Die   I a, b,  S̈
x0,    , xn   G w0,    , wn ̈ Q ist die Abbildung

I := Ia,b,x0,...,xn,w0,...,wn :

eigentlich Riemann-integrierbare Funktion f : [a, b] → R


→ R,

I(f) :=

n

i=0

wif(xi) (6.124)

Beispiele 6.59. [Q] S a ≤ b, n  N. W   G
h := b−a

n
 ̈ i = 0,    , n  i- S̈ 

xi := a+ ih
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J Z   T  Q   S̈
   G.

S N

w0,    , wn

 F En(f)
 ≤

Ln
()
 R

h

1, 1,    , 1, 0

 (b a)2 x[a,b] f ′(x)
2

· 1
n

Tn

()
T
=T

h


1

2
, 1, 1,    , 1,

1

2


(b a)3 x[a,b] f ′′(x)

12
· 1

n2

Sn
()
S-R

h


1

3
,
4

3
,
2

3
,
4

3
,
2

3
,    ,

2

3
,
4

3
,
1

3


(b a)5 x[a,b] f (4)(x)

180
· 1

n4

Erklärungen: D  S ̈  G  Q. W -
  Z  T   In ̈   Q.
W   F  Q 

En(f) := In(f)
 b

a

f

D  S  T    A̈ ̈  B  F
. W   ,   F f k-   , 
k  A A  f ,    A̈ . B  S-
R   ,  n  . D R   T S (1710-
1761,  M) . W  ,    R
 ̈  Q. F̈  F̈  P
6.56  [DH08, T 9.1, S. 300].35

A   T ̈  ,   F̈ 
̈  n ̈  T    ̈   R  ̈ 
S-R  . F̈  S-R   ̈  T ̈ 
F f  K C  [0,∞[ , 

En(f) = Sn(f)
 b

a

f

 ≤
C

n4


35Die erste Zeile von [DH08, Tabelle 9.1, S. 300] beschreibt die einfache Trapezregel. Bei dieser
Version der Regel ist n gleich 1, es gibt also 2 Stützstellen x0, x1. Wir erhalten die Fehlerabschätzung
für die zusammengesetzte Trapezegel, indem wir das Intervall [a, b] in n gleichlange Teilintervalle
aufspalten und die einfache Trapezregel auf jedes Teilintervall anwenden. Die zweite Zeile von [DH08,
Tabelle 9.1, S. 300] beschreibt die einfache Simpson-Regel, bei der n gleich 2 ist und es 3 Stützstellen
x0, x1, x2 gibt. Daraus folgt die Fehlerabschätzung für die zusammengesetzte Simpson-Regel.
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A 6.13: T Tn ̈ n = 2. T2(f)    S  F̈ 
T Tf,2,0  Tf,2,1 . D G h  L̈   S 
T.

D F  R     O   G h = b−a
n
.

Bemerkung. [T] U  N Trapezregel  ̈,   ̈
i = 0,    , n1 Tf,n,i  T  E (xi, 0), (xi+1, 0), (xi, f(xi)), (xi+1, f(xi+1)),
 A 6.13. D T Tn    S  F̈  T-
 , . .

Tn(f) =

n−1

i=0

Tf,n,i

(Ü S  !) D ̈  N Trapezregel.

Beispiel. [̈ I  S-R] Aufgabe: B 2

1
1
x
dx    F  B   10−3.

Lösung: W   S-R Sn. D   a := 1, b := 2
  F

f : [1, 2] → R, f(x) :=
1

x
= x−1

E 

f ′(x) = x−2, f ′′(x) = 2x−3, f (3)(x) = 6x−4, f (4) = 24x−5

  x[1,2] f (4)(x) = f (4)(1) = 24. G̈   Z  T 
 B 6.59   ̈  n  N, 

En(f) = Sn(f)
 b

a

f

 ≤
(2 1)5 · 24

180n4
=

2

15n4


F̈ n ≥ 4

»
2

15·10−3 = 3 · · ·   En(f) ≤ 10−3. D   ̈ n = 4

 G h = b−a
n

= 1
4
  (6.124)   S-R I4 = S4 ̈
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 T   B 6.59:

S4(f) =

4

i=0

wif(xi) =
1

4

Ç
1

3
· 1

1 + 0
+

4

3
· 1

1 + 1
4

+
2

3
· 1

1 + 2
4

+
4

3
· 1

1 + 3
4

+
1

3
· 1

1 + 4
4



= 069325 · · · (6.125)

E   2

1

1

x
dx =  x2x=1 =  2  1 =  2 = 069314 · · ·

(̈ T). D F  S-R  n = 4 ̈ 

E4(f) = S4(f)
 2

1

1

x
dx = 000010 · · · < 11 · 10−4,

 ̈   10−3,  ̈.

Bemerkung. [S-R,  R] G̈ (6.125) ̈  S-
R  5 F,    R,  I 2

1
1
x
dx     F  10−4 . M   R ̈ 

  2000 F,   G  . (S
B 6.57.)

6.8.5 Grenzen des Rechnens

G  O    ,   
. D   B ̈    Z. (S B 6.62((),()).)
E     O,  B    
 Z H. (S (6.126) .) E   A,   B̈36

 H  . E    A,  H ̈
,        > 0   Z r -
 ,  H  r ≤ . D  K  A   
 B  Turingmaschine ̈. D A ̈ 
  E̈   T Algorithmus. D T    V-
 Informatik I, Informatik II ̈ ITET (2., 3. S)  Informatik ̈ RW
(1. S) ̈ .

U  B  B     Z H  , -
      K  A. E Algorithmus  
 A   A,    M 
̈  ̈. E B ̈  A   :

36oder Dezimalstellen
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A 6.14: A T,  L  I, 1912–1954.
T   V  I .

1. L  Z n .

2. D s  0.

3. F̈ i = 1  n  F:

) A s  i.

) Ü s   R.

4. G  Z s .

5. H .

D A   S   n Z.

A   B ,   G ̈
 F        
( A 6.8.4). E  A   S-  S
   F-T. S    F-
  F. (S  V Signal- und Systemtheorie I ̈ ITET
(3. S)  RW (3. J)). A ̈ P. S  
B  L̈  D    ̈ V-
   P. A      
S.

Turingmaschine    ̈ B,    A
 A . D B   A T . (S A
6.14.) E (deterministische) Turingmaschine    A M, 
  E   R  A . S 
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A 6.15: S D  T. D S -
    F,   0  1 ̈ . D L-S-K
   S . D     -
 D  Z. D ̈  Z  T-
,    A  .

A 6.16: E  M  T. I U  -
  T   S . Q: https

commonswikimediaorgwindexphp?curid=

 T  A 6.15 . F̈   M 
T  A 6.16. E T  :

• E Speicherband,    R     unendlich
  F . J F ̈  Z 
 endlichen A Γ,   Z 0 ̈. (W  0 
L .) E B  Γ = 0, 1.

• E Lese-Schreib-Kopf,     S . D 
 Z  F ,     . E    
Z . E      B -  .

• E Zustandsregister,   Z  T . D
   E  endlichen M Q ,  A (A)
 HALT (E) ̈. E B  Q = A,B,HALT.
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• E Übergangstabelle. D    T,  Z  F
q a q′ a′ d ,  q, q′   Z Q , a, a′  A
Γ   d  L,R  N  . D M  
 Z   R:

F  Z  T q    L-S-K  Z-
 a  S ,    R  F:

– Ü  Z   S  a′.37

– B  L-S-K   F   (d = L)/  (d =
R)/   (d = N).

– W   Z q′.

D R   Übergangsregel ,    Ü  T-
    Z  B    K-P
. F̈   P (q, a) ̈  T   R, 
q ̸= HALT,   R,  q = HALT. E B  R  
q a q′ a′ d = A 0B 1 R .

D Eingabe   W (=  Z)   A-
. D W   B  B   S. D 
F   0 ̈. Z B    L-S-K  
Z  E38   T  Z A.

D T ̈      T  R-
 . D Konguration  M    T


q, u, a, v


 

 E:

• q   Z  M.

• u, v  W̈  A Γ.39 a   B  Γ. u  
 0. v    0.

• D ̈ I  S   · · · 00uav00 · · · .

• D L-S-K    Z a.

F  M   E HALT ,     
Ausgabe  T (u, a, v). A  B    Z Q :=
A,B,HALT,  A Γ := 0, 1    Ü:

37Es ist erlaubt, dass a = a′. In diesem Fall ändert das Überschreiben nichts.
38falls dieses nicht leer ist
39Das leere Wort ist erlaubt.
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 Z  ̈ Z  
A 0 B 1 R
A 1 HALT 0 N
B 0 A 1 L
B 1 B 1 N

W     E,     . D  
T · · · 000 · · ·   S. D  K  . D
T ̈  K  Z  B:

Z B K
A · · · 0000 · · ·


A, , 0, 



B · · · 0100 · · ·

B, 1, 0, 



A · · · 0110 · · ·

A, , 1, 1



HALT · · · 0010 · · ·

HALT, , 0, 1



I   S    K. D A 
(u, a, v) =


, 0, 1


. E  ,   T  ̈, -

  ̈. D   B  F ̈ Q := A,HALT, Γ := 0, 
T     A A 0A 0 N    E .
D T    B    K  Z
A   B · · · 000 · · · .

E  B   Q := A,HALT, Γ := 0, 1,  Ü

 Z  ̈ Z  
A 0 A 1 R
A 1 HALT 0 N

   E. D T ̈   B  -
 K:

Z B
A · · · 00000 · · ·
A · · · 01000 · · ·
A · · · 01100 · · ·
...

S ̈   . G T   ,    
E  .
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Bemerkungen 6.60. [T, A, C]

() D C-T-T ,  T   -
 O  ̈,    . D ,
  B  T   K  A
 . D C-T-T   ̈  A-
,   W intuitiv  ̈ B . D T  -
   .

() W   A-P L  P  C++. E
 O      T -
 ,    P   S L ,   O
. D B  T    S  -
 C.

S x   Z. F̈ n  N   x−n ̈  n- B̈  x 
 R (=K). W  x berechenbar . . .   T-
 M  A Γ = 0, 1 ,  ̈  n  N  E  n 40 
  S ̈   A x−n.

41

Bemerkung. [B] D V  x   -
  A 0, 1,    L̈ . x     -
,    T  A 0, 1 ,   S  x
.

Beispiel 6.61. J  Z,
√
2, π  e  .

W   A-P L  P  C++. D 
x   ,    C   S L , 
x . D   B  B    
 K ̈.

Bemerkungen 6.62. [ P  Z , M  
Z  ,    ]

() D  Z,    P , sind . W 
B 6.61 ̈     ̈   Z,

√
2, π

 e.

40Genauer gesagt schreiben wir ni für die i-te Binärstelle von n und k für den maximalen Index
wofür nk ̸= 0. Die Eingabe ist das Wort n0 . . . nk.

41Genauer gesagt meinen wir die Ausgabe (u, a, v) = (, x−n, ).
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() E  ̈     Z,   
 ̈ Z. (S B 2.19().) E  ̈ 
  Z,   ̈ Z     -
  ̈ Z . A   ̈ ̈ 
 Z,    ̈  T ,  
U  Z  A    Z.

() E  ̈̈   Z. (S B 2.19().) W
()      Z   Z. D 
Z   nicht .

() D W,   ̈ ̈  Z x  [0, 1] -
 ,  0.42 P̈    L  M  -
 Z  0. I   L  T 
R  L̈. D M    V Analysis III (Masstheorie) ̈
M/ . D  Z    
 S    M. D -
 () ,     P Z  ̈   
Z ̈.

G̈ B 6.62()     Z  .
W    konkrete  Z  H  T. D
   S HALT, A1, A2,    .

43 W     L 
T, ̈  ,  Q =


HALT, A1,    , Am


 Γ = 0,    , n

̈  Z m,n  N0. S M   M. W   Z-
 sM  . W   Z  Ü ̈ M -
.44 D    R HALT, A1, A2,     0, 1,    
L,N,R. H    ̈ Z  ein S . Z B 
 Ü  :

 Z  ̈ Z  
A1 0 A2 1 L
A1 1 A1 0 N
A2 0 HALT 0 R
A2 1 A1 0 N

W  sM    Z,   ,   -
 m + n, n   E̈  Ü   S nächster

42Wir nehmen hier an, dass die Zufallsvariable, die x bestimmt, gleichverteilt ist.
43Wir fassen hier HALT als ein Symbol auf. Das Gleiche gilt für A1 usw.
44Die Ordnung ist also wie in einem Lexikon oder Wörterbuch. Zuerst sortieren wir die Zeilen nach

dem ersten Zeichen, dann die Zeilen mit dem gleichen ersten Zeichen nach dem zweiten Zeichen usw.
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Zustand, schreibe, bewege Z ̈ Z . I  B  m = 2,
n = 1, m+ n = 3  sM   :

sM = 3 1A21LA10NHALT0RA10N

F̈  Z s  s′   s < s′ . . . s   s′

. Z B :

1 0A10R < 2 1A10RA11R < 2 1A11LA10R < 2 1A11RA10L

W    T Q =

HALT, A1,    , Am


 Γ = 0,    , n

,  ̈   M M  M ′  M M   L 
M ′  . . . sM < sM ′ .45 W   M   L-
  R    ̈ M0,M1,M2,    . Z B  M0 
Q = HALT, Γ = 0    Ü . M1   Q =
HALT, A1, Γ = 0   Ü A1 0 HALT 0L . (W
 M2,M3,M4 ?) F̈  i  N0  

ai :=

ß
1,  Mi ̈   E  ̈,
0, .

F̈  i  N0  0 ≤ ai2
−i ≤ 2−i. D   R , -

    R
k

i=0 ai2
−i

kN0

. W    Z H  

L  R, . .

H :=

∞

i=0

ai2
−i = 

k∞

k

i=0

ai2
−i (6.126)

E  H ≤ ∞
i=0 2

−i = 2.

Satz. Die Zahl H ist nicht berechenbar.

D S  ,   H   . (S [S12,
T 5.1].) E    T,  ̈   I n 
n- B̈  H   R . W B 6.60()
     C++ P,  H .

Bemerkungen. [   Z H]

• D  (6.126)  Z H    näherungsweise .
D  ,    T ,  ̈  
  > 0   Z r  ,  H  r ≤ . I 
B      M.

• D Z H ̈  I ̈  V  H. (S
[S12, . 216].) D    R    I.

45Das legt die Ordnung eindeutig fest.



316 KAPITEL 6. INTEGRATION AUF R

6.9 Integration und gleichmässiger Limes,

gliedweise Integration einer Potenzreihe

D A  [S, 6.3, K 6.3.2, 6.3.3]. S I  I 
f, fm : I → C ̈ m  N0 R- F.

Proposition 6.63 (I  ̈ L). Falls die Folge (fm)mN0

gleichmässig gegen f konvergiert, dann konvergiert die Folge der Integrale


I
fm


mN0

gegen das Integral

I
f .

B: [S, K 6.3.2., S. 137]

Bemerkung. D B    A̈ 

I
f  ≤


I
f  (P

6.12())   M  I (P 6.12()).

A P 6.63 ,     P  F 
    K  I  
 I    I. D   I  
K. S (ck)kN0  F  C  ρ  ̈ K ( 
D 3.27). W   F

f :] ρ, ρ[→ C, f(x) :=

∞

k=0

ckx
k = 

n∞

n

k=0

ckx
k

S a, b ] ρ, ρ[.

Korollar 6.64 ( P  F   ). Es
gilt

n

k=0

ck
k + 1


bk+1  ak+1


→

 b

a

f für n → ∞

Bemerkungen. • F̈  k  N0 

1

k + 1


bk+1  ak+1


=

xk+1

k + 1


b

x=a

=

 b

a

xkdx, (6.127)



6.9. INTEGRATION UND GLEICHMÄSSIGER LIMES, GLIEDWEISE
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     G B 5.12()    H
 D-  I  . E 

 b

a

∞

k=0

ckx
k dx =

 b

a

f

= 
n∞

n

k=0

ck
k + 1


bk+1  ak+1


(̈ K 6.64)

= 
n∞

n

k=0

 b

a

ckx
k dx ( L̈  I  (6.127))

=

∞

k=0

 b

a

ckx
k dx

D ,    P   ̈.

Beweis des Korollars 6.64: Fall a ≤ b: F̈ n  N0  

fn : [a, b] → C, fn(x) :=

n

k=0

ckx
k

G̈ P 4.58  (fn)nN0  [a, b] ̈  f . G̈
P 6.63  

n

k=0

ck
k + 1


bk+1  ak+1


=

 b

a

fn →
 b

a

f (n → ∞)

D F a > b    . D   B  K
6.64 . 

Beispiel. [ P  F   , P-
 ̈ L] W   geometrische Reihe, . .   F
(ck := 1)kN0 ̈ P,   A x →

n
k=0 x

k

nN0

. D -
̈ K   

ρ =
1

 k∞
k


1
= 1

D    R  F   V 

f :

 ρ = 1, ρ = 1


→ R, f(x) :=

∞

k=0

xk
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S x ] 1, 1[. G̈ B 6.27() 

(1 x) = (1 x) (1)

= 
 x

0

1

1 y
dy

= 
 x

0

∞

k=0

yk dy (̈ B 3.9())

= 
∞

k=0

xk+1  0k+1

k + 1
(̈ K 6.64)

= 
∞

ℓ=1

xℓ

ℓ


D , 

(1 + x) =

∞

k=1

(1)k−1

k
xk, ∀x ] 1, 1[ (6.128)

D   D  F (1 + •)   L  P-

. A B 5.42()  , 
n

ℓ=1
(−1)k−1

k
• k

nN0

 T 

(1 + •)   P x0 = 0 . (W ̈  T   -
.)

W     F 3.36   G   R-
 ̈. I  x = 1  (6.128) ,   ̈  G
 ∞

k=1

(1)k−1

k
=

1

1
 1

2
+

1

3
 · · · =  2 (6.129)

D S    ̈,    G (6.128)
 ̈ x ]  1, 1[  . S   ̈  ̈ x = 1.
D     S. S (ck)kN0  F  C  r ]0,∞[.

Satz 6.65 (G  A). Falls die Reihe
n

k=0 ckr
k

nN0

konvergiert,
dann gilt

∞

k=0

ckx
k →

∞

k=0

ckr
k für x ↗ r (6.130)

B: [W97, 7.12 D G  A, S. 149] 46

46In diesem Satz wird angenommen, dass r durch den zur Koezientenfolge (ck)k∈N0
gehörigen

Konvergenzradius ρ gegeben ist. Falls ρ > r, dann gilt die Aussage des Satzes 6.65 gemäss Korollar
4.62.
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Bemerkung. [G  A] W  ρ ̈   K-
 (ck)kN0 ̈ K. A  V,   Rn

k=0 ckr
k

nN0

,   K 3.29() ,  ρ ≥ r. D 

  S  (6.130) ̈  x  [0, r] .

Beispiel 6.66. [P ̈ L, G   R] W

 ck := (−1)k−1

k
̈ k  N. G̈ B 3.34   

 R


n

k=1

(1)k−1

k



nN

. A S 6.65  r = 1  , 

∞

k=1

(1)k−1

k
xk →

∞

k=1

(1)k−1

k
· 1k ̈ x ↗ 1

D  S   (6.128) . D (1+ •)  P x = 1  , ,


(1 + 1) = 
x↗1

∞

k=1

(1)k−1

k
xk =

∞

k=1

(1)k−1

k


D   G (6.129).

Alternativer Beweis  G   S 6.65: W 

sn :=

n

k=0

(1)k

k + 1
, (6.131)

In := (1)n+1

 1

0

xn+1

1 + x
dx (6.132)
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S x ] 1,∞[. E 


(1 + •)

′
(x) =

1

1 + x
(̈ (5.29)   K)

=

n

k=0

(1)kxk + (1)n+1 x
n+1

1 + x
(̈ (3.10)), (6.133)

 2 = (1 + 1)  1

=

 1

0


(1 + •)

′
(̈   H)

=

n

k=0

(1)k
 1

0

xkdx+ In

( (6.133), L̈  I  (6.132))

=

n

k=0

(1)k
xk+1

k + 1


1

x=0

+ In

=sn + In (̈ (6.131)). (6.134)

F̈  x  [0, 1]  1
1+x

≤ 1. M (6.132)  M  I 
, 

In ≤
 1

0

xn+1dx =
xn+2

n+ 2


1

x=0

=
1

n+ 2
 0

M (6.134) , 

sn →  2 ̈ n → ∞

D   G (6.129).

S    F 3.36 . E V  F   -
.

Frage. Was ist der Grenzwert der ungeraden alternierenden harmonischen Reihe,
d. h. die folgende unendliche Summe?

∞

j=0

(1)j

2j + 1
=

1

1
 1

3
+

1

5
 · · ·

W ̈   S   B 6.66 . S Ü
14.
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6.10 Uneigentliches Riemann-Integral, Beispiele:

Gaußfunktion, Gammafunktion, Anwendung:

Arbeit des elektrischen Feldes

DA  [B96, 4.4]  [S, 6.4]. U   R-
I  , ̈  F. S X ⊆ R, p  N, Y ⊆ Rp,
f : X → Y  y0  Rp.

Denition 6.67 (K  G  F  ±∞). (i) Wir neh-
men an, dass X nach oben unbeschränkt ist. Wir sagen, dass f  ∞  y0
 (oder dass f(x) ̈ x → ∞  y0 ) g. d. w.

∀ ]0,∞[∃x∗  R∀x  X : x ≥ x∗ ⇒
f(x) y0

 ≤  (6.135)

In diesem Fall nennen wir y0 den G  f  ∞ und schreiben


x∞

f(x) := 
∞

f := y0

(ii) Wir nehmen an, dass X nach unten unbeschränkt ist. Wir sagen, dass f  ∞
 y0 konvergiert (oder dass f(x) ̈ x → ∞  y0 ) g. d. w.

∀ ]0,∞[∃x∗  R∀x  X : x ≤ x∗ ⇒
f(x) y0

 ≤  (6.136)

In diesem Fall nennen wir y0 den G  f  ∞ und schreiben


x−∞

f(x) := 
−∞

f := y0

Beispiele. [K  G  F  ±∞]

() W   F

f := p−1 : X := R \ 0 → R, f(x) :=
1

x


D F   ∞  y0 := 0. (Ü̈ S !) E 



∞

f = 
x∞

1

x
= 0

D F    ∞  y0 := 0.

() D F
f : R → R, f(x) := e−x,

  ∞  y0 := 0, 


x∞

e−x = 0
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Denition 6.68 ( R-I,  R-I). (i)
Seien a−  R, a+  R∞ so, dass a− < a+, und f : [a−, a+[→ R. Wir nennen
f  R- g. d. w. f eingeschränkt auf jedes kompakte
Teilintervall von [a−, a+[ eigentlich Riemann-integrierbar ist und

 x+

a−

f für x+ ↗ a+ konvergiert.47

In diesem Fall denieren wir das  I  f als

 a+

a−

f := 
x+↗a+

 x+

a−

f (6.137)

(ii) Seien a−  R  ∞, a+  R so, dass a− < a+, und f :]a−, a+] → R. Wir
denieren  R-I und das  I
 f analog zu (i).

(iii) Seien a−, a+  R  ±∞ so, dass a− < a+, und f :]a−, a+[→ R. Wir nennen f
 R- g. d. w. es ein b ]a−, a+[ gibt so, dass f [b,a+[

und f ]a−,b] uneigentlich Riemann-integrierbar sind. In diesem Fall denieren wir
das  I  f als

 a+

a−

f :=

 b

a−

f +

 a+

b

f, (6.138)

wobei b ]a−, a+[ beliebig ist.

Bemerkungen. • D  S  (6.138) ̈    W  b
.

• F a+  R,   (6.137) uneigentliches Integral erster Gattung. F
a+ = ∞,   (6.137) uneigentliches Integral zweiter Gattung.

Beispiele 6.69. [ R-I,  R-I]

() S a  R. W   F pa :]0, 1] → R, pa(x) := xa. F̈ 
x− ]0, 1] 

 1

x−

pa =





pa+1

a+ 1


1

x−

=
1 xa+1

−
a+ 1

,  a ̸= 1,

 1x− = 0  x−,  a = 1

47Im Fall a+ = ∞ ist diese Konvergenz wie in Denition 6.67 deniert. Wir schreiben dann für
x+ → a+ statt für x+ ↗ a+.
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Fall a > 1: D  pa  ]0, 1]  R- 

 1

0

pa =

 1

0

xa dx = 
x−↘0

1 xa+1
−

a+ 1
=

1

a+ 1


Fall a ≤ 1: D  pa  ]0, 1]   R-, 

 F x− →
 1

x−
pa   F . (Ü̈ S !)

() S a  R. W   F pa : [1,∞[→ R, pa(x) := xa. F̈ 
x+  [1,∞[ 

 x+

1

pa =





pa+1

a+ 1


x+

1

=
xa+1
+  1

a+ 1
,  a ̸= 1,

 x+

1 =  x+  0,  a = 1

Fall a < 1: D  xa+1
+ ̈ x+ → ∞  0. (Ü̈ S !)

D  pa  [1,∞[  R- 

 ∞

1

pa =

 ∞

1

xa dx = 
x+↗∞

xa+1
+  1

a+ 1
=  1

a+ 1
> 0

H   D 6.67().

Fall a ≥ 1: F̈ x+ → ∞   xa+1
+  

 x+

1
pa. (Ü̈

S !) D  pa  [1,∞[   R-.

Beispiel 6.70. [ I  Gß] W   Gß-
 (ß G)

f : R → R, f(x) := e−x2

,

 A 6.6. D F   R- 

 ∞

−∞
e−x2

dx < 3 (6.139)

D    A̈ e−x2 ≤ e−x ̈ x  [1,∞[, M  I
 G̈. (S Ü 14.)

Bemerkungen. [ I  Gß]

• I B 10.29    I (6.139)  H   I-
   Gß   S .
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• D Gß    R   S,    W-
  N . S B 6.52
  VWahrscheinlichkeitstheorie und Statistik (ITET  RW: 4. S-
).

I ̈ B   Γ-F . D F  
F̈. U   , ̈    H.

Hilfssatz 6.71 ( I  P   -
 E). Seien a ] 1,∞[ und c ]∞, 0[. Die Funktion

f := fa,c :]0,∞[→ R, f(t) := taect,

ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

I B  H     H .

Hilfssatz 6.72 (J  E ̈    P-
.). Für alle a  R und c ]∞, 0[ gilt

fa,c(t) → 0 für t → ∞

B: Ü 14.

Beweis des Hilfssatzes 6.71:

Behauptung 1. Die eingeschränkte Funktion f
[1,∞[ ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beweis der Behauptung 1: D F f  . D    
 T  ]0,∞[ ̈   ̈  R-
. G̈ H 6.72    Z t0 ]0,∞[ , 

∀t  R : t ≥ t0 ⇒ tae
c
2
t ≤ 1

E 
f(t) = tae

c
2
te

c
2
t ≤ 1 · e c

2
t, ∀t  [t0,∞[

D  ̈ S 6.12() (M  I) ̈  t  [t0,∞[, 
 t

t0

f ≤
 t

t0

e
c
2
sds

=
2

c
e

c
2
s

t

s=t0

=
2

c


e

c
2
t  e

c
2
t0


→ 0 2

c
e

c
2
t0 ̈ t → ∞,



6.10. UNEIGENTLICHES RIEMANN-INTEGRAL, ANWENDUNG: ARBEIT DES
ELEKTRISCHEN FELDES 325

    S  ,  c < 0. (Ü̈ S  K-
!) D f ≥ 0, , 

 t

t0
f ̈ t → ∞ . E ,  f [1,∞[

 R- . D  B 1. 

Behauptung 2. Die eingeschränkte Funktion f
]0, 1] ist uneigentlich Riemann-integrierbar.

Beweis der Behauptung 2: D f  ,      T
 ]0, 1]  R-. E 

0 ≤ f(t) ≤ pa(t) = ta, ∀t ]0, 1]

D a > 1,  ̈ B 6.69()  F pa  ]0, 1]  R-

. M S 6.12() (M  I) ,
 1

x−
f ̈ x− ↘ 0

.E ,  f ]0, 1]  R- . D 
B 2. 
A B 1  2 ,  f  R- . D
 H 6.71. 

Denition 6.73 (G). Wir denieren die G als die Funk-
tion

Γ :]0,∞[→ R, Γ(x) :=

 ∞

0

tx−1e−tdt

Bemerkung. [G] G̈ H 6.71   
R-I. D F Γ   .

Proposition 6.74 (G). Es gilt

Γ(1) = 1, (6.140)

Γ(x+ 1) = xΓ(x), x ]0,∞[ (6.141)

Korollar 6.75. Für jedes n  N0 gilt

Γ(n+ 1) = n!

Beweis: D   P 6.74  I. (Ü̈ S !) 

Bemerkung. G̈ K  Γ(•+1)   F̈.

Frage. Was ist Γ

1
2


?
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D Z   H  I   Gß 
. (S A 2.)

Beweis der Proposition 6.74: (6.140): E 

 t+

0

e−tdt =  e−t
t+
0

= e−t+ + e−0, ∀t+ ]0,∞[

 

Γ(1) =

 ∞

0

t1−1e−tdt = 
t+∞

 t+

0

e−tdt = 
t+∞


 e−t+ + 1


= 1

D  (6.140).

(6.141): S x ]0,∞[  t−, t+ ]0,∞[. G̈ S 6.30,  I,
 u(t) := tx, v(t) := e−t , 

 1

t−

txe−tdt =  txe−t
1
t−
+

 1

t−

xtx−1e−tdt → 1xe−1+0+x

 1

0

tx−1e−tdt ̈ t− → 0

(6.142)
A , 

 t+

1

txe−tdt = txe−t
t+
t=1

+

 t+

1

xtx−1e−tdt

()

→ 0 + 1xe−1 + x

 ∞

1

tx−1e−tdt ̈ t+ → ∞ (̈ H 6.72).

(6.143)

E 

Γ(x+ 1) =

 ∞

0

txe−tdt

=

 1

0

txe−tdt+

 ∞

1

txe−tdt

= e−1 + x

 1

0

tx−1e−tdt+ e−1 + x

 ∞

1

tx−1e−tdt ( (6.142,(6.143))

= xΓ(x)

D  (6.141)    B  P 6.74 . 
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Beispiel. [A   I: A   F]
W   T,    0  1    
L q0 > 0  q1 > 0 . W   t  Z. Z A-
 t0    T  R     A r0 > 0. D
 T   ,    . D    T
      .

Problem: M   G,   A,   
K  ̈  Z .

Bemerkung: D A     E  S  A-
.

Lösung: D  K   T  ̈  C-
G  

F (r) :=
1

4π0

q0q1
r2

, (6.144)

 0 :=  F ≈ 9 · 10−12F−1,

1

4π0
≈ 9 · 109N2 C−2

W   Z t1 ≥ t0   ri ̈  A 
 T  Z ti. W ̈ :

C :=
q0q1
4π0



D  t0  t1  A   

W =

 r1

r0

F (r) dr

= C

 r1

r0

r−2 dr (̈ (6.144))

= Cr−1r1r=r0

= C

r−1

1 + r−1
0


 (6.145)

A ̈  Z    K  A

W∞ =

 ∞

r0

F (r)dr

= 
r1∞

 r1

r0

F (r) dr

= C 
r1∞


r−1

1 + r−1
0


(̈ (6.145))

=
C

r0

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D  A      I  G
.



Kapitel 7

Gewöhnliche
Dierentialgleichungen,
Anwendungen in der Mechanik und
Elektrotechnik

D K  [B96, 2.1, 3.5, 3.6]  [S, 5.6, 5.7]. G , 
 ̈ D  G ̈   F 
 V̈,    F   A . S
G      G. D 
  F  R     G̈,  
 Z ̈.

7.1 Gewöhnliche Dierentialgleichung,

Anfangswertproblem, Beispiele: gedämpfter

Federschwinger, elektrischer Schwingkreis

D A  [B96, 2.1, 3.5]  [S, 5.6]. S n  N0 = 0, 1, 2,   
 I   I. (I  ̈  ̈ .) W 
 V  R t,   N u̇ = u′ ̈  A  F
u 1   u(k) ̈  k- A  u.

Denition. Eine ̈ D (GDG) der Ordnung n für eine
Funktion u : I → R ist eine Gleichung der Form



t, u(t), u̇(t),    , u(n)(t)


= 0, ∀t  I, (7.1)

1Diese Notation ist in der Physik gebräuchlich, falls die Variable t die Rolle der Zeit spielt.
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wobei  : I ×Rn+1 → R eine feste Funktion ist, die nicht bezüglich der letzten Variable
konstant ist.

Analog denieren wir den Begri einer GDG für eine Funktion u : I → C, indem wir
oben überall R durch C ersetzen.2

Beispiele 7.1. [̈ D 1. O,  Z]
W   F n = 1.

() S f : R → R   F   F  : R3 → R  



t, x0, x1


:= x1  f(t)

G̈ 7.1   F  GDG



t, u(t), u̇(t)


= u̇(t) f(t) = 0, ∀t  R,

. . u̇(t) = f(t), ∀t  R (7.2)

A   H  D-  I ,  ̈
 K c  R  F

u(t) =

 t

0

f(s) ds+ c

 G (7.2) ̈. A  M ,    
L̈  G . (S K 5.16(). A   
   H  D-  I.)

() S a0  R   F  : R3 → R  



t, x0, x1


:= x1 + a0x0

G̈ 7.1   F  GDG



t, u(t), u̇(t)


= u̇(t) + a0u(t) = 0, ∀t  R,

. . u̇ = a0u (7.3)

D GDG   B  Z. D  t, u, a0
 R:

t := Z

u(t) := A A   E,   Z t  
 

2Das Intervall I bleibt dabei unverändert.
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a0 := Z (a0 > 0)

D  L̈  GDG (7.3)   

u(t) = ce−a0t,

 c  R   K . D  F  G
(7.3) ̈,   N. (R S  !) D   
L̈  G ,    B 5.18 . △ 3

Bemerkung. [A] S u0  R. D K c  B 7.1() 
   Anfangsbedingung

u(0) = u0

. E  ̈ c = u0, . . u(t) := u0e
−a0t    L̈ 

Anfangswertproblems

u̇ = a0u,

u(0) = u0

△

Beispiel. [ GDG] D G

u̇(t) = u(t 1)

  GDG4,    A t  1  F    S 
A t  F    S . D G  
retardierte Dierentialgleichung (: delayed dierential equation). △

I F    B   M. F̈  ̈
B  B  [P15, 4.1 M S, S. 417].

Beispiel 7.2. [̈ D 2. O,  ̈ F-
] W   F n = 2. S a0, a1  R   F  : R4 → R
 



t, x0, x1, x2


:= x2 + a1x1 + a0x0

G̈ 7.1   F  GDG



t, u(t), u̇(t), ü(t)


= ü(t) + a1u̇(t) + a0u(t) = 0, ∀t  R (7.4)

3Mit diesem Zeichen wird das Ende eines Beispiels oder einer Bemerkung angedeutet.
4im Sinne dieser Vorlesung
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A 7.1: F   ̈ F̈

D GDG   B  B  5 F (=F-
),    ̈ F̈      R
̈ . D     S,    ̈
K̈ ,  ̈   F    W  
   ̈ F̈ . S A 7.1. W   GDG (7.4)
 G  M   S̈ . W :

t := Z

x(t) := A  K̈   R  Z t (=  G̈)

F0 := R̈  F

FR :=   V̈  F̈  R

F :=    K̈  K

k := F

c := D̈  F̈

m := M  K̈

E   G  M   S̈:

• H G:
F0 = kx

• S R:
FR = cẋ

•  N G:
F = mẍ

5Frei bedeutet, dass es keine äussere Anregungskraft gibt.
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D G    V Technische Mechanik (ITET, 1. S),
Physik I (RW, 1. S)  Fluiddynamik I (RW, 4. S, G)
. D K  G  

mẍ = F = F0 + FR = kx cẋ,

 ẍ+
c

m
ẋ+

k

m
x = 0 (7.5)

W    GDG (7.4)  a0 =
k
m

 a1 =
c
m
.

W    F   (. . ̈) F. D
,  c = 0.W  ,  k,m > 0. W 

0 :=
√
a0 =

…
k

m
]0,∞[

F̈  a, b  R ̈  F

x(t) := a (0t) + b (0t) (7.6)

  F  GDG (7.4). (Ü̈ S !) △

Bemerkungen. [̈ D 2. O]

• D F (7.6)    L̈  GDG ü+a0u = 0. D 
 S 7.6   T,   F (0•)  (0•) 
̈ .

• W   F ̈   L̈  GDG (7.4)  
F . (S P 7.9  A 7.2.)

W    B   E. F̈  ̈ B-
  B  [P15, 4.2 E S, S. 445].

Beispiel 7.3. [ S,    ̈ S]
I  B     R,    W-
,  K   S ,  
. W   T  (̈) R:

() F S. D   S,     R -
,    E  . (D   K.)
S A 7.2.
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A 7.2: F S. A 7.3: S 
W. D -
 S  
S.

() S  W. D   S,   
R ,    E   W-
 . S A 7.3.

Probleme:

() (Freie Schwingung:) B  S  S̈  
S ().

() (Erzwungene Schwingung:) B     S -
 ̈ S̈ I  S,    S ()
!

Bemerkungen:

• D  I,  ITET ,   S 
 V Netzwerke und Schaltungen I . S   
̈   V Netzwerke und Schaltungen II .

• D 1. K G (K) ,    K
  N  S   S̈  
S   S̈ . (S Netzwerke und Schaltungen II.) D
  R ,   S̈    P
 S . E   ,  der S̈   
S  S  .

• D  S ()   S  S 
W,     S    .
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U  S   S  ,   ,
 S  W  .

• Z P (): M   S̈      E-
  S̈. W    S 
 E    S̈   A. U
Z   ,  A  A̈  E  -
.

W  P () ̈   S ̈,   K-
  Z . (S B 7.13, S. 352.) W   , 
 S   F  ̈ S  S̈
   F.

W    S  W (). W 
 P ()     S ̈:

1. M G  E    ̈ D-
 ̈  L Q  K .

2. W ̈  GDG   Q. D  S̈   Z-
  Q.

S 1: W :

• Q := L  K

• I := S̈

• U :=   S

• Ux := S  x = C,R, L,  UC := S  K-
 C, .

• C := K̈  K

• R :=  W  W (B)

• L := I̈  S

E   G  E ( Netzwerke und Schaltungen I und
II ):
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• A  L ,   S̈  Z  L-
  K , 

I = Q̇ (7.7)

• K:

Q = CUC (7.8)

D   GßG  E. (S Elektromagnetische
Felder und Wellen.)

•  G:

UR = RI (7.9)

• S:

UL = Lİ (7.10)

DG    I  F   A
G. (S Elektromagnetische Felder und Wellen.)

• 2. K G = M: A T  M 
  N    . D , 

UL + UR + UC = U (7.11)

I  (7.11,7.8,7.9,7.7,7.10) ,  

LQ̈+ RQ̇+
1

C
Q = U,

. . Q̈+
R

L
Q̇+

1

CL
Q =

U

L
 (7.12)

W    GDG (7.4) ̈  L u = Q  a0 = 1
CL

 a1 = R
L
.

S   S 1 ̈ (A  GDG ̈ Q). S 2 (L̈
 GDG)    F U ≡ 0  P 7.9  A 7.2 ̈ 
 F  ̈ S U  A 7.4 ( (7.45), S. 353). △

Bemerkung. [F   S] D V  
 B 7.2  7.3   G  ,   -
 F     S   
̈.D  G̈   S   ̈
 T:
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A x Q L  K
G v I S̈
 R̈ F0 UC S  K
 R FR UR S  W
 K F UL S   S
F k 1

C
K  K̈  K

D̈ c R W
M m L I̈

(O S    B 7.2  7.3   G
 !)

7.2 Linearität und Homogenität einer GDG,

Superpositionsprinzip, Lösungsraum einer

homogenen linearen GDG, charakteristisches

Polynom einer GDG

D A  [B96, 3.5, 3.6]  [S, 5.6]. E GDG  linear
. . .  V  T   S  GDG   L-
   F   A     
S    F. D  D   ̈. S I 
I   L̈.

Denition (L̈  H̈  GDG). Wir nennen die GDG für eine
reellwertige Funktion  g. d. w. es Funktionen ai, f : I → R (i = 0,    , n) gibt so,
dass die GDG nach Verschieben von Termen 6 gegeben ist durch

n

i=0

aiu
(i) = f, d. h.

n

i=0

ai(t)u
(i)(t) = f(t), ∀t  I (7.13)

Wir denieren Linearität für eine GDG für eine komplexwertige Funktion analog.

Wir nehmen jetzt an, dass die GDG linear ist. Falls in der Darstellung (7.13) die
Funktion f konstant gleich 0 ist, dann heisst die GDG , sonst .
Die Funktion f heisst die I̈ (Q oder S̈) der GDG.

I  V        GDG. D   A-
      GDG.

6von der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt
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• D GDG   B 7.1, 7.2  7.3   . D G
(7.3,7.4) (B 7.1()  7.2)  . D G (7.2,7.12)
(B 7.1()  7.3 ) .

• D GDG

u̇(t) + t2u(t) = 0, ∀t  I

 .

• D GDG  O

u̇ = u2

 ,     S   F u 
.

△

Bemerkung 7.4. [L̈] S  : I × Rn+1 → R  F ,  
̈   V  . F A ̈  GDG 
̈:

() D GDG (7.1)  .

() E   F f : I → R ,   A u → 

•, u,    , u(n)


+ f

 , . .,  B (5.4) ̈.7

D I () → ()    N   T, 
A   O . (Ü S   D!) △

A  B   S. U   , -
    F    A: E ( ) L-
  F u1,    , uℓ   F  F c1u1 +   + cℓuℓ, 
c1,    , cℓ  Z .

Bemerkungen 7.5. [S]

7φ

•, u, . . . , u(n)


bezeichnet die Funktion t →


t, u(t), . . . , u(n)(t)


.
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() E V  Superpositionsprinzips  F.8 S ℓ  N  ̈
k = 1,    , ℓ  fk : I → R  F, uk : I → R  L̈  GDG
(7.13)  f = fk  ck  R. D ̈  F u :=

ℓ
k=1 ckuk  GDG

(7.13)  f =
ℓ

k=1 ckfk. D S   B 7.4.

() I ̈  L  L̈   GDG

n

i=0

aiu
(i) = 0 (7.14)

 GDG .

() E     S ̈  GDG ̈  -
 F.

F S   L̈   GDG (7.14). D B
   T   B 7.5. S I  I  -
 L̈  a0,    , an : I → C F.

Satz 7.6 (L̈    GDG, S). (i)
Die Menge

Z :=


u  Cn(I,C)


n

i=0

aiu
(i) = 0



ist ein komplexer Vektorraum.

(ii) Die Menge

ZR :=

u  Cn(I,R)


n

i=0

aiu
(i) = 0



ist ein reeller Vektorraum.

Wir nehmen nun an, dass die Funktionen a0,    , an stetig sind und dass an
nirgends verschwindet.

(iii) Die (komplexe) Dimension von Z ist gegeben durch

Z = n

8In der Physik wird der Term Superpositionsprinzip für die verwandte Eigenschaft verwendet,
dass die Wirkung einer Linearkombination von Anregungen eines Systems die entsprechende Linear-
kombination der Wirkungen der Anregungen ist.
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(iv) Falls a0,    , an reellwertig sind, dann ist die (reelle) Dimension von ZR ist gege-
ben durch

ZR = n

Beweis des Satzes 7.6: ()     T:

• Cn(R;C)    V.

• u ≡ 0  Cn(R;C)

• S,  B 7.5

()  .

A ((),())   [T12, T 3.13, . 87]. (I F  K-
 a0,    , an   A  [S, K 5.6.1, S. 108]
̈.) 

Bemerkungen. [L̈    GDG, S-
]

• G̈ S 7.6()   D  L̈   GDG
  G  GDG (7.14).

• I F n ≥ 1   S 7.6() ,   GDG (7.14) 
L̈ ,     0 .

Beispiele. [L̈    GDG, S]

• D GDG

u̇ u = 0

̈  F u : I → C    . G̈ S 7.6  
L̈ Z   V  D 1. D   
  B 7.1() . G̈  B   L̈
̈  

Z =

c 

 c  C

• W   ̈ D

ü = u (7.15)
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̈  F u : I → C. D G    ,   
 V  T  ̈ 

1 · ü+ (1) · u = 0

    F (7.13) . G̈ S 7.6   L̈ Z 
G   V  D 2. W ̈  R
   . D F

u1 := , u2 := (•)

̈  GDG (7.15). G̈ B 7.5 (S) ̈ 
̈  c1, c2  C  F

u := c1u1 + c2u2 = c1 +c2 (•)

  GDG (7.15). (D      R.) D
F u1  u2   ̈. (Ü̈ S !) E ,


Z =

c1 +c2 (•)

 c1, c2  C



• S a0 ]0,∞[. D GDG
ü+ a0u = 0 (7.16)

̈  F u : I → R    . G̈ S 7.6   
L̈ ZR   V  D 2. W ̈ 
R    . W  0 :=

√
a0. D F

(0•), (0•)

̈  GDG (7.16). G̈ B 7.5 (S) ̈ 
̈  a, b  R  F

u := a (0•) + b (0•)

  GDG (7.16). D F (0•)  (0•)   -
̈. (Ü̈ S !) E , 

ZR =

a (0•) + b (0•)

 a, b  R



• D GDG
ü(t) = tu(t), ∀t  R,

̈  F I → R    . G̈ S 7.6   
L̈ ZR   V  D 2. E    2-
parametrige Schar  L̈  G. E   keine F
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̈   L̈  GDG. S B 7.19. M   L̈
 GDG    M   . S 
F Numerische Methoden (ITET, 4. S). D F Numerical Methods
for Partial Dierential Equations (RW, G, 4. S) 
 V ̈  D ( A 3).

△

Bemerkung. [S] F̈  nicht  GDG   S-
  A . E B ̈   GDG

u̇ = u2 (7.17)

D F

u(t) := 1

t

̈  G (7.17). (R S  !) W a   Z , 
̈ au  GDG (7.17)    F̈ a = 0  a = 1. E  ̈

(au)2 = a2u2

= a2u̇ ( u  GDG (7.17) ̈)

= a(au)˙

D  S     (au)˙,  a = 0  a = 1 . D ,
 au  GDG (7.17)     F̈ ̈. D   S-
 ̈  GDG (7.17) . △

S  n  N0  a0,    , an−1  C. W     GDG
n- O   K

u(n) +

n−1

i=0

aiu
(i) = u(n) + an−1u

(n−1) + · · ·+ a0u = 0 (7.18)

U  L̈  GDG  ,    eulerschen Ansatz 9

u(t) = uλ(t) := eλt, λ  C (7.19)

I    (7.18) ,  


λn +

n−1

i=0

akλ
i


eλt = 0, ∀t  R (7.20)

9Dieser Ansatz ist nach Leonhard Euler benannt, siehe Abbildung 3.5.
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Denition ( P). Wir denieren das  P-
 der GDG (7.18) als die Funktion

p(λ) := λn +

n−1

i=0

aiλ
i = λn + an−1λ

n−1 +   + a0

W u  GDG (7.18) ̈,    (7.20)  t = 0  

0 = p(λ)eλ0 = p(λ)

U ̈ ̈  N λ  p  F uλ (  (7.19)) 
GDG (7.18).

Beispiel 7.7. [ P, L̈  GDG] D 
P  GDG

ü u = 0

  
p(λ) = λ2  1

D N  P  λ1 = 1  λ2 = 1. A ̈  F

u1(t) = e1·t, u−1(t) = e(−1)·t

 GDG (7.18).

D F uλ   B  V  L̈  GDG,  p
  N . D    ̈ S,   L̈
 GDG (7.18) .

S a0,    , an−1  C, ℓ  N0, λ1,    ,λℓ  C  N10  ̈ -
 P p,  ̈ i = 1,    , ℓ  mi  V  λi.

Bemerkung. W ̈ p    P :

p(λ) =

ℓ

i=1

(λ λi)
mi := (λ λ1)

m1 · · · (λ λℓ)
mℓ 

Satz 7.8 (B ̈  L̈). Die Funktionen

uik(t) := tkeλit, 1 ≤ i ≤ ℓ, 0 ≤ k < mi

bilden eine Basis des komplexen Vektorraums

Z :=

u  Cn(R;C)

 u löst (7.18)



10Wir nehmen an, dass λi ̸= λj , falls i ̸= j.
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Bemerkungen. • G̈ S 7.6  Z ̈  V. D A
 S 7.8   .

• E B  V    ̈ E.
S 7.8   F:

– D F uik   Z, . .,  ̈ (7.18).

– D F uik   ̈.

– J L̈  GDG (7.18)    L  F-
 uik   .

S   S  L̈  GDG ̈.

Beweis des Satzes 7.8: S 1 ≤ i ≤ ℓ  0 ≤ k < mi. W ,  uik  Z.
W 

D :=
d

dt
, Dk := D ◦ · · · ◦D (k O D), p(D) := Dn +

n−1

k=0

akD
k

Behauptung. Es gilt
p(D)uik = 0

Beweis der Behauptung: [S, B  S 5.6.3 ), S. 110]. D B 
  T,  p(D) =


i(D  λi )

mi . 

G̈  B ̈  F uik   GDG (7.18), . ., uik  Z,
 .

L U̈  uik: [S, B  S 5.6.3 ), S. 111].

D F uik  Z: D    T,   uik  -
̈ ,   A   D  Z . (G̈ [S, K
5.6.1, S. 108]   D  n.)

D   S 7.8. 

Bemerkung. [B  L̈] F   P p 
 N ,    F

uλi
(t) = eλit, 1 ≤ i ≤ ℓ

 B  L̈ Z. D    S 7.8   T
uλi

= ui0.
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Beispiele. • W   GDG

ü u = 0

D  P  GDG  p(λ) = λ2  1. G̈ B
7.7   N  P   λ1 = 1  λ2 = 1.
G̈ S 7.8   F

u1(t) = et, u−1(t) = e−t

  B  L̈ Z  GDG. I   
L̈  GDG   F

u(t) = c1e
t + c2e

−t,  c1, c2  C

• W   GDG
ü 2u̇+ u = 0

D  P  GDG  p(λ) = λ2  2λ + 1. D 
N  P  λ1 = 1. I V  m1 = 2. G̈ S
7.8   F

u1 0(t) = et, u1 1(t) = tet

  B  L̈ Z  GDG. I   
L̈  GDG   F

u(t) = c1 0e
t + c1 1te

t,  c1 0, c1 1  C

7.3 Homogene GDG zweiter Ordnung, freier

gedämpfter harmonischer Oszillator

D A  [B96, 3.6]  [S, 5.6]. W    GDG
(7.18)  F n = 2  a0, a1  [0,∞[,    GDG

ü+ a1u̇+ a0u = 0 (7.21)

D GDG    (̈) harmonischen Oszillator. B
̈    F (B 7.2)     S
(B 7.3()). D T ü ̈  B  G̈ u . D T
a0u   R̈  S   R. D T a1u̇ 
 D̈  S,   A  A  S.
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Bemerkung. E Oszillator   ̈ S. Harmonisch 
  K,  ̈  t  R̈ a0u(t)   u(t) ̈.

W  Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Systems 

0 :=
√
a0  [0,∞[ (7.22)

D   K (= W)  ̈ S, -
   GDG

ü+ a0u = 0

 . D    R   B 7.2. W  
Dämpfungskoezienten

 :=
a1
2


M  N   GDG (7.21)  G

ü+ 2u̇+ 2
0u = 0 (7.23)

D ̈ R   S 7.8. W 

µ :=
»

2  2
0 ]0,∞[

F  < 0,     Kreisfrequenz der gedämpften Schwingung 

d :=
»

2
0  2 ]0,∞[

Proposition 7.9 ( L̈   GDG  O, 
̈ S). Die allgemeine reellwertige Lösung u der GDG (7.23) ist
gegeben durch:

(a) Fall  < 0 (unterkritische Dämpfung):

u(t) = e−t

a (dt) + b (dt)


, a, b  R (7.24)

(b) Fall  = 0 (kritische Dämpfung, aperiodischer Grenzfall):

u(t) = (c1 + c2t)e
−t, c1, c2  R

(c) Fall  > 0 (überkritische Dämpfung, Kriechfall):

u(t) = c1e
(−+µ)t + c2e

(−−µ)t, c1, c2  R (7.25)
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HARMONISCHER OSZILLATOR 347

t

A 7.4: D L̈ (7.24) ̈ a = 1, b = 0  GDG (7.23)  
̈ F  < 0.

t

A 7.5: D L̈ (7.25)  GDG (7.23)  ̈ ̈ F
 > 0 ̈  W  c1  c2. F̈   L̈  ẋ(0) < 0, ̈
  L̈  ẋ(0) = 0  ̈  ̈ L̈  ẋ(0) > 0. D  L̈
   0 ,   L̈  .

Bemerkungen. • W   F  D̈,   < 0.
(S A 7.4.) D  L̈ u  GDG (7.23)   
P   E  A (= A-
)    ̈ F. D   N
Dämpfungskoezient ̈ . D S ̈   S 
 K d ,     K 0  ̈
S . D B  S   gedämpft periodisch11.

• W    F ̈ D̈,   > 0. (S A-
 7.5.) D  u  L  E 
A µ > 0  +µ > 0. D S ̈  S

11Damit meinen wir, dass die Bewegung durch das Produkt einer abklingenden Exponentialfunktion
und einer periodischen Funktion beschrieben wird.
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. D F u     N .12 S 
̈  Z  G 0 ̈. D F  
Kriechfall . D B  S    (̈) -
. D   D̈  S.

• W   F  D̈,  = 0. D S ̈ 
S . D F u     N .13 S
 ̈  Z  G 0 ̈.  = 0  
 W  , ̈   B  S  ̈ 
. D F   aperiodischer Grenzfall.

Beweis der Proposition 7.9: D  P  GDG (7.23) 
 

p(λ) = λ2 + 2λ+ 2
0

G̈  M14   N  

λ± =  ±
»

2  2
0 =  ± µ  C

I  F̈  > 0   = 0   A  P 7.9   S
7.8. W   F  < 0. W 

λ± =  ± i
»

2
0  2 =  ± id

G̈ S 7.8 ̈  F

u±(t) := eλ±t = e−te±iωdt = e−t

(dt)± i (dt)



  GDG (7.23). D ̈  F (7.24)  GDG.

U  ,    allgemeine  L̈ ,   u  
L̈. G̈ S 7.8  u±  L̈ Z. D  Z
c±  C , 

u = c−u− + c+u+

D u  ,   u = u, 

c−e
−iωdt + c+e

iωdt = c−e
iωdt + c+e

−iωdt,

 c− = c+  

u(t) = e−t

a (dt) + b (dt)


,  a := 2R(c+), b := 2 I(c+)

D  P 7.9. 

12Wir nehmen hier an, dass c1 und c2 nicht beide gleich 0 sind.
13Wir nehmen hier an, dass c1 und c2 nicht beide gleich 0 sind.
14Damit meinen wir die Lösungformel für eine quadratische Gleichung.
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Bemerkung. [ F,   S] P 7.9
   L̈  GDG (7.5). S    B 
 F. (S B 7.2  Ü 1 (F).) D
W  P 7.9   L̈  GDG (7.12)  U ≡ 0.
S    Z    S. (S
B 7.3().) S   P () (S. 334) ̈.

7.4 Inhomogene lineare GDG, Anwendung:

elektrischer Schwingkreis mit

Wechselspannungsquelle, erzwungene

Schwingung, Resonanz

D A  [B96, 3.6]  [S, 5.7]. W    -
 L̈    GDG     
 S  ̈ W.

W     GDG (7.13), 

n

k=0

ak(t)u
(k)(t) = f(t), ∀t  R (7.26)

D  L̈  GDG   S   ̈ L̈ 
GDG    L̈    GDG

n

k=0

ak(t)u
(k)(t) = 0, ∀t  R (7.27)

Bemerkungen 7.10. [ L̈   GDG]

() F̈  L̈ up  Cn(R;C)  (7.26) :


u  Cn(R;C)

 u ̈ (7.26)

=


up + uh

 uh  Cn(R;C) : uh ̈ (7.27)



D I ⊇    S, B 7.5(). (Ü̈
S,   ⊆ !)

() D p   N up  ̈ partikulär. D F up   partikuläre,
. ., spezielle L̈  GDG (7.26).

() E     ()  A,    ,   C
 R .
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Bemerkung 7.11. [̈ L̈  GDG]S n  N0, a0,    , an, c, 
C , 

n
k=0 ak

k = an
n +   + a1 + a0 ̸= 0. D ̈  F

U := Up : R → C, Up(t) :=
cetn

k=0 ak
k

(7.28)

 GDG

n

k=0

akU
(k)(t) = anU

(n)(t) +   + a1U̇(t) + a0U(t) = cet, ∀t  R (7.29)

D    A  F Up  E   GDG.

Beispiel. [ L̈   GDG] W   -
 GDG ̈  F u : R → R  

ü(t) + u(t) = e3t (7.30)

G̈ B 7.11 ̈  F

Up(t) :=
e3t

1 · 32 + 1 · 30 =
e3t

10

 GDG (7.30). G̈ P 7.9     L̈ 
 GDG ü+ u = 0  

uh(t) = a (t) + b (t), a, b  R

(D GDG   ̈, . ., F ()  .) G̈ B
7.10()   L̈  (7.30)   


u  C2(R;R)

 u ̈ (7.30)

=

ß
t → e3t

10
+ a (t) + b (t)

 a, b  R
™


W     (7.29)  F n = 2, a2 = 1, a0, a1 ≥ 0  f
   V  K.

Bemerkung 7.12. [̈ L̈   GDG  O 2, 
̈ I̈] S  a0, a1, c,  [0,∞[ ,  a0 ̸= 2 
a1 ̸= 0. W   GDG

ü(t) + a1u̇(t) + a0u(t) = c (t) (7.31)

W   P

reiψ := a0  2 + ia1, r ]0,∞[,   [0, π] (7.32)
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W 
r =

»
(a0  2)2 + a21

2 (7.33)

W   F

up : R → R, up(t) :=
c

r
(t ) (7.34)

W ,   F  GDG (7.31) ̈. W  Up   (7.28)
 a2 = 1   = i, 

Up(t) =
cet

n=2

k=0

ak
k

=
ceiωt

2 + ia1 + a0
(7.35)

=
ceiωt

reiψ
( 7.32) (7.36)

=
c

r
ei(ωt−ψ) (7.37)

W 

up(t) =
c

r
R


ei(ωt−ψ)


(  E F eix =  x+ i  x)

= R(Up(t)) ( 7.37) (7.38)

G̈ B 7.11 ̈ U = Up  GDG (7.29), 

Ü(t) + a1U̇(t) + a0U(t) = ceiωt

W (7.38) ̈ u = up   GDG

ü(t) + a1u̇(t) + a0u(t) = R

ceiωt


= c (t),

 (7.31),  . (A ̈     , 
 up      GDG .) △

Bemerkung. [ Z] I B 7.12    
Z   E F ,    L̈  GDG
  K  . K Z ̈    
S ̈ . △

W     L̈  GDG,   
S  ̈ W  . W ̈
  S 2 (B 7.3) :
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Beispiel 7.13. [S  W, L̈  GDG ̈ 
L] W   ̈  R  W-
,   B 7.3  (). W  ,   
S U  K  Z , 

U(t) = U0 (t),  U0,   [0,∞[ (7.39)

(D F U    I̈   GDG (7.12). S  
nicht  R   L̈  GDG   B 7.11.) D
GDG (7.12)   G


Q̈+

R

L
Q̇+

1

CL
Q


(t) =

U0

L
(t), ∀t  R (7.40)

D GDG (7.40)    (7.31) ̈, 

a0 :=
1

CL
, a1 :=

R

L
, c :=

U0

L
 (7.41)

W  r,  (7.32),

Qp := up

  (7.34),  Phasenverschiebung 

 :=   π

2
(7.42)

  Scheinwiderstand 

Z := Zω :=

 
R2 +


 1

C
+ L

2

(7.43)

W 

Ip :=Q̇p

= c

r
 (t ) ( (7.34))

=U0


L

 
1

CL
 2

2

+
R2

L2
2

(t )

( (7.33,7.41,7.42)    x = 

x+

π

2


)

=
U0

Z
(t ) ( (7.43)). (7.44)
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G̈ B 7.12 ̈  F Qp  GDG (7.31),   GDG (7.40).
D  L̈  GDG   

Q = Qh +Qp,

 Qh   L̈    G . (W-
?) G̈ (7.7)   S̈ I  

I = Q̇ = Q̇h + Q̇p = Ih + Ip,  Ih := Q̇h

W   ,  R > 0. D  Ih  . D  I -
 ̈    Z  Ip . (I  P  ,
 I   E ̈  Ip  .) D 
W U(t) = U0 (t)   S  W-
 ̈ (7.44)  ()  S̈

I(t) = Ip(t) = Q̇p(t) =
U0

Z
(t ) (7.45)

S   P () (S. 334) ̈. △

Bemerkungen. [S  W, L̈  GDG]

• G̈ (7.45,7.39)    S̈  S  W-
      W   S-
 U    S Z. D S̈ ̈  
̈ S   F    S
,   P  . B   P ̈
   S    S,    W
,    B  ,  Z  R  W
.

• W   Eigenkreisfrequenz des ungedämpften Systems   (7.22) 

0 :=
√
a0 =

1√
CL



D  K  idealen (= ̈)  S, 
 B 7.3()  R = 0  . (D   S,
    K   S ,   W.)
I F R ̸= 0   = 0   ̈ (7.42,7.32)  0. D S 
 S̈     P.
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0

R = 1
2

R = 1
4

R = 0



A 7.6: A Aω  S̈  A̈   K
 ̈  W  R.

• D Amplitude der Stromstärke  

Aω :=
U0

Zω

. S A 7.6. D A    ,  
S Zω  . D   ̈

 = 0 =
1√
CL

 F. (I  F   K  (7.43)  .) I  F 
 S  Resonanz   A.

• A  F (7.43) : J   ,  A,  0, 
E  S, ,     A Aω.
F̈  → ∞   → 0  Aω  0. D E ( -
̈ S U)   ̈   K    
  A ( ̈ S̈ I) .
D S   ̈   F,   F
  N̈  0 ̈. D E   A .

• A  F (7.43) : J ̈  W R,    
A. D W    ̈ W   S-
. F̈ R → ∞   A  0. I F  = 0 -
  ̈ R → 0  ∞. T̈ ̈  F  = 0 
R = 0  A  S̈    Z . (I  F
 Qp(t) :=

U0

2Lω0
t (0t)  ̈ L̈  GDG (7.40).) S ̈

   U. E     Resonanzkatastrophe
.
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7.5 System gewöhnlicher Dierentialgleichungen,

Umschreiben einer GDG als ein System erster

Ordnung, Anfangswertproblem, Existenz- und

Eindeutigkeit der Lösung,

Matrixexponentiation, Fundamentallösung

D A  [B96, 3.5]  [S, 5.6, 5.7]. W   Sys-
teme gewöhnlicher Dierentialgleichungen. E  S   
D ̈  F. S S   W-
   G̈. E B ̈   
S. W    H  D ̈ -
  G̈ . (D      GDG ̈
 L Q .) J GDG    S  GDG erster Ordnung
 .

I A  ̈ D   -
 S    ̈. D S    ̈
,   ̈  D  A
. D B      A -
. D    Anfangswertproblem. F̈   S 
GDG  O    L̈  A. D
L̈   M ̈ ,    S-
  K      G ,  
F .

I  A    P X  Rn 

X =

X0,    , Xn−1




(D  I ̈   0  n  1.) S m,n  N0  I  
I. W   F U : I → Rn dierenzierbar . . . ̈ 
i  0,    , n  1  K U i : I → Rn  . I  F
 

U̇ :=

Ö
U̇ 0

...

U̇n−1



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Denition. Ein S  m ̈ D  O
̈ n F  I  R ist eine Gleichung für eine dierenzierbare Funktion
U : I → Rn der Form

Φ

t, U(t), U̇(t)


= 0, ∀t  I,

wobei Φ : I × Rn × Rn → Rm eine feste Funktion der Variablen t, X, Y ist, die nicht
bezüglich Y konstant ist. Wir nennen ein solches System  g. d. w. es eine Funktion
F : I → Rm gibt so, dass für jedes t  I die Funktion (X, Y ) → Φ(t, X, Y ) + F (t)
linear ist.

Analog denieren wir den Begri eines Systems von GDG erster Ordnung für n Funk-
tionen von I nach C und Linearität eines solchen Systems.

Wir nehmen jetzt an, dass das System linear ist. Falls F wie oben konstant gleich 0
gewählt werden kann, dann heisst das System , sonst . Die Funk-
tion F heisst die I̈ (oder Q) der GDG.

Bemerkung. D F F      (  ).

Beispiel. [  Z] W    S
S0,  ̈  Z S1,    , Sn−2    S Sn−1 ̈. W
:

U i(t) := A A  S Si  Z t 15

ai := Z  S Si

D  Z    GDG :

U̇ 0 = a0U
0

U̇ 1 = a0U
0  a1U

1

...

U̇n−2 = an−3U
n−3  an−2U

n−2

U̇n−1 = an−2U
n−2

(7.46)

15Im Zusammenhang mit Systemen von GDG verwenden wir einen oberen Index für die i-te ge-
suchte Funktion. Das stimmt mit der Konvention der Physik überein, einen oberen Index für die
Komponenten eines Vektors zu verwenden. Wenn die Gefahr besteht, den oberen Index mit einer
Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index verwenden.
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W 

U :=

Ö
U 0

...
Un−1


: R → Rn, A :=




a0 0 · · · 0

a0 a1
. . .

...

0
. . .

. . .
...

. . . an−2 0
0 · · · 0 an−2 0




,

Φ(t, X, Y ) := Y  AX

(7.46)    S ̈ D  O
 

Φ

t, U(t), U̇(t)


= 0, ∀t,

. . U̇ = AU (7.47)

D S  GDG   .

Beispiel. [S  GDG] W    S  W-
,  B 7.3. W   ,   S
 G (7.7,7.8,7.9,7.10,7.11) ̈  G̈Q, I, UC , UR, UL

. D G   inhomogenes  S  GDG. D
I̈ ̈   S U .

Bemerkung. I  B  3 G  A. D 
̈  D  S  GDG . G A/
 B̈   S  .

W    F  : I × Rn+1 → R    GDG 
O n,



t, u(t), u̇(t),    , u(n)(t)


= 0, ∀t  I  (7.48)

W ̈  GDG   S  GDG erster Ordnung :

Bemerkungen 7.14. [U  GDG   S  O]

() W   F

Φ : I × Rn × Rn → Rn, Φ(t, X, Y ) :=


Y 0 X1

Y 1 X2

...
Y n−2 Xn−1



t, X, Y n−1






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S U =

U 0,    , Un−1


: I → Rn  F  u := U 0. U  

 ̈  S  GDG

Φ

t, U(t), U̇(t)


= 0, ∀t  I (7.49)

 ,   F u n-  ,  G

u(k) = Uk, k = 1,    , n 1,

̈   GDG (7.48) ̈. D ,   A

 L̈ U : I → Rn  (7.49)



→

n-  L̈ u : I → R  (7.48)



   . S    GDG (7.48)   S
 GDG  O (7.49) .

() W   GDG ,    F

u(n) = 

·, u,    , u(n−1)


, ∀t (7.50)

. W     GDG. W 

Rm×n :=

m× n-M  E̈  R




W  ,  GDG (7.50)  . D   F f, a0,    , an−1 :
I → R , 



t, x0,    , xn−1


= 

n−1

k=0

ak(t)x
k + f(t), ∀t

W   F

A :=


0 1 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .

0
0 · · · 0 1

a0 · · · an−1



: I → Rn×n, F :=


0
...
0
f



: I → Rn

(7.51)
E F U =


U 0,    , Un−1


: I → Rn    ̈ 

S  GDG
U̇ = AU + F (7.52)

 ,   F u := U 0 n-  , G

u(k) = Uk, k = 1,    , n 1,
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̈     GDG

u(n)(t) = 
n−1

k=0

ak(t)u
(k)(t) + f(t), ∀t  I, (7.53)

̈. D ,   A

 L̈ U : I → Rn  (7.52)



→

n-  L̈ u : I → R  (7.53)



   . S      GDG (7.53)
    S  GDG  O (7.52) .

() E      B  B ̈ GDG ̈
 F.

Beispiel 7.15. [U] W ̈    GDG

ü = u

   S  GDG ̈   F U : R → R2

 

U̇ = AU,  A :=


0 1
1 0




W  u := U 0. G̈ B 7.14() ̈  F U  G-
 U̇ = AU  , 

u̇ = U 1, ü = u

S I  I, t0  I, Φ : I × Rn × Rn → Rm  F  U0  Rm. D
̈ Anfangswertproblem   

Φ

t, U(t), U̇(t)


= 0, ∀t  I,

U(t0) = U0

W    F m = n.

Satz 7.16 (E-  E   L̈   S
 GDG). Seien A : I → Rn×n und F : I → Rn stetige Funktionen. Das Anfangs-
wertproblem

U̇(t) = A(t)U(t) + F (t), ∀t  I, (7.54)

U(t0) = U0 (7.55)

besitzt eine eindeutige Lösung U  C1(I ;Rn).
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Beweis: [T12, T 3.9, . 81]. F̈  F,  A  ,  
[S, S 5.6.1, S. 104]. 

Bemerkung. D   S  L̈  global , . . 
  I I .

M H    R  GDG   S  GDG
 O   S,    GDG   
L̈ :

Korollar 7.17 (E-  E   L̈   GDG).
Seien f, a0,    , an−1 : I → R stetige Funktionen und u0

0,    , u
n−1
0  R. Das Anfangs-

wertproblem

u(n)(t) +

n−1

k=0

ak(t)u
(k)(t) = f(t), ∀t  I, (7.56)

u(k)(t0) = uk
0, ∀k  0,    , n 1, (7.57)

besitzt eine eindeutige Lösung u  Cn(I ;R).

Bemerkung. E     R ̈ GDG ̈  F-
.

Beweis des Korollars 7.17: Existenz: W  A  F   (7.51) 

U0 :=

Ö
u0
0
...

un−1
0




G̈ S 7.16    L̈ U =

U 0,    , Un−1


 C1(I ;Rn)  A-

 (7.54,7.55) . G̈ B 7.14()   F u := U 0 n-
, ̈  GDG (7.56)  ̈

u(k) = Uk, k = 1,    , n 1

M H  A (7.55)  , 

u(k)(t0) = uk
0, ∀k  0,    , n 1,

. ., u ̈  A (7.57). D u GDG (7.56) ̈  u,    , u(n−1), a0,    , an−1, f
 ,  u n- stetig . D ,   u   ̈
E .
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Eindeutigkeit  u    ̈ A   E-
  S 7.16  B 7.14(). D  K 7.17. 

Beispiel 7.18. D A

ü+ u = 0,

u(0) = 1, u̇(0) = 0

   L̈
u =  

D  F  A ̈,   N. D 
  L̈ ,   K 7.17.

Bemerkungen. U  L̈  A ̈   -
 GDG   K  , ̈    S
:

• B   L̈  GDG  S 7.8. W  
L̈   L  B uik.

• D A    G ̈  K-
  L. W ̈  G  M
  V Lineare Algebra ( B  Gß).

I  F  n = 2 ̈   S 7.8  P 7.9 .

Beispiel. W   S,    L̈  A-


ü+ u = 0,

u(0) = 1, u̇(0) = 0 (7.58)

 . G̈ P 7.9     L̈  GDG
ü+ u = 0  

u = a +b , a, b  R

(W    F ().) D E  (7.58)   
 G ̈  K a, b:

1 = u(0) = a (0) + b (0) = a,

0 = u̇(0) = a (0) + b (0) = b
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W  

u = 1 · +0 ·  =  

(V  B 7.18.)

O ̈ K 7.17  A ̈   GDG  -
 L̈ ,     L̈    
F ,    GDG  . M sich durch eine explizite
Formel darstellen lassen    Liouville-Typ besitzen. U  B 
̈, ̈   F. S X0 ⊆ C. E (komplex) mehrwertige Funkti-
on auf X0   A  X0   M  T  C. E Zweig
  F F  X0    F f   T
X  X0

16 ,  f(x)  F (x) ̈  x  X .

W ,   F   T X ⊆ C  C Liouville-Typ besitzt
. . .   Z   F   L-T
. D  ,    F komplexen Liouville-Typ besitzt
. . .   

•  F,

•   E E : C → C,

•    L L17

   S   O  ̈18:

•  O +,,×,÷

• V19

• L̈   G  K   -
 F   L-T20

16In Büchern wird hier oft vorausgesetzt, dass X0 und X oen sind.
17Siehe Bemerkung 6.47(iv).
18Dabei setzen wir entstandene Funktionen soweit möglich stetig fort. Seien zum Beispiel f :

C \ 0 → C, f(z) := 1
z , g : C → C, g(z) := z. Wir setzen das Produkt fg zur stetigen Funktion auf

C fort, die konstant gleich 1 ist. Ähnlich verfahren wir mit mehrwertigen Funktionen.
19Wir denieren die Verkettung zweier mehrwertiger Funktionen F und G, indem wir G ◦ F (x)

gleich der Menge der Elemente aller G(y) setzen, wobei y alle Elemente von F (x) durchläuft.
20Damit meinen wir eine Gleichungen der Form

n
i=0 AiF

i = 0 für eine mehrwertige Funktion
F , wobei A0, . . . , An mehrwertige Funktionen vom komplexen Liouville-Typ sind. Ein Beispiel einer
solchen Gleichung ist zF (z)5 + Exp(z2)F (z) + Log ◦Log(z) = 0.
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• S21 

Beispiele. [L-T] B  F  L-T :

• J  F. S S. 292  B 6.50,  
  F, P-, E-, L, -
 F, A

• f : R → R, f(x) :=
 x

0

ey
2

dy

B: D F   . (S B 6.51.)

Beispiel 7.19. [ L-T, L̈  GDG   F] S
u0
0, u

1
0  R. G̈ K 7.17   A

ü(t) + tu(t) = 0, u(0) = u0
0, u̇(0) = u1

0

  L̈. F u0
0 ̸= 0  u1

0 ̸= 0,    L̈  
 L-T. D       S.22 D
L̈  A ̈       F 
S  F  L-T ,      D
 B  , S  .23

Bemerkungen. [ F,  M]

• I G   B   ̈   L̈  -
  GDG mit konstanten Koezienten   F. G̈
S 7.8   L̈ ̈  L  B
uik(t) := tkeλit.

• I  P ̈   L̈  GDG  H  
M   ,  ,     F-
 ̈ . S  F Numerische Methoden (ITET, 4. S). D
F Numerical Methods for Partial Dierential Equations (RW, G-
, 4. S)   V ̈  D-
 ( A 3).

21Sei U ⊆ C oen. Eine Stammfunktion einer Funktion f : U → C ist eine Funktion von U nach C,
deren komplexe Ableitung existiert und gleich f ist. (Siehe die Vorlesung Mathematische Methoden
für ITET und RW.) Für eine mehrwertige Funktion denieren wir den Begri einer Stammfunktion
ähnlich.

22Siehe [Kap57, Theorem 6.6., p. 43].
23Wir verwenden hier die Sprechweise explizite Formel also in einem allgemeineren Sinn als in

Beispiel 6.51. Dort meinten wir damit eine elementare Funktion.
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Bemerkung. K 7.17 ,   A ̈  GDG
 , . . ̈  Z , L̈ . F̈  GDG 
  A . Z B   A (AWP)

u̇ = u2, u(0) = 1

  L̈. D    T,   F

u :]∞, 1[→ R, u(t) :=
1

1 t

 A ̈     L̈   D 
D ̈. (D   E  S 
P-L̈. S [S, S 6.5.1, S. 145].) I   AWP  
L̈,   L̈ u(t) := 1

1−t
 Z t = 1 , . .,  ∞ .

F   F A    F = 0,  ̈  
 L̈  A (7.54,7.55)  M-
 ̈. U  E  ̈,   F. S
λ1,    ,λn  C. W   D   E̈ λ1,    ,λn





λ1,    ,λn


:=


λ1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · 0 λn





I F λ1 = · · · = λn    E

1 := In := (1,    , 1)

Bemerkung. I [S]   M   . I  ̈ 1,
  K   N  ̈  I̈  .

S M,Mℓ  Cm×n, ̈ ℓ  N0. W ,   F (Mℓ)ℓN0 gegen M konver-
giert . . . ̈  i  1,    ,m  j  1,    , n  F


(Mℓ)

i
j


ℓN0



M i
j . I  F  

M = 
ℓ∞

Mℓ

Denition (M). Für jede Matrix X  Cn×n denieren wir ihr (M-
) als die Matrix

eX := E(X) :=

∞

k=0

Xk

k!
:= 

ℓ∞

ℓ

k=0

Xk

k!
 (7.59)
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Bemerkungen. • W    K

X0 := 1, ∀X  Cn×n

• M H  [S, B 3.7.2, S. 42]   ,   L 
(7.59) .

Beispiel 7.20. [M] S λ1,    ,λn  C. F̈  D

X := 

λ1,    ,λn



  E  

eX = E(X) = 

eλ1 ,    , eλn




(R S  !)

S A  Cn×n.

Denition (F̈). Wir denieren die F̈ des Systems
von GDG U̇ = AU als die matrixwertige Funktion

Φ : R → Cn×n, Φ(t) := E(At)

Proposition 7.21 (F̈). (i) Die Funktion Φ ist glatt, d. h. beliebig
oft dierenzierbar.

(ii) Die Ableitung von Φ ist gegeben durch

Φ̇(t) = AΦ(t) = Φ(t)A, ∀t  R

Bemerkung. I F n = 1 ̈   1×1-M A    E
. D F̈ Φ(t) = eAt    ̈ E-
  W A.

D  B    B  P 7.21 .

Bemerkung 7.22. [A  P] G̈ K 5.39   
 P  F  I  K -
  A    D. D K
  P     ̈ P ̈.
D    B  [S, S 5.4.2, S. 93]. D ,   P-
  I  K  .
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Beweis der Proposition 7.21: Beweis von (i): S i, j = 1,    , n. W 

ak :=


Ak

k!

i

j



D A

Φi
j(t) =

∞

k=0


(At)k

k!

i

j

=

∞

k=0

akt
k (7.60)

  P  t  R.24 D  P ̈  t  R , 
 K  R. G̈ B 7.22   P  
 R . D  ().

Beweis von (ii): G̈ B 7.22   A  P (7.60)
 

Φ̇i
j(t) =

∞

k=0

kakt
k−1

=

∞

k=1


k

k!
Ak

i

j

tk−1

=


A

∞

k=1

1

(k  1)!
(At)k−1

i

j

= (AΦ)ij(t)

D , 
Φ̇(t) = AΦ(t)

E  R , 

Φ̇(t) = Φ(t)A

D  ()    B  P 7.21 . 

S U0  Cn. W   F

U := ΦU0 : R → Cn

24Diese Potenzreihe nimmt komplexe Werte an.
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Korollar 7.23 (F̈). Diese Funktion ist glatt und löst das Anfangs-
wertproblem

U̇ = AU, U(0) = U0

Beweis des Korollars 7.23: A P 7.21() ,  U  . E 

U̇ =
d

dt
(ΦU0)

= Φ̇U0

= AΦU0 (̈ P 7.21())

= AU

W 

0 :=

Ö
0 · · · 0
...

...
0 · · · 0



̈  n× n-N. E  E(0) =
00

0!
+

∞

k=1

0k

k!
=

1
1
+ 0  

U(0) = E(A · 0)U0 = 1U0 = U0

D  K 7.23. 

F A  ,   F A = 

λ1,    ,λn


,    F-

̈  S  GDG U̇ = AU ̈ B 7.20  

Φ(t) = E(At) = 

eλ1t,    , eλnt




I   S   F̈   F Φ(t) =

E(At) =
∞

k=0
(At)k

k!
̈  . F A   , 

̈   R  ,       F
. S K 7.25. D K    ̈ R.

Proposition 7.24 (E    M  M). Seien
M,T  Cn×n Matrizen, wobei T invertierbar ist. Es gilt

E

TMT−1


= T E(M)T−1

Bemerkung. TMT−1  die mit T konjugierte Matrix M . P 7.24 ,
  E   T  M M   T  E-
  M M .
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Beweis der Proposition 7.24: E 

(TMT−1)k = TMT−1TMT−1 · · ·TMT−1 = TMkT−1, ∀k  N0, (7.61)

E(TMT−1) =

∞

k=0

(TMT−1)k

k!

= 
ℓ∞

ℓ

k=0

(TMT−1)k

k!

= 
ℓ∞

T


ℓ

k=0

Mk

k!


T−1 ( (7.61))

= T



ℓ∞

ℓ

k=0

Mk

k!


T−1 ( K  T  )

= T E(M)T−1 (̈  D (7.59)).

D  P 7.24. 

Korollar 7.25 (F̈ ̈  M). Sei A eine dia-
gonalisierbare Matrix, d. h., es gibt eine invertierbare Matrix T  Cn×n und λ1,    ,λn 
C so, dass

A = T 

λ1,    ,λn


T−1

Dann ist die Fundamentallösung des Systems von GDG U̇ = AU gegeben durch

Φ(t) = E(At) = T 

eλ1t,    , eλnt


T−1

Bemerkung. D K    F ̈  F̈
 F   M A.

Beweis des Korollars 7.25: E 

E(At) = E

T  (λ1t,    ,λnt)T

−1


= T E (λ1t,    ,λnt)T
−1 (̈ P 7.24)

= T 

eλ1t,    , eλnt


T−1 (̈ B 7.20).

D   K 7.25. 
U  F̈ ̈  M A  , 
     P    A.
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Proposition 7.26 (E  -). Seien T  Cn×n eine invertierbare
Matrix und λ1,    ,λn  C. Wir schreiben Tj für die j-te Spalte der Matrix T . Die
Gleichheit

A = T  (λ1,    ,λn)T
−1 (7.62)

gilt genau dann, wenn für jedes j = 1,    , n die Spalte Tj ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert λj ist.

Beweis von Proposition 7.26: W   I ⇐=. W  ,
 ̈  j = 1,    , n  S Tj  E  A  E λj .
D  ̈  j,  ATj = Tjλj   

AT = T  (λ1,    ,λn) 

D   G (7.62).

D  I ⇒    ̈ A. D 
P 7.26. 

I ̈ B    E  -  M. D
B    B 7.28 .

Beispiel 7.27. [E  Lineare Algebra:  P  M-

, E  -] D  P  M A :=


2 1
1 2



  

pA(λ) := (λ1 A)

= 


(λ 2) 1
1 (λ 2)



= (λ 2)(λ 2) (1) · (1)

= λ2  4λ+ 3

D E  A, . .  N  pA, 

4±
√
42  4 · 3
2

, λ1 = 3, λ2 = 1 (7.63)

D V

v1 :=


1
1


, v2 :=


1
1


(7.64)

 E  λ1  λ2.
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Bemerkung. [ P] I  B̈   -
 P  A  pA(λ) := (A  λ1)  (λ1  A) .
D P       D   F-
 (1)n. D  P    N. D ̈ 
  ,   E  A  . D V  
 D ,   L25  1 .

Beispiel 7.28. [F̈ ̈   M, A-
] W   M

A :=


2 1
1 2




() M H  K 7.25  P 7.26    F-
̈ ̈   S  GDG U̇ = AU . W  λ1,λ2  

(7.63)  v1, v2   (7.64). D M T :=

v1 v2


=


1 1
1 1


 -

. A P 7.26  B 7.27 ,   G (7.62)
. G̈ K 7.25  

Φ(t) = E(At) = T 

eλ1t, eλ2t


T−1 =


1 1
1 1





e3t, et

1 1
1 1

−1



(7.65)

() W    A

U̇ = AU, U(0) = U0 := v1 =


1
1




G̈ K 7.23   F (7.65)  T ()   L̈ 
P  

U = ΦU0 = T 

eλ1t, eλ2t

 
T−1v1 = (1, 0)


= T


eλ1t

0


= eλ1tv1 = e3t


1
1




25Das ist der Koezient zur höchsten Potenz der Variablen, die im Polynom auftritt. Für das
charakteristische Polynom ist diese Potenz gegeben durch λn.
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D K  [B96, 5.1, 5.2, 5.4, 6.1, 6.2, 6.4]  [S, K 7]. W
   K   F f  V̈.
F̈   F   B   A,  
̈ A  F  V (  A 1) -
. D  A  f   i- V   ̈ A
 F  V,    f ,    V 
 i- .

P A   B   D  V . D
D   S  Gß ,     V  .

8.1 Partielle und totale Dierenzierbarkeit und

Ableitung, Jacobi-Matrix

D A  [B96, 5.1, 5.4]  [S, 7.1]. U  B 
 A   F  ,   
 D. S U   T  R, p  N,

g =

Ö
g1
...
gp


: U → Rp

 F  y0  U .
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Denition 8.1 (D  A   F 
V). Wir nennen g   S y0

1  g. d. w. jede Komponente gi
im Punkt y0 dierenzierbar ist (im Sinn der Analysis 1). In diesem Fall denieren wir
die A  g  P y0 als den Vektor

g′(y0) :=

Ö
g′1(y0)

...
g′p(y0)




Bemerkungen. [   I ̈ K  P]

• I   A     B-
,  .B.  D  S̈,    I ̈ 
K  P. W    i- K  x  Rn


xi

D   V,    P      
 I   . A  W ̈  .B.  i-
K  P x0  Rn   xi

0 ,  K
  ̈.

• D A xi
0     i- K  x0  ,

   P,  x0 ( F n ̸= 1)  Z . E   
 G,  I   E  .

• D  I ̈  K  P    K
 P ̈,   I ̈  K  V 
.

• Z  L       I
̈  K . I      B-
,     I  B  P .

S  n, p  N, U  2 T  Rn  f : U → Rp  F.
D ,  f   F  V̈ . (S
 B 1.6.) W  xj ̈  j- K  P x  Rn 
f i ̈  i- K  f . D , 

f(x) =

Ö
f 1(x1,    , xn)

...
f p(x1,    , xn)


, ∀x  U

1oder im Punkt y0 oder schlichtweg in y0
2siehe Denition 4.12
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S x0  U  j  1,    , n.

Denition 8.2 ( D,  A, J-M). Wir
nennen f   S x0    j- V xj  g. d. w. die
Funktion

g(y) := f

x1
0,    , x

j−1
0 , y, xj+1

0 ,    , xn
0 ) (8.1)

im Punkt y = xj
0 im Sinn der Denition 8.1 dierenzierbar ist. In diesem Fall denieren

wir die  A  f   j- V  P x0 als die Ableitung
von g im Punkt xj

0. Wir schreiben diese partielle Ableitung als

fxj(x0) := Djf(x0) := ∂jf(x0) :=
∂f

∂xj
(x0) := g′(xj

0)  Rp (8.2)

Wir sagen, dass f  P x0    g. d. w. f im Punkt x0 nach
jeder Variablen partiell dierenzierbar ist. In diesem Fall denieren wir die J-
M  f  P x0 als die Matrix

Jf (x0) :=

fx1(x0) · · · fxn(x0)


=

Ö
f 1
x1(x0) · · · f 1

xn(x0)
...

...
f p
x1(x0) · · · f p

xn(x0)




Wir nennen f   g. d. w. f in jedem Punkt von U partiell dif-
ferenzierbar ist. In diesem Fall denieren wir für jedes j  1,    , n die 
A  f   j- V als die Abbildung

fxj : U → Rp

gegeben durch (8.2).

D J-M   C G J ,  A 8.1.

Beispiele 8.3. [ D,  A, J-M]

() F̈   L      I ̈  K-
  P. W 

U := R2, f : U → R, f(x) := f(x1, x2) := x1e
x2 

S p  U . W 

g : R → R, g(y) := f(y, p2) = yep2 
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A 8.1: C G J, 1804–1851,  M.

D F   P p1  ( S  A 1). D
 f  P p     V   
A

fx1(p) = fx1(p1, p2) = g′(p1) = ep2 

E ̈ A ,  f  P p     V-
     A

fx2(p) = p1e
p2 

(Ü̈ S !) D J-M  f  P p := (2, 0)  


Jf (2, 0) = Jf (p) =

fx1(p) fx2(p)


=


1 2




() W 

U := R2, f : U → R2, f(x) := f(x1, x2) :=


x1e

x2

(x2)




D F    P p  U    V -
   A

fx1(p) =


ep2

0


, fx2(p) =


p1e

p2

(p2)




D J-M  f  P p := (2, 0)   

Jf (2, 0) = Jf (p) =

fx1(p) fx2(p)


=


1 2
0 1



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() W 

U := R2, f : U → R, f(x) := x1 + x2

S p  U ,  p2 ̸= p1. D  f  P p    V
   A

fx1(p) = fx2(p) =

ß
1,  p2 > p1
1,  p2 < p1

S p  U  ,  p2 = p1. D  f  P p    
V  . (W?)

W    totale A  F f  V  -
 P x0. D    A,  f  f(x0)   N̈  x0

   A   ̈. D A   
Linearisierung  f  P x0. L F   P 
    . L     R
 A. Z B    F ̈   L̈ 
 linearen ̈ D   K.
(S S 7.8  A 7.2.)

W    N   (1.8). S n, p  N, U   T
 Rn, f : U → Rp  F  x0  U .

Denition 8.4 (() D   P). Wir nennen f  
S x0 ()  g. d. w. es eine lineare Abbildung A : Rn → Rp gibt so,
dass

g(x) :=

f(x) f(x0) A(x x0)


∥x x0∥
→ 0 für x → x0 (8.3)

Wir nennen f ()  g. d. w. f an jeder Stelle in U dierenzierbar ist.

Bemerkung. D F g   U \ x0 . (I P x = x0   
,   N ∥x  x0∥  0 .) D P x0   A 
U \ x0. D  K   . (S D 4.25.)

Proposition 8.5 (J-M). (i) Falls f an der Stelle x0 dierenzierbar ist,
dann ist f an der Stelle x0  dierenzierbar.

(ii) Falls A eine lineare Abbildung ist, welche die Bedingung in Denition 8.4 erfüllt,
dann ist A durch Matrixmultiplikation mit der Jacobi-Matrix von f im Punkt x0

gegeben,
A = Jf (x0)· : Rn → Rp
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A 8.2: D D  F f : R → R.

B: D    A   B  [DK04, L 2.2.3 . 44].

Bemerkung. [J-M] A  P ,  A   (
 ).

Denition 8.6 (A   P). Wir nennen die lineare Abbildung A (wie
in Denition 8.4) die () A (oder das D)  f  P x0.
Wir schreiben dafür

df(x0) := Df(x0) := A

A 8.2   D. df(x0)v   N̈ ̈  D
f(x0 + v)  f(x0). W ̈ df(x0)    L  f  P
x0 . I F ∥v∥ = 1  df(x0)v   R  f 
R v ( P x0) ̈. D R   A 
F t → f(x0 + tv)  P t = 0. (S D 8.17.) D D
   A  f   R.

Bemerkungen 8.7. [A  F   P]

() S n = 1. D   F f   S x0   S 
D 8.4 . . .    S    S  A
1. I  F 

df(x0) = f ′(x0)· : R → Rp

(M   V f ′(x0)). (I F p = 1  f ′(x0)   Z.)
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() I A 1   A  F f : R → R  P x0 


f ′(x0) := 
xx0

f(x) f(x0)

x x0



N ̈   ,  D  ̈ F f : Rn →
Rp  . F̈ n ≥ 2      S,  
 V  Rp    V  Rn  ̈. D 8.4
    E ̈   D.

Erklärung dafür: G̈ P 8.5   A df(x0) 
J-M Jf (x0). D Matrix mal Vektor = Vektor,   I, 

V/ V = M.

H   ( ̈ ) Q f(x)−f(x0)
x−x0

   M-
,    B (8.3) ̈ x → x0   J-M  f
 P x0 . D ̈,  D 8.4   E
̈   D   G  D .

() D W heuristisch    W εὑίκω = heurisko =
 , . I    E̈    -
nden,     A   V-
  A  F  V . E  
    ̈  A.

() W   F n = p = 1. H    
 ,  ̈   0. P   -
  G̈   G̈,  ̈  0 ,  
    Z. I     D-
 ∆x ̸= 0,    D dx . W  dy ̈ 
̈  D ∆y. H   A  f 
P x0   Q  D , . .

f ′(x0) =
dy

dx


D A f ′(x0)    Dierentialquotient . D
̈  N Dierential ̈ df(x0)   D 8.6 (̈ 
n  p).3

() (N) I  V   B  -
 G̈,   B dx  dy,    K.
W ̈   G̈   S   reelle Zahl

3Der Name Dierentialquotient wäre vielleicht noch intuitiver. Für n > 1 ist es allerdings unklar,
was hier mit Quotient gemeint sein soll. Siehe Bemerkung (ii).
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,    ()  reelle Zahl ,    
   Z . E   ̈,  G̈ 
R   Nichtstandardanalysis 4    A (-
 ̈)  .

Beispiel 8.8. [A   F] E F f : Rn → Rp 
an . . .    A T : Rn → Rp   V w  Rp  ,


f(x) = T (x) + w =: Tx+ w5

J  F   (  P x0  Rn),  A

df(x0) = T,

 T   . (Ü̈ S !)

I ̈ B     B .

Bemerkung 8.9. [ D  A] S U ⊆
Rn , f : U → Rp  F  x0  U . f   x0  . . . ̈
 i = 1,    , p  i- K f i  x0  . I  F 

df(x0) =

Ö
d(f 1)(x0)

...
d(f p)(x0)




D    D  D  A.

Beispiele 8.10. [D  A]

() W 

U := R2, f : U → R2, f(x) := f(x1, x2) :=


x1e

x2

(x2)




D A  .

Beweis: G̈ Ü 2 (K)   A x → x1e
x2 -

. D A x → (x2)  . D   
D   D   T,   -
 . D K  A f   . G̈
B 8.9  f  .

4Das ist ein Teilgebiet der Analysis.
5Wir lassen hier die Klammern um das Argument x weg, da T linear ist. (Das ist eine gängige

Konvention.)
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N P 8.5  B 8.3()   A  f  P p :=
(2, 0)  

df(2, 0)v = df(2, 0)(v) =


1 2
0 1


v =


v1 + 2v2

v2




() ( F  ) S ℓ, m  N. W  n := ℓ+m,
p := 1   Rn    P Rn = Rℓ × Rm  
P  x  Rn   x = (y, z). S b : Rℓ × Rm → R  F.
W  b bilinear . . . b   A  , . ., 
F y → b(y, z0)  z → b(y0, z)   ̈  y0  Rℓ, z0  Rm.
W   ,  b  . S x0 = (y0, z0)  Rn = Rℓ × Rm.

Behauptung: b   P x0 = (y0, z0) ()   ()
A (= D)  

db(x0) = db(y0, z0) = A, Av := b(u, z0) + b(y0, w), ∀v =


u
w


 Rn = Rℓ × Rm

(8.4)

Beweis: W   kanonischen Einheitsvektoren in Rd 

e1 :=


1
0
...
0



, e2 :=


0
1
0
...
0



,    ed :=


0
...
0
1





W 
bij := b(ei, ej)

S x = (y, z)  Rn = Rℓ × Rm. W 

v :=


u
w


:= x x0 =


y  y0
z  z0




W 

b(x) b(x0) Av

= b

y0 + u, z0 + w


 b(y0, z0) A


u
w



= b(u, w) ( b     (8.4))

=


i=1,...,ℓ, j=1,...,m

bijuiwj , (8.5)
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    S  ,  u =
ℓ

i=1 uiei, w =
m

i=1 wiei
  b  . W 

C := 
ij

bijℓm (8.6)

Behauptung: 


i=1,...,ℓ, j=1,...,m

bijuiwj


≤ C∥v∥2 (8.7)

Beweis der Behauptung: D W-F   , 


ui ≤


ℓ

i′=1

u2
i′ = ∥u∥, wj ≤ ∥w∥, ∀i, j (8.8)

W 




i=1,...,ℓ, j=1,...,m

bijuiwj



≤


i=1,...,m, j=1,...,n

(bijuiwj = bijuiwj) (D)

≤ 
i′j′

bi′j′ 
ℓ

i=1

ui
m

j=1

wj

≤ C∥u∥∥w∥ ( (8.6,8.8))

≤ C

∥u∥2 + ∥w∥2


( ,  ∥u∥ ≤ ∥w∥   ∥u∥ ≥ ∥w∥)

= C∥v∥2,

    S  G v =


u
w


  D (1.8)

  N . D   B (8.7).

I  (8.5)  (8.7) ,    U

b(x) b(x0) Av


∥v∥ ≤ C∥v∥

D  S   0 ̈ v → 0. D    ̈ 
 S. D ,  b  P x0    A
db(x0) = A   (8.4).

G̈ P 8.5()    F partiell .
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Frage. Gilt auch die Umkehrung, d. h., ist jede partiell dierenzierbare Funktion dif-
ferenzierbar?

D A   F  nein. W  F   V  
̈  V,    F  . E  
partiell  F  V,     
 .

G ,  F. S U ⊆ Rn , f : U → Rp  F 
x0  U  P.

Proposition 8.11 (D  S). Falls f im Punkt x0 dieren-
zierbar ist, dann ist f in x0 stetig.

B: [DK04, C 2.2.8, . 46]

W ̈  P ,   ,   F  
P   .

Beispiel. [   F] W   F

f : R2 → R, f(x, y) :=

 xy

x2 + y2
,  (x, y) ̸= (0, 0),

0,  (x, y) = (0, 0)

E  f(•, 0) ≡ 0. D  f  x0 = (0, 0)     
V x,   A fx ≡ 0. A  ̈ G  f 
x0 = (0, 0)      V y,   A
fy ≡ 0.

f    P x0 = (0, 0) , 

f(t, t) =
1

2
, ∀t  R \ 0, f(0, 0) = 0

Bemerkung. D F f   B   ̈  -
. (Ü̈ S  B ̈ (x, y) ̸= (0, 0)!) T    
.

D A  f ̈  besten anen Näherung  f : W  ,  f
 P x0  . D   A

x0 := f
x0

: Rn → Rp, x0(x) := f(x0) + df(x0)(x x0), (8.9)

, . .,   A   K. D A   beste
ane Näherung von f im Punkt x0,  A 8.3. D E 
 D   A.
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A 8.3: D   N̈ x0  f  P x0    
A .

8.2 Summen-, Produkt-, Quotienten- und

Kettenregel für Ableitung,

Richtungsableitung, Gradient, stetige

Dierenzierbarkeit

D A  [B96, 5.1, 5.4]  [S, 7.2, 7.3, 7.6]. E 
W   A  K. I F   F 
 V  S  R  A 1 . F̈ 
F  V   F. D   A 
 F   P   A. (S D 8.6.) D
P  A  F    V̈  
A.

S n, p, q  N, U ⊆ Rn  U ′ ⊆ Rp  T  f : U → U ′ 
g : U ′ → Rq A. D V̈ ( K) g◦f   A

g ◦ f : U → Rq, g ◦ f(x) := g(f(x))

S x0  U  P.

Satz 8.12 (K, [S], S 7.6.2, S. 178). Falls f in x0 dierenzierbar ist und
g in f(x0) dierenzierbar ist, dann ist g ◦ f in x0 dierenzierbar mit Ableitung

d(g ◦ f)(x0) = dg(f(x0)) ◦ (df(x0)) = dg(f(x0))df(x0) : R
n → Rq (8.10)

B: S. 386
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Bemerkungen. [K]

• A   S  (8.10)   V̈   A
dg(f(x0))  df(x0). D  A  ,    V-
̈ . (D   ̈ K.)

D V̈  ,   Z6  df(x0) Rp ,  
 D  dg(f(x0)) ̈. D ̈ F
  A  Rn  Rq. D  ̈   S  (8.10).
D G   .

• D S  K ̈ F   V̈,
 ,   F n = p = q = 1 :

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0) (8.11)

(S [S, S 5.1.3, S. 82].) D F (8.11,8.10)  
̈,   F n = p = 1 ̈ B 8.7() :

df(x0) = f ′(x0)· : R → R

• A  K  P 8.5() ,   J-M 
̈ F   V̈  J-M , 


Jg◦f (x0) = Jg(f(x0))Jf (x0)

Beispiel 8.13. [ F  ] S g : Rn × Rn → R 
 F.

Behauptung: D F

h : Rn → R, h(x) := g(x, x),

   P x0  Rn   A

dh(x0)v = g(v, x0) + g(x0, v) (8.12)

Beweis: h    V̈ g ◦ f , 

f : Rn → Rn × Rn, f(x) := (x, x)

D g  ,   F ̈ B 8.10()   P (y0, z0) 
Rn × Rn   A

dg(y0, z0)(u, w) = g(u, z0) + g(y0, w)

6In [Stra, Denition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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D A f     P x0   A

df(x0)v = (v, v)

D   B 8.8 ( F  ). N S 8.12 (K-
)  h    P x0  Rn   A

dh(x0)v = dg(f(x0))df(x0)v = g(v, x0) + g(x0, v) (8.13)

D  8.12.

Bemerkung 8.14. W  ,  g  . (D   B 
F,  g  S .) D   (8.13)  G

dh(x0)v = 2g(x0, v)

A  K ,  S, P  Q  F-
  . S U ⊆ Rn , f, g : Rn → Rp  x0  U .

Korollar 8.15 (A  S, P, Q, [S], S 7.6.1, S. 178).
Wir nehmen an, dass f und g in x0 dierenzierbar sind. Es gilt:

(i) Die Summe f + g ist in x0 dierenzierbar und

d(f + g)(x0) = df(x0) + dg(x0)

(ii) (Leibnizregel)Das Skalarprodukt f · g =
p

i=1 f
igi ist in x0 dierenzierbar und

d(f · g)(x0) = g(x0) · df(x0) + f(x0) · dg(x0),

wobei g(x0) · df(x0) :=
p

i=1 g
i(x0)df

i(x0) usw.

(iii) Wenn p = 1 und g(x0) ̸= 0, dann ist der Quotient f
g
in x0 dierenzierbar und

d


f

g


(x0) =

g(x0)df(x0) f(x0)dg(x0)

(g(x0))2


Bemerkung. I F n = p = 1  S  K  A 1 .
S [S, S 5.1.2, S. 81].

Beispiel 8.16. [A  P] W   I̈

f := g :=  : Rn → Rn, (x) := x
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D S h := f · g : Rn → R    F

h(x) := (f · g)(x) =
n

i=1

x2
i = ∥x∥2

D F      ̈ B 8.8   A
 x0  

d (x0) =  

G̈ K 8.15()   F h  ,  A  x0

 

dh(x0)(v) =

g(x0) · df(x0) + f(x0) · dg(x0)


(v)

= x0 · v + x0 · v
= 2x0 · v

D   B 8.13 ̈.

Beweis von Korollar 8.15: (): W B 8.9   F


f
g


: U → Rp × Rp

 P x0   A

d


f
g


(x0) =


df(x0)
dg(x0)


 (8.14)

D S-S,   F

h : Rp × Rp → R, h(Y, Z) := Y · Z,
 . G̈ B 8.10()   F    P (Y0, Z0) 
R× R   A

dh(Y0, Z0)(U,W ) = h(U,Z0) + h(Y0,W ) = U · Z0 + Y0 ·W (8.15)

D F f ·g : U → R    V̈ h◦


f
g


. G̈ K

(S 8.12)   F   P x0   A

d(f · g)(x0)v = d


h ◦


f
g


(x0)v

= dh

f(x0), g(x0)


d


f
g


(x0)v

= dh

f(x0), g(x0)

 df(x0)v
dg(x0)v


( (8.14))

=

df(x0)v


· g(x0) + f(x0) · dg(x0)v ( (8.15)).
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D  ().

A ()     A   G f+g = h◦


f
g


,

 h(Y, Z) := Y +Z. W  ,  h    B 8.8 (
F  ).

(): I F f ≡ 1   A    A  
G 1

g
= h ◦ g,  h(y) := 1

y
. W ̈   S  

F ,    G f
g
= f · 1

g
 () . 

W   S 8.12 (K).

Beweisidee:

• W 

y := f(x), z := g(y), ∆x := x x0 .,

∆z  dg(y0)df(x0)∆x = ∆z  dg(y0)∆y + dg(y0)

∆y  df(x0)∆x


 (8.16)

• W    N   S  G. W -
  D. W   ∥∆x∥.

• D  T ̈  ,   ,  f  g 
 S  .

• D ,  g ◦ f  x0    A dg(y0)df(x0).

Bemerkung. D  S  8.16    T ,
     S  ,    T ̈,  
. D ,     T ̈,   ̈ .

F̈   A T : Rn → Rp    Operatornorm (bzgl. den
euklidischen Normen) 

∥T∥ := 
vRn: ∥v∥≤1

∥Tv∥

D   () Z. (D   K 4.33.)

Beweis des Satzes 8.12 (Kettenregel): S U,U ′, f, g, x0    S
. W 

y0 := f(x0), z0 := g(y0)
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S x  U \ x0. W 

y := f(x), z := g(y), ∆x := x x0, ∆y := y  y0, ∆z := z  z0,

S := df(x0), T := dg(y0)

E , 
∆z  TS∆x = ∆z  T∆y + T


∆y  S∆x



 , 
∆z  TS∆x


∥∆x∥ ≤

∆z  T∆y


∥∆x∥ +

T

∆y  S∆x


∥∆x∥

≤ ∥∆z  T∆y∥
∥∆y∥

∥∆y∥
∥∆x∥ + ∥T∥

∆y  S∆x


∥∆x∥  (8.17)

D f  P x0  , , 
∆y  S∆x


∥∆x∥ → 0 ̈ x → x0 (8.18)

E     > 0 ,  Bn
 (x0) ⊆ U    S  8.18 ̈ 

x  Bn
 (x0) \ x0    1 . F̈   


xBn

 (x0)\x0

∥∆y∥
∥∆x∥ ≤ 

xBn
 (x0)\x0

Ç∆y  S∆x


∥∆x∥ +
∥S∆x∥
∥∆x∥



≤ 1 + ∥S∥ < ∞ (8.19)

D g  P y0  , , 

∥∆z  T∆y∥
∥∆y∥ → 0 ̈ y → y0

D f  x0  ,   F ̈ P 8.11  x0 .
D  y → y0 ̈ x → x0. D   H 5.23, 

∥∆z  T∆y∥
∥∆y∥ → 0 ̈ x → x0 (8.20)

W 8.19  , 

∥∆z  T∆y∥
∥∆y∥

∥∆y∥
∥∆x∥ → 0 ̈ x → x0

(Ü S  !) I    (8.17,8.18) ,  , 
∆z  TS∆x


∥∆x∥ → 0 ̈ x → x0 (8.21)
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A  g ◦ f  x0   A

d(g ◦ f)(x0) = TS = dg(f(x0))df(x0)

D  S 8.12. 

Bemerkung. • D A

∥∆z  T∆y∥
∥∆y∥ , (8.22)

  8.17  8.20 ,   F ∆y = 0    ,  
  0 . I  F denieren wir  A (8.22)  0. M
 D   A (8.17,8.20)   F ∆y = 0.

M   ,    F    O ̈,
   A    R . D I   
R ̈ . S U ⊆ Rn , f : U → Rp  F,
x0  U  v  Rn. W 

W :=

t  R

 x0 + tv  U



Denition 8.17 (A ̈  V, R). Wir sagen, dass
f   S x0 ̈  V v   g. d. w. die Funktion

g : W → Rp, g(t) := f(x0 + tv),

im Punkt t = 0 dierenzierbar ist7. In diesem Fall denieren wir die A  f
  S x0 ̈ v als den Vektor

dvf(x0) := Dvf(x0) := g′(0) :=

Ö
g′1(0)
...

g′p(0)


 Rp (8.23)

Falls v normiert ist, d. h. ∥v∥ = 1, dann nennen wir dvf(x0) auch die (R-
)A  f   S x0  R v.

Bemerkungen. [R,  A]

• I  L  dvf(x0)  ̈  allgemeinen V v  Rn Rich-
tungsableitung von f an der Stelle x0 in Richtung v . D   -
̈,   Richtung  normierter V . A  G 
 dvf(x0)  A  Ableitung von f an der Stelle x0 längs
v.

7im Sinn von Denition 8.1
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• F f   S x0  ,   f  ̈ v 


dvf(x0) = df(x0)v (8.24)

B: W   W8

x : W → Rn, x(t) := x0 + tv

D W   P t = 0   A

x′(0) = v

N  K (S 8.12)  g := f ◦ x   P t = 0 -
, . . f   x0 ̈ v  

dvf(x0) = g′(0) = (f ◦ x)′(0) = df(x(0))x′(0) = df(x0)v

D  (8.24).

• f   P x0    j- V  . . . f 
P x0 ̈ ej

9  . I  F   G

∂f

∂xj
(x0) = Djf(x0) = dejf(x0) (8.25)

D Gradient   F   P   V,   
 A ( O)  F . E   R
 W  ̈ S  F . S U ⊆ Rn, f : U → R  x  U .
W  ,  f  x  .

Denition 8.18 (G). Der G  f   S x ist der Vektor

f(x) :=

Ö
D1f(x)

...
Dnf(x)


=

Ö
fx1(x)

...
fxn(x)




Bemerkungen. [G, , ̈ S]

• D S    . D N    -
 S,   F  H . F    V

 = (D1,    , Dn)

8Mit einem Weg meinen wir eine Funktion einer Variablen, die Werte in Rn annimmt.
9ej ist der j-te kanonische Einheitsvektor. Siehe Beispiel 8.10(ii).
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• D G  f   S x   T  J-M 
f ,

f(x) = Jf (x)
T =


fx1(x0) · · · fxn(x0)

T


(F̈  M A  AT  T  A. D M 
  (AT )ji = Ai

j := (i, j)- E  A.)

• W  ,  f(x) ̸= 0. S v  Rn   V. (D -
,  ∥v∥ = 1.)

Behauptung: D A dvf(x)    ,  v   R-
  f(x) , . .   R  f(x)  , . .

v =
f(x)

∥f(x)∥ 

Beweis: E 

dvf(x) = df(x)v

= f(x) · v
≤ ∥f(x)∥∥v∥ (C-S-U    A)

= ∥f(x)∥,

 G . . . f(x)  v    R . D 
 B.

W  B    G f(x)
∥f(x)∥  R 

̈ S (   A)  f  P x. D N 
G   ̈ S, 

∥f(x)∥ =
f(x) ·f(x)

∥f(x)∥ = d ∇f(x)
∥∇f(x)∥

f(x)

• D N G    W gradus,  Schritt -
.

Beispiel 8.19. [G] W   ∥ · ∥   N  Rn 


f : Rn → R, f(x) := ∥x∥2 =
n

i=1

x2
i 

D G  f  P x  Rn   

f(x) =

Ö
2x1
...

2xn


= 2x
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D    B 8.13 ̈. G̈  B  ̈

df(x)v = 2g(x, v),

 g(x, y) := x · y (S-S).

E F f  V̈  stetig dierenzierbar . . .  -
      A  . I  F 
 F . I  S   D 
 B. D  ,    B  
A  ,     ̈ B,  f  -
 . E B ̈   U. (S S 9.6.)

S U ⊆ Rn .

Denition 8.20 (  D). Wir nennen eine Funktion f :
U → Rp    (oder schlichtweg   oder 
K C1) g. d. w. wenn f partiell dierenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen
stetig sind.

Wir denieren die Menge

C1(U,Rp) := C1(U ;Rp) :=

f : U → Rp

 f ist stetig dierenzierbar



Im Fall p = 1 schreiben wir einfacher

C1(U) := C1(U,R)

Proposition 8.21 (  D  D). Jede
stetig partiell dierenzierbare Funktion f : U → Rp ist (überall) dierenzierbar.

B: D   [S, S 7.1.1, S. 157]  B 8.9.

Bemerkung. N P 8.21  P 8.11     -
 F .

Beispiel 8.22. [P  C1] E F f : Rn → R  Polynom (auf Rn)
. . .   ()  K  F  F

x → x1
1 · · · xn

n

,  1,    ,n  N0. (xi   i- K  x  Rn  xi
i 

i- P  xi.) D G  P f   ̈ Z 1 + · · · + n ,
  T x1

1 · · · xn
n  f (   K) .
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E B ̈  P  R3   F

f : R3 → R, f(x) := x2
1 + 3x1x

2
2 

1

2
x3
2x3

D G  P  4,  ̈ 1 = 0,2 = 3,3 = 1  T x1
1 x2

2 x3
3 

f .

Behauptung: J P f  Rn   () .

Beweis: J  A  f   P  Rn. J P 
. D    A  B 4.3(). A  f   -
,  .

A  B  P 8.21 ,   P  Rn ()
 .

Beispiel 8.23. [P  ]

Problem: Z,   F f : R2 → R, f(x) := x1x2 + 1,  
   A   S p := (1, 2).

Lösung: D F   P. G̈ B 8.22  f  -
   . U  A  ,   
J-M  f  P p := (1, 2). F̈  p  R2 

Jf (p) =

fx1(p) fx2(p)


=


p2 p1


,  Jf (1, 2) =


2 1




G̈ P 8.5()   A  f   S p := (1, 2) 
  M   J-M  f  P p, 

df(1, 2) = Jf (1, 2)· =

2 1


· : R2 → R, df(1, 2)(v) =


2 1

v1
v2


= 2v1 + v2

8.3 Vektorfeld, Potential, Wegintegral,

Charakterisierung der Konservativität mittels

Wegintegrale, Wegzusammenhang,

physikalisches Beispiel: konservatives Kraftfeld

D A  [B96, 6.1]  [S, 7.3, 7.4]. E Vektorfeld  
AX   T  Rn  Rn. I  P X  R 
 G̈,  B  G  F̈
   F.
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E Potential  V X : U ⊆ Rn → Rn   F f : U → R 
G f  X .10 E V     P, 
 Wegintegral    E   W ̈. I F
U = R3      F,  ×X ,  Rotation  X,  0 .

Z B ̈   E  elektrische Feld X = E  B.11

E    P. D U  P   
P   elektrische Spannung   P.

A   B    S̈  Geschwindigkeitsvektorfeld
  B  P.

S U ⊆ Rn .

Denition 8.24 (V, G). Ein V auf U ist eine Abbildung

X : U → Rn

Sei f  C1(U) (wie in Denition 8.20). Wir denieren das G von f als

f : U → Rn, f(x) :=

Ö
D1f(x)

...
Dnf(x)


=

Ö
fx1(x)

...
fxn(x)




Bemerkung. I P x  U   G  f    G
 f   S x .

Beispiel 8.25. [G] D G  F

f : Rn → R, f(x) := ∥x∥2

  

f(x) = 2x

S B 8.19.

S U ⊆ Rn   T  X : U → Rn  V.

10In der Physik verlangt man stattdessen, dass f = X.
11In der Elektrostatik wird angenommen, dass sich das elektrische und magnetische Feld (in der

Zeit) nicht ändern. Die Elektrodynamik behandelt die allgemeine Situation, in der sich diese Felder
ändern können. In dieser Situation ist die Rotation des elektrischen Feldes nicht mehr immer gleich
0.
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Denition 8.26 (P  K̈  V). Ein P ̈
X ist eine dierenzierbare Funktion f : U → R so, dass

f = X

Das Vektorfeld X heisst  g. d. w. es ein Potential besitzt.

Bemerkungen. [P  V  1- F, S-
]

• W   F n = 1. D  X  F   
T  R  R. E P ̈ X   Stammfunktion ̈ X ,
. .,  F f : U → R , 

f ′ = X

I F n = 1    V ,    F
 S . I F U = R ̈   S
 B   I

f(x) :=

 x

0

X(y)dy

. (A   H  D-  I
(S 6.15())  ,  f ′ = X.)

• D T Konservativität ̈  E  D 8.26  
,     K  E  ,
. .  . S B 8.39 .

I  A ̈      P:

Probleme 8.27. (i) Entscheide, ob ein gegebenes Vektorfeld X konservativ ist.

(ii) Berechne in diesem Fall ein Potential für X.

W  K ̈  K̈  V . (S
 S̈ 8.32  8.43.) D K   W   A-
  V. F  P ,     
  W . (S S 8.36.)

S X : U → Rn   V, a ≤ b  Z   : [a, b] → U 
C1-W, . . .



8.3. POTENTIAL, WEGINTEGRAL, KONSERVATIVITÄT 395

Denition 8.28 (W). Wir denieren das W  X ̈  als


X · d :=

 b

a

X((t)) · ̇(t) dt (8.26)

Bemerkungen. • I  P  (t)  R  O  T
 Z t. D A ̇(t)    G  T
 Z t.

• Innitesimale Interpretation und Erklärung für die Notation: H-
   dt   , . .,   U-
   Z ,     .
W  d(t)  (t+dt)(t),     V-
  (t)  (t+ dt). D V   

 d(t) =
d

dt
(t)dt = ̇(t)dt .

D   I    S  (8.26)   
  S



 b

a

X((t)) · ̇(t) dt =


t[a,b]
X((t)) · ̇(t) dt

=


t[a,b]
X((t)) · d(t)

=


X · d .

D ̈  N

X · d ̈  W.

• D W heuristisch    W εὑίκω = heurisko = 
, . I    B    -
nden,   N


X · d  . E    

  ̈  E̈.

• I S [S]  ̈  W  X ̈   N


X · ds⃗

,  [S, D 7.4.2  7.4.3, S. 171].

• W    R   Funktionentheorie = komplexen
Analysis. (F   F Mathematische Methoden für ITET
und RW .)

Beispiel 8.29. [W] W   W  U := R2  

 : [0, 2π] → R2, (t) :=

 t,  t



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D A  W   

̇(t) =

  t,  t


=

   t
 t




D W   V X ̈     


X · d =

 2π

0

X

 t,  t


·
   t

 t


dt (8.27)

W    V  R2  

X : R2 → R2, X(x) :=

 x2

x1




(Z S  V!) D W  X ̈   ̈ (8.27)
 


X · d =

 2π

0

   t
 t


·
   t

 t


dt

=

 2π

0


(  t)2 + ( t)2


dt

=

 2π

0

1 dt

= 2π

Beispiel 8.30. [W  K] W   T  U := R3,
   K F(x) ,   P x  R3 ̈. D K F  
 V  R3,  Kraftfeld. W  (t) ̈  O  T 
Z t. D W  F ̈ ,


F · d

  A,   K  T . H   
S  I ̈  S 


t[a,b] F((t)) · d(t),  d(t) =

(t + dt)  (t). D  G̈ F((t)) · d(t)   A,  
K   Z [t, t+ dt]  T . (A =
K  W.)

F S  K̈  V. E   
M,  P 8.27()  ̈. W    D. S U ⊆
Rn  T.
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Denition 8.31 (G  W). Ein Weg  : [a, b] → U heisst -
 g. d. w. (a) = (b).

W   ,  U  . S X : U → Rn   V.

Satz 8.32 (C  K̈   V 
W). Folgende Aussagen sind äquivalent:

(a) X ist konservativ.

(b) Das Wegintegral von X längs eines stetig dierenzierbaren Weges hängt nur von
den Endpunkten des Weges ab, d. h.: Falls i : [ai, bi] → U , i = 0, 1, stetig
dierenzierbare Wege sind so, dass 0(a0) = 1(a1) und 0(b0) = 1(b1), dann
gilt 

X · d0 =


X · d1

(c) Das Wegintegral von X längs jedes stetig dierenzierbaren geschlossenen Weges
ist gleich null.

B: ()⇒():  S 403.

()⇐=()   S 8.36. (S .)

()⇔()    B  [S, S 7.4.2, S. 168]. (S  [S, S
7.4.3, S. 171].)

Beispiel. [W, - V] W   V

X : R2 → R2, X(x) :=

 x2

x1




Behauptung: X   .

Beweis: W   W

 : [0, 2π] → R2, (t) :=

 t,  t




D W  . G̈ B 11.7   W  X ̈ 
  

X · d = 2π ̸= 0

G̈  K  S 8.32()⇒()  X   .
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F  VX  ,  ̈  ̈  W
  S 8.32  P . D  T   S. U
 S  ,     D. S S ⊆ Rn.

Denition 8.33 (-̈, ). (i) S heisst -̈
g. d. w. S ̸= ∅ und es für jedes Paar von Punkten x0, x1  S einen stetigen Weg
 : [0, 1] → S von x0 nach x1 gibt, d. h.

(i) = xi, für i = 0, 1

(ii) S heisst  g. d. w. für jedes Paar von Punkten x0, x1  S und jedes t  [0, 1]
gilt:

(t) := (1 t)x0 + tx1  S (8.28)

Beispiele 8.34. [-̈, ]

() F S     ,   S -̈,   ̈
 P  P x0, x1  S  F    (8.28)   W
 x0  x1 .

() J (  ) B  . I  Rn .

() W   F n = 1. E T  R    -
̈,    (̈   ̈) I-
 .

Bemerkung 8.35. [W] F U ⊆ Rn -̈ 
oen ,    ̈  P  P x0, x1  U    die-
renzierbaren W  U  x0  x1. W ̈ ̈   W 
x0  x1     W ̈,   E
.

S U ⊆ Rn   X : U → Rn   V.

Satz 8.36 (P    V). Wir nehmen an,
dass das Wegintegral von X längs eines stetig dierenzierbaren Weges nur von den
Endpunkten des Weges abhängt, d. h., dass Bedingung (b) (S. 397) erfüllt ist. Wir
setzen auch voraus, dass U weg-zusammenhängend ist. Sei x0  U . Wir denieren die
Funktion

f : U → R, f(x) :=


X · dx, (8.29)

wobei für jedes x  U ax ≤ bx reelle Zahlen sind und x : [ax, bx] → U ein stetig
dierenzierbarer Weg von x0 nach x ist. Es gilt:



8.3. POTENTIAL, WEGINTEGRAL, KONSERVATIVITÄT 399

(i) f ist ein Potential für X, d. h., f ist dierenzierbar und f = X.

(ii) Falls g ein Potential für X ist, dann gibt es eine Konstante C  R so, dass

g = f + C

B: ()    B  B  [S, S 7.4.2, S. 168].

()   [S, S 7.4.1, S. 168].

Bemerkungen. [P    V]

• D F (8.29)  , . .:

() E W x    D .

() D W    S ̈    W  x .

()  ̈ B 8.35. ()    V,   W-
  X ̈    W    E
 W ̈.

• S 8.36   P    V -
 W. (D  S  P ,   A
().) J  P      K, 
 G U -̈ .

• W   F n = 1. I  F  S 8.36   H
 D-  I ̈  F X : U ⊆ R → R. U 
 , ̈  ax := x0, bx := x, x : [ax, bx] = [x0, x] → U , x(t) := t. E


f(x) =


X · dx

=

 x

x0

X(x(t))̇x(t) dt

=

 x

x0

X(t) · 1 dt,

 f(x) = f ′(x) =
d

dx

 x

x0

X(t)dt = X(x),

̈  H  D-  I ̈  F
X .
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W  ,  U -̈ . E M,   P
8.27((),()) ̈   V X  ̈,   :

Methode 8.37 (K̈, P). • Wähle x0  U und für jedes x  U
einen Weg x.

• Deniere f wie in (8.29).

• Berechne f .

• Falls f = X, dann ist X konservativ und f ein Potential für X.

• Falls f ̸= X, dann ist X  konservativ.

D  A   S 8.36().

Beispiele 8.38. [K̈  P  V] W 
M 8.37,   P 8.27((),()) ̈  V  ̈.

() W   Euler-Vektorfeld, . .  I̈

X :=  : U := Rn → Rn, X(x) = x

W ̈  x0  Rn,  E  x0 := 0. S x  U . W 
 E 

x : [0, 1] → U, x(t) := (1 t)x0 + tx = tx

D     W  x0 = 0  x. W  
F f : U → R   (8.29), . .

f(x) :=


X · dx

=

 1

0

X(x(t)) · ̇x(t) dt

=

 1

0

tx · x dt

=
t2

2


1

t=0

∥x∥2

=
∥x∥2
2


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D F     . (S B 8.13.)
I G  ̈ B 8.19  

f(x) =

Ö
x1
...
xn


= x = X(x)

D F f   ̈  P ̈ X. S   
 P ̈.

() W   V

X : R2 → R2, X(x) :=


0
x1




W ̈  x0  Rn,  E  x0 := 0. S x  U . W 
 E 

x : [0, 1] → U, x(t) := (1 t)x0 + tx = tx

W   F f : U → R   (8.29), . .

f(x) :=


X · dx

=

 1

0

X(x(t)) · ̇x(t) dt

=

 1

0


0
tx1


· x dt

=

 1

0

tx1x2 dt

=
t2

2


1

t=0

x1x2

=
x1x2

2


D F     . IG  


f(x) =


x2

2
x1

2


̸=


0
x1


= X(x)

X   nicht . (D   S 8.36().)
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Beispiel 8.39. [ I,  K, A, E-
] W   T  R3,    K F(x) , 
  P x  R3 ̈. W  ,  F  . W 
 P x0  R3    F f : R3 → R   (8.29)  X := F.
E  F U : R3 → R , 

F = U

 potentielle Energie  T. W    E U . (D F
 ,     U .) G̈ S 8.36()    K C
, 

U = f + C (8.30)

D  E       K  . S
x  R3. A (8.30) , 

f(x) f(x0) = U(x) + U(x0)

G̈ B 8.30   D (8.29)  f(x)  f(x0) = f(x)  Arbeit,
  K  T ,      W x  x0 
x . D A     D   E  
P x0  x.

F x    K W  T ,    T
 A   E  T . I  F 
   (= + ) E  T  A  
E  W . I   K     E
 T . I  S    K̈   
 Perpetuum mobile  A. D    M,   E
. S A 8.4 ̈  B   M.

U  I ()⇒()  S 8.32 (S. 397)  ,   
L. S U ⊆ Rn , f  C1(U) = C1(U,R), a ≤ b  Z   
C1


[a, b], U


.

Lemma 8.40 (W  G). Das Wegintegral des Gradienten-
feldes f längs des Weges  ist die Dierenz der Werte von f in den Endpunkten von
, 

f · d = f((b)) f((a))

Beweis des Lemmas 8.40: G̈ S 8.12 (K) 

df((t))̇(t) =
d

dt
(f ◦ )(t), ∀t  [a, b] (8.31)
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A 8.4: E P .

D , 


f · d =

 b

a

f((t)) · ̇(t) dt

=

 b

a

df((t))̇(t) dt

=

 b

a

d

dt
(f ◦ )(t) dt (̈ (8.31))

= f ◦ (b) f ◦ (a) (̈  H  D-  I).

D  L 8.40. 

Beweis der Implikation (a)⇒(b) in Satz 8.32: W  ,  () , ,
 X  . D. .,     F f : U → R , 

f = X

S i : [ai, bi] → U , i = 0, 1,   W , 

0(a0) = 1(a1), 0(b0) = 1(b1) (8.32)
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E 


X · d0 =


f · d0
= f(0(b0)) f(0(a0)) (̈ L 8.40)

= f(1(b1)) f(1(a1)) (̈ (8.32))

=


f · d1 (̈ L 8.40)

=


X · d1

A  (). D   I ()⇒()  S 8.32. 

8.4 Charakterisierung der Konservativität mittels

Ableitungen, Integrabilitätsbedingung,

Rotation eines Vektorfeldes, einfacher

Zusammenhang, Holomorphie,

Cauchy-Riemann-Gleichungen

D A  [B96, 6.2, 6.4]  [S, 7.5]. Z̈  S 8.32
̈   K̈  V  A  I
. D   I   S. W   
D. W  (1.11)   Sd−1

r (x0) ⊆ Rd ̈  S̈  M
x0  R r. I F d = 2, x0 = 0  r = 1    E12

S1 := S1
1(0)

Denition 8.41 ( ̈). Eine Teilmenge S ⊆ Rn heisst 
̈ g. d. w. S weg-zusammenhängend ist und für jede stetige Abbildung
 : S1 → S es eine stetige Abbildung h : [0, 1]× S1 → S gibt so, dass

h(0, y) = (y), ∀y  S1, ′ := h(1, ·) : S1 → S ist konstant13

Bemerkungen. [S, H]

• E  A  : S1 → S  Schleife in S.

12In der Mathematik bezeichnet Kreis den Rand der Kreisscheibe (ohne das Innere).
13′(y) = h(1, y)
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• E A h    Homotopie    ′. D ̈ 
W  B h.

Beispiele 8.42. [(-) ̈]

() J   T  Rn   ̈. (K̈
S  H h    S    S
?) G̈ B 8.34()    B  ̈.
I   ̈ Rn.

() DK S := S1  nicht  ̈. F̈  I̈
 : S1 → S1   ̈  H    A.
D    B  [H02, T 1.7, . 29].

() A   B ,    T S := R2 \ 0  R2

nicht  ̈ . A     K 8.45
. S B 8.46.

S n  N, U ⊆ Rn   X : U → Rn  C1-V.

Satz 8.43 (C  K̈   A, I̈). (i)
Falls X konservativ ist, dann erfüllt es die I̈

DiX
j = DjX

i, ∀i, j = 1,    , n (8.33)

(ii) Falls U einfach zusammenhängend ist und (8.33) erfüllt ist, dann ist X konser-
vativ.

B: (): S. 415

(): [S, S 9.9.3. ), S. 308] D S   K̈ 
V. E     M,  P 8.27()  ̈.

Beispiele 8.44. [C  K̈   A,
I̈]

() W   Euler-Vektorfeld, . .  I̈

X :=  : U := Rn → Rn, X(x) = x

S i, j  1,    , n  x  U . W 

DiX
j(x) = ji :=

ß
1,  i = j,
0, .

= ij

= DjX
i(x)
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A ̈ X  Integrabilitätsbedingung (8.33). G̈ B 8.42() 
U = Rn  ̈. G̈ S 8.43  X  .
D    ̈,    B 8.38()  .

() W   V

X : U := R2 → R2, X(x) :=


0

x1 + e(e
x2 )




F̈ i = 1, j = 2  x  U  

D1X
2(x) = 1 + 0

̸= 0

= D2X
1(x)

D  X ̈ S 8.43  .

Bemerkungen. [C  K̈   A-
, I̈]

• I B 8.44() ̈   , M 8.37 .
D ̈  ̈  x  Rn  W


X · dx ̈  

x . E  ,  x  , ̈   I
  ̈. (V S !) I  F    
 S 8.43  M .

• F U   ̈ ,     I̈
(8.33)  A nicht,  X  . F̈  G 
Ü 3 (N- V   R 
- ̈ G).

A A  S 8.43()      B
̈,    M   ̈ .

Korollar 8.45 (N- Z). Eine oene Teilmenge U ⊆ Rn ist
 einfach zusammenhängend, falls es ein C1-Vektorfeld X gibt, das die Integrabi-
litätsbedingung (8.33) erfüllt, sowie einen geschlossenen stetig dierenzierbaren Weg
 : [a, b] → U so, dass das Wegintegral von X längs  gleich 0 ist.

Beweis des Korollars 8.45: A S 8.43()  S 8.32()⇒() :

W U  ̈ ,   ̈  C1-V X ,  
I̈ (8.33) ̈     
W   U  W  X ̈   0.
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D K  A   A  K. S   
K . 

Beispiel 8.46. [N- Z] Behauptung: D M

U := R2 \ 0

   ̈.

Beweis: W   C1-V

X : U → R2, X(x) :=

 x2

x1



∥x∥2 

D V ̈  I̈ (8.33). (S Ü 3,
- V   R  - -
̈G.) W     W

 : [0, 2π] → U, (t) := ( t,  t)

W  
X · d = 2π ̸= 0

D    R   B 11.7. G̈ K 8.45  ,
 U   ̈ .

I  F̈ n = 2  n = 3   B (8.33)  S 8.43,  
R  V X . D R    .

Denition 8.47 (R  V). (i) Fall n = 2: Sei U ⊆ R2 oen
und X : U → R2 ein dierenzierbares Vektorfeld. Wir denieren die ()
R (oder W̈)  X als die reellwertige Funktion

X := D1X
2 D2X

1 =
∂X2

∂x1
 ∂X1

∂x2
: U → R

(ii) Fall n = 3: Sei U ⊆ R3 oen und X : U → R3 ein dierenzierbares Vektorfeld.
Wir denieren die R  X als das Vektorfeld

⃗X := ×X :=

Ñ
D2X

3 D3X
2

D3X
1 D1X

3

D1X
2 D2X

1


: U → R3
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Bemerkung. F  ×X  K   =

D1, D2, D3


 X . D

  G ̈  N.

Beispiele. [R  V]

• D V

X : R2 → R2, X(x) :=

 x2

x1


(8.34)

 R

X(x) = D1X
2(x)D2X

1(x) = 1 (1) = 2

• D E-V

X :=  : R3 → R3, X(x) := x,

 R

⃗X(x) =

Ñ
D2X

3 D3X
2

D3X
1 D1X

3

D1X
2 D2X

1


(x) =

Ñ
0 0
0 0
0 0


= 0

Bemerkung. [I̈  R] I  F̈ n = 2  n = 3
  I̈ (8.33) ̈  Wirbelfreiheit  X , . ., 
B

X = 0 (n = 2),  ⃗X = 0 (n = 3)

D N Rotation ̈ X  ,   V (8.34)  -
 R    Fluss  R (D) 
. U   ̈   ̈,     B.

Bemerkung 8.48. [F  V] W   C1-V X 
Rn   P x0  Rn. E    I I,  0 ̈  
  L̈ x : I → Rn  S  ̈ D-


ẋ = X ◦ x (8.35)

  A
x(0) = x0 (8.36)

(S [S, S 7.5.1, S. 185].) D L̈  ,  S,   P
 L̈   D   I ̈. D Fluss14

14Dieser Begri des Flusses unterscheidet sich vom Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fläche, der
in den Sätzen von Stokes und Gauß auftritt. (Siehe später.)
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des Vektorfeldes X   A    T U  R×Rn 
Rn,    G

X(t, x0) := x(t)

 ,  x   L̈  (8.35,8.36) . U   .

Beispiel 8.49. [F  V] F̈  c  R    V

Xc : R
2 → R2, Xc(x) := c

 x2

x1


 (8.37)

D F  Xc   

Xc : U = R× R2 → R2, Xc(t, x0) = Rct(x0),

 Ra  D   U  R2   W a  G
. (Ü̈ S,   A Xc  B (8.35,8.36)
̈!)

Bemerkungen 8.50. [M ̈  N Rotation]

() W   F n = 2   V Xc   (8.37). G̈
B 8.49   F  V  D   U
x0 := 0 . D R  Xc  P x  R2 

Xc(x) = c

∂x1x1  ∂x2(x2)



= 2c

= 2 ·W   Xc  D

D   N Rotation von X ̈ X .

() W    F n = 3. S A  R3×3   M,
. . AT = A. W   V X  R3,  

X(x) := Ax

 . I  F ̈   R  X   
. W  Ai

j ̈  (i, j)- E  A. W 

v :=

Ñ
A3

2

A1
3

A2
1


 (8.38)

D Z-t-F  X (   B 8.48)    D
 tv , . .  D   A v

∥v∥   W t∥v∥, 
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v ̸= 0,    I̈,  v = 0. D   B 8.48  
T,    O v1, v2, v3  R3  , X(v1) = v2,
X(v2) = v1, X(v3) = 0. (W     B? T: D S
v3 := v∥v∥,  v ̸= 0.)

D R  V X  P x  R3     W-
  D , . .

⃗X(x) = 2v = 2 · W   X  D
(8.39)

D   N R  X ̈ ⃗X .

() A   B     ̈ I-
  R  V. S 0 ̸= A  R3×3  -
 M. W   ̈ F̈,  G
 P x  R3 

v(x) := X(x) = Ax

 . W     B  U  R3. N
  E    B   S̈ , . ., 
    A v

∥v∥  W ∥v∥,  v   (8.38)

 . D   B (). G̈ (8.39)   R 
X     W  D  B.

I   B    V   A
. W   H  S̈ 8.43  8.32  ,   -
 W   F    ̈
G    E   W ̈.

Bemerkungen. [H, C-R-G, I̈,
() W]

• W S  Mathematische Methoden für ITET und RW  ,  -
  F f  C holomorph, . .  ,
. . . f  C-R-G ̈.15J   C-
R-G   I̈ (8.33). U  
,   C  R2. S U ⊆ C = R2  

f := u+ iv : U ⊆ C → C

 F. W 

X :=


u
v


, Y :=


v
u


: U → R2

15Für die Implikation ⇐= nehmen wir an, dass f partiell dierenzierbar und stetig ist.
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W   S  R2  x, y. (W   
P  R2  (x, y).) D Cauchy-Riemann-Gleichungen ̈ f 

∂u

∂x
=

∂v

∂y
(8.40)

∂u

∂y
= ∂v

∂x
 (8.41)

G (8.40)  ̈ 

D1Y
2 = D2Y

1,

 ̈  I̈ (8.33) .

G (8.41)  ̈ 

D2X
1 = D1X

2,

  ̈  I̈ (8.33) .

• W   ,  f = u+ iv : U → C     U 
̈ . S  : [a, b] → U    W.

Behauptung: D komplexe Wegintegral16





f :=





f(z)dz :=

 b

a

f((t))̇(t) dt 17

̈    E   .

Beweis: E  ( R = R)

R

Ç



f


=


X · d (8.42)

(Ü̈ S !) D V X = (u,v) ̈  (8.41) 
I̈ (8.33). G̈ S 8.43()  X  .
G̈ S 8.32()⇒() ̈


X · d     E  

. W (8.42)   ̈ R



f

.

A  ̈ Y = (v, u),  ( I = I̈)

I

Ç



f


=


Y · d

A   C-R-G (8.40) , Y  . D

̈ I



f

   E   . D   B.

16Siehe die Vorlesung Mathematische Methoden für ITET und RW.
17Hier tritt das Produkt der komplexen Zahlen f((t)) und ̇(t) auf.



412

KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM Rn, VEKTORFELD,

KONSERVATIVITÄT

8.5 Partielle Ableitungen höherer Ordnung, Satz

von Schwarz über Vertauschen partieller

Dierentiationen, Taylorformel, lokale

Extremalstelle, Hesse-Matrix

D A  [B96, 5.2]  [S, 7.5]. S U ⊆ Rn .

Denition 8.51 (̈ ()  D, Ck). Wir nennen jede
Funktion f : U → Rp 0-   (keine Bedingung). Ihre (eindeutige)
partielle Ableitung 0-ter Ordnung ist f . Rekursiv denieren wir für k  N:

Eine Funktion f : U → Rp heisst k-   g. d. w. sie (k  1)-
mal partiell dierenzierbar ist und ihre partiellen Ableitungen (k  1)-ter Ordnung
partiell dierenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen von f k-ter Ordnung sind die
Funktionen Djg, wobei j  1,    , n und g alle partiellen Ableitungen von f (k 1)-
ter Ordnung durchläuft.

Wir nennen f k-    (oder k-  
oder schlicht Ck) g. d. w. f k-mal partiell dierenzierbar ist und ihre partiellen Ablei-
tungen k-ter Ordnung stetig sind. Für k  N0 denieren wir die Menge

Ck(U,Rp) := Ck(U ;Rp) := f : U → Rp  f ist k-mal stetig partiell dierenzierbar
Wir nennen f      (oder C∞ oder ) g. d. w. f
Ck ist für jedes k  N0.

Bemerkungen. [̈ ()  D, Ck]

• (R) D D  k- D   Rekursion
̈ k. I   D     O  
B A0   ̈  k  N  O   B Ak 
Ak−1. Z B   P Ak := kn  ̈ Z k, n
  

A0 := 0, Ak := Ak−1 + n

(Ü̈ S,  D  I I  P ̈!)

I  D 8.51  Ak  B  k-  D
 f    B   A  f k- O.

Z B  f ̈  D 1-  
. . . f 1  1 = 0-       A-
  f 0- O   18. f  1- 

18im Sinn der Denition 8.2
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 . . . f   . I  F   -
 A  f 1- O    A 
f 19.

A   B  f ̈ D 8.51 2-  -
 . . . f 1-       A
 f 1- O   . D ,  f 
      A  f  
 .

• D  A  f k- O   F

Djk · · ·Dj1f  j1,    , jk  1,    , n, Dj =
∂

∂xj


• J k-    F F f  
 A i- O ̈ i  0,    , k. D  :

– P 8.21: (1-)    ⇒ 

– P 8.11:  ⇒ 

J Ck-F      K Ck−1,    , C0.

• C0(U,Rp)   M   F  U  Rp.

• D D  Ck  S [S] (D 7.5.1, S. 171, D 7.5.2,
S. 173)     . S  ̈  D 8.51.

Beispiel. J P  Rn 20  . D    A  
B 8.22.

E  E  Ck-F ,   ̈   F 
,   R    A . D  
I   S  S. S n  N, U ⊆ Rn , f  C2(U) =
C2(U,R)  i, j  1,    , n.
Satz 8.52 (S, V  D21). Es gilt

DiDjf = DjDif

B: [S, S 7.5.1, S. 171]

D S   H S ,  A 8.5.

19im Sinn der Denition 8.2
20siehe die Denition in Beispiel 8.22
21Mit Dierentiation meinen wir Ableitung nehmen.
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A 8.5: H S, 1843–1921,  M.

Beispiel. [S  S, V  D] W 
 F

f : R2 → R, f(x) := x1x
2
2

(xi := i- K  x) D F    K C2. (S  
.) W 

D1f(x) = x2
2,  D2D1f(x) = D2(D1f)(x) = 2x2,

D2f(x) = x1 · 2x2,  D1D2f(x) = 2x2 = D2D1f(x)

I  B     A  S 8.52    R-
 .

Bemerkung. [V  D] D A  S 8.52
 ,    ,  f    . E
B ̈   F f : R2 → R  

f(x, y) :=





xy(x2  y2)

x2 + y2
,  (x, y) ̸= (0, 0),

0, .

D F  ̈    

∂x∂yf(0, 0) = 1 ̸= 1 = ∂y∂xf(0, 0)

(R S  !)

A S 8.52 ,   R  D  R ,
   F ̈     . D  
I   K. S m  N.
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Korollar 8.53 (V  D). Partielle Dierentiationen
dürfen beliebig vertauscht werden, falls eine Cm-Funktion insgesamt m-mal partiell
dierenziert wird.

B: D   S 8.52.

Bemerkungen. [V  D] Z B , 

D2D5D3f = D5D3D2f,

 f C3 .

E  A  S 8.52  S 8.43(),  ,  
 C1-V X  I̈ (8.33) ̈, 

DiX
j = DjX

i, ∀i, j = 1,    , n

Beweis von Satz 8.43(i): D X  ,    P,  
 F f : U → R ,  f = X . D X (  K) C1 ,
 f C2. F̈  i, j  1,    , n 

DiX
j = DiDjf ( f = X)

= DjDif (̈ S 8.52,  f C2 )

= DjX
i ( f = X)

D. ., X ̈  I̈ (8.33). D  S 8.43(). 

S m  1, 0, 1,   . W   F ̈   Cm-F
f   T ̈. D   I  ̈ S. I 
T   T m- O  f . A  F
,   T  F f ̈. D P  F-
 ,  F   A  ̈ 
 T .

S k  N0  a1,    , ak  R. I F k = 0     L  Z.
W 

k

i=1

ai := a1 · · · ak

̈  P  Z. I F k = 0  
k=0

i=1 ai  leere Produkt. D
  P  Z    L. W    K

k=0

i=1

ai := 1
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG IM Rn, VEKTORFELD,

KONSERVATIVITÄT

S n  N0, m  N0  1, U ⊆ Rn , f : U → R  x0  U . F m ≥ 0,
   ,  f m-   .

Denition 8.54 (T). Wir denieren das T  f m-
O  E x0 als die Funktion Tm

f,x0
: Rn → R gegeben durch22

Tm
f,x0

(x) :=

m

k=0

1

k!

n

i1,...,ik=1

Dik · · ·Di1f(x0)

k

j=1

(x x0)ij (8.43)

=f(x0) +

n

i1=1

Di1f(x0)(x x0)i1 +
1

2

n

i1,i2=1

Di2Di1f(x0)(x x0)i1(x x0)i2

+ · · ·+ 1

m!

n

i1,...,im=1

Dim · · ·Di1f(x0)(x x0)i1 · · · (x x0)im 

Bemerkungen. [T]

• I  S
n

i1,...,ik=1   ̈  T  I (i1,    , ik) 
1,    , nk. W ̈  S     S

n
i1=1 · · ·

n
ik=1

. J I i1,    , ik ̈   1  n.

• I P
k

j=1(x  x0)ij   I ij ,    I,
̈ j, ̈. D I j ̈  1  k. W    I
i1,    , ik. D P    

k

j=1

(x x0)ij = (x x0)i1 · · · (x x0)ik 

Z B  ̈ n := 4, k := 5, x0 := 0, x :=

 1, 2, 4, 1


, i1 := 3, i2 := 1,

i3 := 1, i4 := 3, i5 := 1  P  

k

j=1

(x x0)ij = x3x1x1x3x1 = 4 · (1) · (1) · 4 · (1) = 16

W ̈  I,   T   V-
  ,     I a, b, c .   i1,    , ik
 ̈. (W   B   I  a, b, c . , -
  R  ik ?)

22Für jeden Vektor v  Rn und jeden Index i = 1, . . . , n bezeichnet vi hier die i-te Koordinate von
v.
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• I  F (8.43)  k! :=
k

i=1 i = 1 · 2 · · · · · k (k F̈) . I F
k = 0     P 0! = 1.

• I F m = 1    S  (8.43)   S. D   0
. D 

T−1
f,x0

≡ 0

• I F m = 0 

T 0
f,x0

≡ f(x0)

• I F m = 1 

T 1
f,x0

(x) = f(x0) +

n

i=1

Dif(x0)(x x0)i

= f(x0) + df(x0)(x x0)

D     N̈  f  P x0,    (8.9) -
 . D T      N̈.

• I [S, B 7.5.3, S. 174]   N

Tmf(x, x0) := Tm
f,x0

(x)

.

Beispiel 8.55. [T]W   F

f : Rn → R, f(x) := 

∥x∥2




W   T  f m- O  E x0 :=
0 ̈ m = 0, 1, 2. D     K   L
(=P)

Dif(x) = 

∥x∥2


·2xi, DjDif(x) =  


∥x∥2


·2xj·2xi+


∥x∥2


·2ji, ∀i, j = 1,    , n,

 ji :=

ß
1,  i = j,
0, .



D , 

T 0
f,x0=0(x) = f(0) = 0, T 1

f,x0=0(x) = f(0) +

n

i1=1

Di1f(0)(x 0)i1 = 0 + 0 = 0,
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T 2
f,x0=0(x) :=f(0) +

n

i1=1

Di1f(0)(x 0)i1 +
1

2

n

i1,i2=1

Di2Di1f(0)(x 0)i1(x 0)i2

=0 + 0 +
1

2

n

i=1

1 · 2x2
i

=∥x∥2

I  F (8.43) ̈  T    T . Z
B   T  k = 2, i1 = 3, i2 = 4  

1

2
D4D3f(x0)(x x0)3(x x0)4

D T  k = 2, i1 = 4, i2 = 3   

1

2
D3D4f(x0)(x x0)4(x x0)3

G̈  S  S 8.52    T . W  -
   ̈  A ,   T 
. M H  M-I ̈   T  -
,   T  . EMulti-Index   E
 = (1,    ,n)  Nn

0 . S   Nn
0  M-I. W 

 := 1 + · · ·+ n =: O (=: L̈)  ,

! := 1! · · ·n!,
k



:=

k!

!
(̈ k := , M),

v := v1
1 · · · vn

n , ∀v  Rn,

∂ := D := Dn
n · · ·D1

1 

Beispiel. [M-I-S] F̈ n = 4,  := (3, 0, 2, 0)  N3
0  v :=

(1, 2, 4, 1) :

k :=  = 3 + 0 + 2 + 0 = 5

! = 3! · 0! · 2! · 0! = 12
k



=

5!

3! · 0! · 2! · 0! = 10

v = (1, 2, 4, 1)(3,0,2,0) = (1)3 · 20 · 42 · 10 = 16

D = D0
4D

2
3D

0
2D

3
1 = D3D3D1D1D1

S m  N0, f  Cm(U), x0  U  x  Rn.
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Proposition 8.56 (T  M-I-S). Das Taylorpolynom
Tm
f,x0

ist gegeben durch

Tm
f,x0

(x) =

m

k=0



Nn
0 : =k

1

!
Df(x0)(x x0)

, ∀x  Rn

Bemerkung. D P  [S, B 7.5.3]. D  ̈
k = m   1

!
  F 1

m!
.

D P     ̈ L. S k  N0, f 
Ck(U), x0  U  v  Rn.

Lemma 8.57 ( A  M-I). Es gilt

n

i1,...,ik=1

Dik · · ·Di1f(x0)

k

j=1

vij =


Nn
0 : =k


k



Df(x0)v

 (8.44)

Beweis von Lemma 8.57: F̈  k-T I = (I1,    , Ik)  1,    , nk 
  M-I I  Nn

0 

I
i := A j  1,    , k ,  Ij = i, ∀i  1,    , n (8.45)

(Ij   R  I ij .) S   Nn
0 . W  k := . E 

A I  1,    , nk ,  I =  =


k



=

k!

!
 (8.46)

D   I ̈ n   T,  

k
ℓ


K  ℓ

E   M  k E . (F̈   H
 B 8.58().) E 

n

i1,...,ik=1

Dik · · ·Di1f(x0)

k

j=1

vij

=


Nn
0 : =k



I1,...,nk:I=

Dn
n · · ·D1

1 f(x0)v
1
1 · · · vn

n

(  S 8.52 (S)   M  Z  )

=


Nn
0 : =k


k



Df(x0)v

 ( (8.46))

D  (8.44)    B  L 8.57    P-
 8.56 . 
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Bemerkungen 8.58. [M-I, F (8.46)]

() (Herleitung der Formel für die Anzahl k-Tupel I) A ̈ 
 F (8.46)   . W   Z 1,    , n  Buchstaben
   M 1,    , n   Alphabet. J I = (I1,    , Ik) 
1,    , nk   Wort der Länge k  A 1,    , n. (W  
  K   K .) A   S  F
(8.46)   M 

I  1,    , nk
 I = 


(8.47)

,     W̈ I  L̈ k  A 1,    , n
,    B 1  1  ,  B 2
 2   . (V  (8.45).) F (8.46) , 

 M


k



E .

U    ,    W̈ k   
R  k  Q Q1,    , Qk. J W  (8.47)  
A,  1 Q   B 1  ̈,  2 Q 
 B 2 . . W    F̈,    Q-
       1 Q   B
1 ̈,  ̈ 2   B 2 . W S  G
 ,   k! V (=P)  Q.

S π  σ P  Q ,  σ   1 Q-
  ,  ̈ 2 Q  
. D  π  σ ◦ π 23  F̈  Q. E 
1! · · ·n!  P σ. D   k! P  Q-
 , ,  

k!

1! · · ·k!
=


k
!



F̈  Q Q1,    , Qk , . . W̈  L̈ k,   
B 1  1  ,  B 2  2  
. D    F (8.46)  .

() (Fall n = 2, Kombinationen) W   F n = 2. E W 
L̈ k  A 1, 2   B ()   A  1

Q   M

Q1,    , Qk


,   B 1 . (D

Q   2 Q ,   B 2 .) E
 A   K  W  1 O 

23Diese Permutation führt zuerst die Vertauschung π aus und danach σ.
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 M  k O

Q1,    , Qk


. W S   M 

,   A  K   B


k
1


=

k!

1!(k  1)!
=

k!

1!2!
=


k





D    F (8.46) ̈.

() (Multinomialkoezient) D M


k



  Multino-

mialsatz ,  ,  ̈  k  N0  x =

x1,    , xn


 Rn

 
n

i=1

xi

k

=


Nn
0 : =k


k



x


k



   K   T x   E  k- P

 S
n

i=1 xi = x1+ · · ·+xn. (Ü S  ! V S 
 A   B ().) I F n = 2   M 
binomische Lehrsatz. D ̈  N Multinomialkoezient.

S m  N0, f  Cm+1(U)  x0, x  U , 

xt := (1 t)x0 + tx  U, ∀t  [0, 1]

Satz 8.59 (T). Es gibt eine Zahl θ ]0, 1[ so, dass gilt

f(x) = Tm
f,x0

(x) +


Nn
0 : =m+1

1

!
Df(xθ)(x x0)

 (8.48)

B: [S, S 7.5.2, S. 174]

Bemerkungen. [T]

• D A  S    F m = 1,   θ = 1 
. (8.48)  , 

f(x) = T−1
f,x0

(x) + f(xθ) = 0 + f(xθ)

D G  ̈ θ = 1.
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• I F m = 0   S,    θ  , 

f(x) = f(x0) +Df(xθ)(x x0)

I F n = 1    A  M  A 1 (S 5.15).

• I F n = 1  S S 8.59  A 1 . S S 5.44.
(Ü S ,    F   F  S 5.44  
F ̈!)

Denition 8.60 (R). Wir denieren das R  f m- O 
E x0 als die Funktion

Rm
f,x0

:= f  Tm
f,x0

: U → R

Bemerkung. I [S, B 7.5.4 ), S. 174]   R  rmf(·; x0)
.

S r ]0,∞[ ,  B
n

r (x0) ⊆ U . W 

Cm := Cm,f,x0,r :=
n

m+1
2

(m+ 1)!


¶
Df(y)

   Nn
0 :  = m+ 1, y  B

n

r (x0)
©


A   S   M  Z Df(y) ,   ̈ 
E  Nn

0   = m + 1 ̈  y ̈  E  B
n

r (x0) ̈.
D M ,  ̈ K 4.33    F
   M  M .

Proposition 8.61 (R). Es gilt

Rm
f,x0

(x)
 ≤ Cm∥x x0∥m+1, ∀x  B

n

r (x0)

B: D   S 8.59.

Bemerkung. [T̈, R] W ,   F g : U → R
 F f (  P x0)  m- O ̈, 

f(x) g(x)

∥x x0∥m
→ 0 ̈ x → x0

G̈ P 8.61 

f(x) Tm
f,x0

(x)

∥x x0∥m
≤ Cm∥x x0∥ → 0 ̈ x → x0
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( f Cm+1 ). D ̈  T m- O  F f 
m- O. D U f  Tm

f,x0
,   R, ̈   F

 N̈ . D F   O m + 1, . .,    
K  rm+1

x ̈, 

rx := ∥x x0∥

 E A  x0  x . Z B ̈  T
 O  F     F. D T 
O ̈  F     F, .

S f : U → R  F  x0  U .

Denition 8.62 (  E). Wir nennen x0 eine  M-
  f g. d. w. es eine Umgebung V von x0 in U gibt so, dass

f(x) ≥ f(x0), ∀x  V \ x0

Wir nennen x0 eine   M  f g. d. w. diese Bedingung mit
≥ ersetzt durch > erfüllt ist.

Wir nennen x0 eine ()  M  f g. d. w. die analoge Bedingung
mit ≥ (>) ersetzt durch ≤ (<) erfüllt ist.

Wir nennen x0 eine ()  E  f g. d. w. x0 eine (strikte)
lokale Minimalstelle oder (strikte) lokale Maximalstelle ist.

Bemerkung. [lokal ] D W lokal  in einer (möglicherweise kleinen) Um-
gebung des gegebenen Punktes. E  E x0  f    E-
  f   U  x0.

Bemerkung. [ M   E  S̈] I  P
  E  B  ,    L  -
  S  ,    E   L 
  M .

S x0  U  P,   f  .

Denition 8.63 ( P). x0 heisst  (oder ̈) P 
f g. d. w. die Ableitung von f in x0 verschwindet, d. h.

df(x0) = 0

Bemerkung 8.64. [ P] I F n = 1  x0    
P  f ,  f ′(x0) = 0.
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S  f  C2(U)  x0  U .

Denition 8.65 (H-M). Wir denieren die H-M  f  P x0

als die quadratische Matrix

Hf (x0) :=

DiDjf(x0)

n
i,j=1



Bemerkung. G̈  S 8.52   H-M , . .

Hf (x0)ij = Hf (x0)ji, ∀i, j = 1,    , n

Beispiel 8.66. W   F

f : R2 → R, f(x) := x2
1 + x1x2 + x2

2

D H-M  f   S x0  R2   

Hf (x0) =


2 1
1 2




Bemerkung 8.67. [H-M] W   F n = 1. D H-M
 f  x0   

Hf (x0) = (f ′′(x0))

E    A:

Bemerkungen 8.68. () E   M A  Rn×n  positiv
denit . . .

vTAv > 0, ∀v  Rn \ 0
S  negativ denit . . .

vTAv < 0, ∀v  Rn \ 0

() I F n = 1  A  R1×1 = R    () ,  A > 0
(A < 0).

Satz 8.69 ( E, H-M). (i) (Satz von Fermat über kriti-
sche Punkte) Falls x0  U eine lokale Extremalstelle von f ist, dann ist x0

ein kritischer Punkt von f .

(ii) Falls x0 ein kritischer Punkt von f ist und die Hesse-Matrix Hf (x0) positiv
(negativ) denit ist, dann ist x0 eine strikte lokale Minimalstelle (Maximalstelle)
von f .
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A 8.6: P  F, 1607–1665, ̈ M  J.

B  (): [S, S 7.5.3, S. 175]

B  (): S. 425

Bemerkungen. [ P,  E, H-M  F n = 1]

• T ()  S 8.69   P  F ,  A 8.6.
I F n = 1  T ()  S 8.69  S 5.52()  A 1
̈. D T    R  A 1  
D.

• W   F n = 1. W  ,  x0   P
 f . G̈ B 8.64  ,  f ′(x0) = 0. W 
,  f ′′(x0) > 0. G̈ B 8.67  8.68()  Hf (x0) 
 . G̈ S 8.69()  x0     M
 f .

D  S   A 1,  S 5.52(). S 8.69() -
   R  A 1   D.

Beweis von Satz 8.69(i): W  ,  x0  U   E
 f .

Fall: x0 ist eine lokale Minimalstelle. S v  Rn. W 

x(t) := x0 + tv, g := f ◦ x

D x0   M  f ,  t = 0   M  g.
(Ü S  !) G̈  R  A 1 ([S, K 5.5.1,
S. 98])  

0 = ġ(0) (8.49)
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A  ̈  K (S 8.12), 

ġ(0) = df(x(0))ẋ(0) = df(x0)v

I    (8.49) ,  

0 = df(x0)v

D v  ,  , 

df(x0) = 0

Fall: x0 ist eine lokale Maximalstelle: .

D  S 8.69(). 

Beispiele 8.70. [()  E, H-M]

() W   F

f : Rn → R, f(x) := ∥x∥2

S A 8.7  F n = 2.

A 8.7:
f(x) := ∥x∥2, x0 = 0:
 M.

A 8.8:
f(x) := ∥x∥2, x0 = 0:
 M.

A 8.9:
f(x) := x2

1  x2
2,

x0 = 0: S.

W    P  f . D    A:

df(x) =

2x1 · · · 2xn


· : Rn → R
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D B df(x0) = 0   ̈ x0 = 0 ̈. A  x0 = 0  
 P  f .

U  ̈̈,   P   E ,  
 H-M  f :

Hf (x) =


2 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · 0 2





F̈  V v  Rn \ 0 

vT Hf (x0 = 0)v =

n

i=1

vi · 2vi = 2∥v∥2 > 0

D  Hf (0)  . G̈ S 8.69()  x0   
 M  f .

I  B ̈      ̈̈. D W
     A 8.7 .

() W   F

f : Rn → R, f(x) := ∥x∥2
S A 8.8  F n = 2. D F    
P x0 = 0. D P    M. D   
 ()  A.

() W   F

f : R2 → R, f(x) := x2
1  x2

2

S A 8.9. D F     P x0 = 0.
D     ()  A. D P x0 = 0   
E. D    Z . (W?) I B 8.74
   A .

() W   F

f : R2 → R, f(x) := x2
1 + x4

2

A   B     P  f 
 x0 = 0. (Ü̈ S !) D H-M  f   

Hf (x) =


2 0
0 12x2

2



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W   x = x0 = 0. Hf (0)    ,  ̈ v :=
(0, 1) 

vT Hf (0)v = 0

Hf (0)     . (W?) W ̈  S 8.69()
 .

E   f(x) > 0 ̈  x ̸= 0. (Ü̈ S !) D  x0 = 0
   M.

Bemerkung. D U  8.69() ,  ̈    M-
 x0  f  H-M Hf (x0)   . A  
B   U falsch.

W    F n = 2.

Proposition 8.71 (   D   D). Sei A 
R2×2 eine symmetrische Matrix.

(i) A ist positiv denit g. d. w.

(A) > 0 und A11 > 024

(ii) A ist negativ denit g. d. w.

(A) > 0 und A11 < 0

B: [B96, (5.8), S. 158].

Bemerkung. [ D] F̈   n  N   
M A  Rn×n    ,    Sylvester-Kriterium25 ̈.
D K   E,   ̈ H  A 
. (S  A.)

Beispiel. [ D  H-M,   M] W -
  F

f : R2 → R, f(x) := x2
1 + x1x2 + x2

2

D   P  f  x0 = 0. (Ü̈ S !) G̈ B
8.66 

Hf (x0) =


2 1
1 2




24Aij bezeichnet den (i, j)-ten Eintrag von A.
25Manchmal wird dafür die Bezeichnung Hurwitz-Kriterium verwendet.
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E 
 (Hf (x0)) = 2 · 2 1 · 1 = 3 > 0, Hf (x0)11 = 2 > 0

G̈ P 8.71  Hf (x0)   . G̈ S 8.69() 
x0 = 0     M  f .

S f : U → R  x0  U  P,   f  .

Denition 8.72. x0 heisst ein S von f g. d. w. x0 ein kritischer Punkt von
f und keine lokale Extremalstelle von f ist.

Bemerkungen 8.73. [S, I  H-M]

() E  P x0  f   S . . .    U
 x0   P ,   f ̈   x0 ,   
P ,   f    x0 .

S  A  Rn×n    M.

() A  indenit . . .  V v, w  Rn  , 

vTAv > 0, wTAw < 0

() W   ,  n = 2  A  . D  A 
. . . A < 0.

() S U ⊆ Rn, f  C2(U)  x0  U   P  f . F  H-
M Hf (x0)  ,   x0  S. D   [S,
B 7.5.4 )]. G̈ ()  x0   S, 

n = 2,  (Hf (x0)) < 0

Beispiel 8.74. [I  H-M, S] W   F-


f : U := R2 → R, f(x) := x2
1  x2

2

S A 8.9. D P x0 := 0    P  f . (Ü̈
S !) E 

Hf (x0) =


2 0
0 2


,   (Hf (x0)) = 4 < 0

G̈ B 8.73()  x0 = 0   S.

Bemerkung. [T   P] M  Typ   P x0

 f    E,   M,  M 
 S  .
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9.1 Ck-Dieomorphismus, Umkehrsatz

D A  [B96, 5.4]  [S, 7.7]. D    -
 W  A , ̈  U   S ̈
 F. D U  B ,     G-
  F

f(x) = y

 x ̈ ̈,  y    P y0 , ̈   L̈ x 
G f(x) = y0 . D S ̈  F  B
,    L̈ G   Ck-W  P ̈.

S S ⊆ Rn  T, f : S → Rn  F  y0  Rn. W  ,
  ̈ y = y0  L̈ x0  S  G :

f(x) = y (9.1)

Frage 9.1. Unter welchen Bedingungen an f gibt es eine Lösung dieser Gleichung für
y nahe bei y0?

Frage 9.2. Unter welchen Bedingungen ist diese Lösung eindeutig?

Frage 9.3. Wie hängt sie von y ab?
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S 9.6  A   F. U   ,   F-
. S X0, Y0 M, f : X0 → Y0  A, X ⊆ X0  Y ⊆ Y0 ,
 f(X) ⊆ Y .1

f : X → Y, (9.2)

 Einschränkung von f auf X und Y   A  D X,
Z2 Y  G   (x, f(x))  x  X. f : X → Y   
 F  f ,     X     
Z. I F Y = Y0  

f X := f ↾X := f : X → Y0

̈  E̈. S X, Y M  f : X → Y  injektive F.
W   Umkehrung (Umkehrabbildung  Inverse)  f   F

f−1 : f(X) → X, f−1(y) :=  x  X ,  f(x) = y (9.3)

S  U ⊆ Rn  V ⊆ Rp  T  k  N  0,∞.
Denition 9.4 (Ck-D). Eine Abbildung f : U → V heisst Ck-D
g. d. w. sie bijektiv und Ck ist und ihre Umkehrung Ck ist. Wir nennen einen C∞-
Dieomorphismus einen  D oder einfach einen D-
.

Beispiele. F A  () D:

• J  I    V̈.

• D E
 : R →]0,∞[

Bemerkung 9.5. [U  ] F f  C1-D , 
 ̈  x  U Df(x)  

D(f−1)(y) = Df(f−1(y))−1, ∀y  V (9.4)

U   ,  x  U . G̈  K (S 8.12) , 

Rn = D U (x) = D(f−1)(f(x))Df(x),

Rp = D V (f(x)) = Df(x)D(f−1)(f(x))

D ,  Df(x)      G (9.4) . F U ̸= ∅,
 ,   V̈ Rn  Rp   ( Df(x))  -
,  n = p.

1f(X) = f(x)  x  X ist das Bild von X unter f .
2In [Stra, Denition 1.3.1, p. 8] wird der Zielbereich der Bild- oder Wertebereich genannt.
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A 9.1: U  n = 2. W  ,  Df(x0)  ,
. .,   V Df(x0)e1  Df(x0)e2  ̈ .

D H  A   S.

Satz 9.6 (U). Seien U0 ⊆ Rn oen, k  N  ∞, f  Ck(U0,Rn) und
x0  U0 ein Punkt so, dass Df(x0) invertierbar ist. Dann gibt es eine oene Umgebung
U ⊆ U0 von x0 so, dass f(U) oen ist und die Einschränkung

f : U → f(U)

ein Ck-Dieomorphismus ist.

B: [S, S 8.7.1, S. 229].

A 9.1   S.

Bemerkungen 9.7. • E  U  P  Rn   
T  Rn,   P ̈. (V  D 4.40.)

• D S  A   F 9.1, 9.2  9.3 (S. 431).

• E   R  A 1: S I   I
 f : I → R   F. F f ′ ̸= 0,   f 
 f−1 : f(I) → I . S [S, S 6.2.2, S. 117,  B
8.7.1. ), S. 229].

• B 9.5 :

f C1-D ⇒ Df(x0) 

D U  :

Df(x0)  ⇒ f C1-D
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A 9.2: U x0  f  U.

F̈ k = 1    A  S 9.6, ,   S  
lokale A , ̈,  f   () U  x0 
C1-D .

D S     U  B 9.5.

• S 9.6   ,   U U  x0  V (= f(U))
 y0  ,  f : U → V  . S    
A.

• D B,  Df(x0)  ,  . U  ,
   P y0  Rn    A f ≡ y0. E
 B       A f : Rn → Rn

. N  B    A

f : U0 := R → R, f(x) := x2

  P x0 := 0 . S A 9.2.

• I A ̈   U = U0 ̈. B  B f :
U0 := R → R, f(x) := x2  x0 = 1.

• F̈  S 9.6  ,  f stetig  . F  
,  f  ,    A  S 9.6 .
U   , ̈      F g :
]0, 1[→ R ,  g(x) = x ̈ x ≤ 1

3
 x ≥ 2

3
. (Ü S ,  

  g ! E      F.) F̈  j  N
  Ij :=


1
j
, 1
j
+ 1

j2


. W  f : R → R 

f(x) :=





1
j
+

g(j2x j)

j2
,  x  Ij , j  N,

x, .



9.1. Ck-DIFFEOMORPHISMUS, UMKEHRSATZ 435

D F  . (F̈ x = 0     D 
D   V.) E  f ′(0) = 1,   Df(0) = f ′(0)·
. f ̈   V  U  k = 1,
   V,  f stetig  .

S j  N. D g   ,   E̈  f  Ij 
. D    U  0,  f  . D A
 S 9.6   .

D U    B  S, ̈ stetige D-
   V .

• I S 9.6   D  D   Z
 f . D S ̈  F (S 9.14)  ,
 ,     F .

Beispiel 9.8. [ F] W   A

f : U0 = R2 → R2, f(x) :=


1 + x1 + x3

2

x3
1 + x2




D A  , . .     . E 
f(0) = (1, 0),

Df(x) =


1 3x2

2

3x2
1 1


· : R2 → R2

 

Df(0) =   (9.5)

D   V  S 9.6  U0 := R2, x0 = 0  k = ∞
̈. G̈  S      U U ⊆ R2  0 , 
f(U)     E̈ f : U → f(U)  () D
. D   ̈  y  f(U)   x  U ,  f(x) = y. W
(9.5)  B 9.5   A  U  P y0 = (1, 0)  R2

 

D(f −1
U )((1, 0)) = Df


f −1

U ((1, 0)) = 0
−1

= −1 =  

(D I f −1
U : f(U) → U    (9.3) .)

Bemerkung. [F ̈ U] M̈    B 9.8 
F ̈  U f−1 : f(U) → U . (V S,   F 
!) B     A  f −1

U  P
(1, 0) .
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A 9.3: P.

I  P   A     K -
,  R  . S 9.6   K-
,    ,  G̈    K
̈. W  B g : U → R  T ,   g ◦ f −1

U 
T    f  K.

Beispiel 9.9. [P] W 

f : R2 → R2, f(r,) :=


r 
r 




D   P. S A 9.3. E 

Df(r,) =


 r 
 r 


· : R2 → R2

 3

Df(r,) = r

2 + 2 


= r (9.6)

S (r0,0)  R2 ,  r0 > 0. D  Df(r0,0) = r0 ̸= 0. D  
̈  U 9.6   U U ⊆ R2  (r0,0) ,  f(U)
   f U : U → f(U)  D . I  T,  0 


π

2
, π
2


,

 ̈ 
U :=]0,∞[×


π

2
,
π

2



̈. D U  f U    

(f U )−1(x, y) =

 
x2 + y2

(yx)




3Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und T : V → V eine lineare Abbildung. Die Deter-
minante von T ist deniert als die Determinante der Matrix von T bezüglich einer beliebigen Basis
von V . Die Matrix der linearen Abbildung Df(x) : Rn → Rn bezüglich der Standardbasis e1 =
1, 0, . . . , 0


, . . . , en =


0, . . . , 0, 1


ist die Jacobi-Matrix Jf (x). Es gilt also detDf(x) = det Jf (x).
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Frage. Was geschieht für andere Werte von 0?

9.2 Der Satz über implizite Funktionen

D A  [B96, 5.3]  [S, 7.8]. G  G
̈   G  F

f(x, y) = 0 (9.7)

 ,  f : Rn × Rp → Rp  F , x  Rn, y  Rp

  K  x  y  G̈ . D  
x = (x1,    , xn)    y = (y1,    , yp)   G̈.

Beispiel 9.10. W    G. W :

p:= D  G

V := V

T := T

n:= S4

R:=  G ≈ 83 JK-1-1

W 

x :=

V, T, n, R


, y := p

D  G 

f

V, T, n, R, p


:= pV  nRT = 0

I A     ,    G̈ y   -
 G̈ x ̈. U   ̈,   , 


x, y) =

(x0, y0)  Rn × Rp  L̈  G (9.7) .

Frage 9.11. Gibt es eine Lösung y von (9.7) für x nahe bei x0?

Frage 9.12. Ist diese Lösung eindeutig?

Frage 9.13. Wie hängt sie von x ab?

4Die Stomenge wird in Mol gemessen. Ein Mol entspricht ungefähr 6.0 · 1023 Teilchen.
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Beispiel. I B 9.10   A   F 9.11  9.12 ,  f
 ]0,∞[5  . E  ̈

p

V, T, n, R


=

nRT

V


D A   F 9.13  . D S ̈  F ,
  A   B  , ,  
L̈  lokal      .

Bemerkung. Z F 9.12: W  p U y1,    , yp  p G:

f i

x1,    , xn, y1,    , yp


= 0, i = 1,    , p

D   ̈  ,   L̈ y  , . ., 
 L̈  ,    G  y    U  y0
̈. F  A

f(x, ·) : Rp → Rp

 B  ,   y = 0   L̈  (9.7).

D H  A  A   F 9.11,9.12,9.13:
S W ⊆ Rn × Rp   T, (x0, y0)  W , k  N  ∞  f 
Ck(W,Rp). W 

Dxf(x0, y0) := D

f(·, y0)


(x0) : R

n → Rp

D   A  A

x → f(x, y0)

 P x = x0. D W  

Dyf(x0, y0) : R
p → Rp

̈  A  A

y → f(x0, y)

 P y = y0.

Satz 9.14 ( F). Wir nehmen an, dass

f(x0, y0) = 0, (9.8)

Dyf(x0, y0) invertierbar ist (9.9)

Folgende Aussagen gelten:
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(i) Es gibt oene Umgebungen U von x0 und V von y0 und eine Abbildung

g  Ck(U, V )

so, dass

U × V ⊆ W, (9.10)

f−1(0)  (U × V ) = (g) =

(x, g(x))

 x  U

, (9.11)

Dyf(x, g(x)) invertierbar ist, ∀x  U (9.12)

((g) = Graph von g).

(ii) Seien U, V und g wie in (i) und x  U . Dann gilt

Dg(x) = 

Dyf(x, g(x))

−1
Dxf(x, g(x)) (9.13)

B: (): [S, S 8.8.1, S. 237]

(): S. 442

Beispiel 9.15. [S ̈  F] W 

n = p = 1,

f : W := R2 → R, f(x, y) := y2  x+ 1,

(x0, y0) ]1,∞[×]0,∞[,

 A 9.4. I  F ̈

U :=]1,∞[, V :=]0,∞[,

g : U → V, g(x) :=
√
x 1,

 B  T ()  S 9.14. (S A 9.5.) E 

Dxf(x, y) = 1·, Dyf(x, y) = 2y·

 :



Dyf(x, g(x))

−1
Dxf(x, g(x)) = 


2
√
x 1

−1 · (1)· = 1

2
√
x 1

·

D  S   Dg(x) = g′(x)· ̈. D   A () 
S 9.14   B.

Bemerkungen. [S ̈  F]
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A 9.4: f(x, y) := y2  x+ 1, N f−1(0) = I

A 9.5: D S ̈  F.
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A 9.6: H̈   K.

• (Grösse von U und V ) I  B ̈  U  V  
̈: D F g    ]∞, 1[  . D  U
 I ]∞, 1[  . V  y0  ,   
B (9.11) (f−1(0)  (U × V ) = (g))  ̈ .

• (Voraussetzung Dyf(x0, y0) invertierbar) D A  9.14()  
̈ (x0, y0) = (1, 0),  y   U  P   F
 x   :

– F̈ x < 1    L̈ y  f(x, y) = 0.

– F̈ x > 1    L̈  y0 = 0.

D ,    V 9.9 (Dyf(x0, y0) )  -
 ̈. (F̈ (x0, y0) = (1, 0)   B  ̈, Dyf(1, 0) =
0,    .)

Bemerkungen. [S ̈  F, I, H̈]

• (Isolinie, Höhenlinie) F̈  z  R   N f−1(z)  Iso-
linie. (iso    ισoσ = .) D L   topo-
graphischen Karten . D  f  H̈  P ̈ 
M,  A 9.6. D I    H̈. T-
 K   W   B ̈,   
 A   P .

S 9.14  B ,    I   G  Ck-
F g . (L     U  
P.) D ,   I ̈ . (S   
U  R× R,  ̈.)

• (implizite Funktion) g   implizite Funktion. S    
G 9.7 .
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• (Gleichung f(x, y) = 0) S 9.14  A   F 9.11 (G
  L̈?), 9.13 (W ̈   x ?)     V 
F 9.12 (I  L̈ ?).

• (Voraussetzung Dyf(x0, y0) invertierbar)W  B 9.15 , ̈
  V 9.9,  Dyf(x0, y0)  ,  .

M ̈  V (9.9): Dyf(x0, y0)    A 
Rp  Rp,    , I  A  .
(I G   Dxf(x0, y0)   A  Rn  Rp 
  ,  n ̸= p.)

• (Ableitung der impliziten Funktion) D B (9.8),9.11) -
,  y0 = g(x0). W 9.13  , 

Dg(x0) = 

Dyf(x0, y0)

−1
Dxf(x0, y0)

B ̈    F  A  g 
P x0  ,   f  . (W   
 F ̈ g.) F n = p = 1,    A  R,  
  G̈ y ̈,   G̈ x  ̈.

M ̈  F (9.13) ̈ Dg(x):

– W ,   , ̈  I Dyf(x, g(x))
−1. D

  (), (9.12).

– D  S  (9.13)      F, 
Dyf(x, g(x))

−1 ̈. (D F  ̈   A-
  Rn  Rp.)

Beweis von Teil (ii) des Satzes 9.14(ii) (Formel für Dg(x)): D B
(9.11) ,  f(x, g(x)) = 0, ∀x  U ,  

0 = f ◦


g


: U → Rn × Rp (9.14)

D g Ck ,   A

(, g) : U → U × V
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Ck   . D G (9.14)   K (S 8.12)
 , 

0 = D


f ◦



g


(x)

= Df(x, g(x))


Rn

Dg(x)



=

Dxf(x, g(x)) Dyf(x, g(x))

 Rn

Dg(x)



= Dxf(x, g(x)) +Dyf(x, g(x))Dg(x), ∀x  U

D   G (9.13) . D  T ()  S 9.14. 

Beispiel für den Satz über implizite Funktionen: einfache

Nullstellen von Polynomen

Beispiel 9.16. [ N  P] E N  P-
 ̈    K : S

f : W := Rn+1 × R → R, f(x, y) :=

n

i=0

xiy
i (i- P  y)

 (X, Y )  W ,  f(X, Y ) = 0. ((X, Y )   R  (x0, y0).) W


p0(y) := f(X, y)

Behauptung 1. Dyf(X, Y ) : R → R ist genau dann invertierbar, wenn Y eine einfa-
che Nullstelle von p0 ist.

D B  F: F q0  P  ,  p0(y) = (y 
Y )q0(y),   q0(Y ) ̸= 0.

Beweis der Behauptung 1: ⇐=: W  ,  Y   N
 p0 . E 

Dyf(X, Y ) = p′0(Y )· : R → R (9.15)

S q0  P ,  p0(y) = (yY )q0(y). G̈  L (=P-
) 

p′0(y) = q0(y) + (y  Y )q′0(y)

 ,  p′0(Y ) = q0(Y ). D Y   N  p0 , , 
p′0(Y ) ̸= 0. M (9.15) ,  Dyf(X, Y )  . D  ⇐=.
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A 9.7: P,    P ̈. F̈ x  
U U  X   P f(x, ·)   N y  
U V  Y . D ,  y  G f(x, y) = 0 ̈. F̈ x′ 
  L̈ y  G f(x′, y) = 0. (x′    U U
 X .)

D I ⇒     A. D  B 1. 

W   ,  Y   N  p0 . W S 9.14 
   U U ⊆ Rn+1  X  V ⊆ R  Y   F
g  C∞(U, V ) ,  ̈  x  U  Z y = g(x)  G

f(x, y) =

n

i=0

xiy
i = 0,

̈     L̈  V . (W ̈ ̈ V  I ̈.)
A 9.7  .

I  F̈ n = 1  n = 2    :

Fall n = 1: D Y   N  p0 , 

0 ̸= p′0(Y ) = X1

I  F   ̈   F: W ̈ ̈ ̈
F :

U := R× (R \ 0), V := R, g(x) := x0

x1



Fall n = 2: D Y   N  p0 , 

0 ̸= p′0(Y ) = X1 + 2X2Y (9.16)
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I  F   ̈   F:

Fall X2 ̸= 0. D 

y = g(x) :=
x1 ±


x2
1  4x0x2

2x2

 (9.17)

D   M5 D  V  9.17 ̈  Y . D
B 9.16 , 

X2
1  4X0X2 ̸= 0

(S  

Y = g(X) =  X1

2X2

)

D ,  g (  (9.17))  P x = X  .

Frage. Wie steht es mit dem Fall X2 = 0?

Frage. Passen die Formeln für die Fälle X2 ̸= 0 und X2 = 0 glatt zusammen?

Frage. Wie steht es mit mehrfachen Nullstellen von Polynomen? Hängen diese eben-
falls glatt von den Koezienten ab?

(V S,  A   F  !) △

Bemerkung. W   B 9.16  , ̈  N 
P    K . I G    S 
A-R,   ̈ n ≥ 5  F ̈  N   P-
  G n . M  F      A,
   K  P  A, S, M,
D  W  . (D S   P R (1765 -
1822,  M  A)  N-H A (1802 - 1829, -
 M) .

D ,   S ̈  F   W : O
 ̈  F ,  ,      F . W
̈   A   P .

5Damit meinen wir die Lösungsformel für eine quadratische Gleichung.
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Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums,

Immersion, Einbettung, Submersion

I   U  Rn  ̈ T   B-
  K   F̈  R3. S̈ ,   T 
 Rd ,  ̈  K d = 1  ̈  F̈ d = 2 . U-
    S̈  G, S  Gß ,   ̈
 . D S̈    R   E.

W   I  S . E I  
 A,  A   P  . E S-
    A,  A   P 
.

E P y  regulärer Wert  Ck-A f ,  ̈  P x 
U  y  f  A  f  P x  . D S  -
̈W ,   U  ̈W  U
 K . D S   B  U-
.

9.3 Untermannigfaltigkeit des Koordinatenraums,

Dimension

S n  N0 = N  0, M ⊆ Rn  T, k  N  ∞  d  0,    , n.
Denition 9.17 (U  K). Sei x0  M . Wir sa-
gen, dass M  x0  d- Ck-U  Rn ist g. d. w. es
eine oene Umgebung U ⊆ Rn von x0, eine Permutation σ von 1,    , n, eine oene
Teilmenge V ⊆ Rd und eine Funktion f  Ck(V,Rn−d) gibt so, dass


xσ(1),    , xσ(n)

  x  M  U

= (f) =


(y, f(y))

 y  V

 (9.18)

Wir nennen M eine d- Ck-U  Rn g. d. w. M diese
Bedingung für jeden Punkt x0  M erfüllt. Im Fall k = ∞ nennen wir eine solche
Teilmenge M eine  (d-dimensionale) Untermannigfaltigkeit des Rn.

A 9.8   D.

Bemerkungen. [U]

• E P  M X   B σ : X → X . E B
̈   I̈ X . E  B   A

σ : 1, 2 → 1, 2, σ(1) := 2, σ(2) := 1
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A 9.8: 1-  U  R2. (n = 2, d = 1) U
 P x0   K x2   F  x1  . U
 P x0   .

D A , . .    I 1  2.

• I F σ = 1,...,n   B (9.18),   D M  U
 G  F f .

• F̈   P σ  1,    , n    S  (9.18)
 B  M  U   S

Rn ∋ x →

xσ(1),    , xσ(n)


 Rn (9.19)

D K   V  V
x1,    , xn. D B  D 9.17  ,  M    
S  G  Ck-F 
 .

Proposition 9.18 (D ). Falls M um x0  M eine Ck-Untermannigfaltigkeit
der Dimensionen d und d′ ist, dann gilt d = d′.

Beweis: W  ′ : Rn = Rd′×Rn−d′ ̈  P    F.6

W ̈ U, σ, V, f   D 9.17. W  x0 =: (y0, z0)  Rd × Rn−d.
I F σ =    A  A ′ ◦(, f) : V ⊆ Rd → Rd′  P
y0 . D ,  d′ ≥ d. D F σ ̸=    , 
  K  .

6Diese Projektion ist deniert durch pr′(y′, z′) := y′, für x = (y′, z′)  Rd′ × Rn−d′
.
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A 9.9: H = S.

A 9.10: D B
  S   C1-
U  R3.

E  A ,  d ≥ d′,  d = d′. D  P 9.18.


Beispiel 9.19. J d- () U  Rn    U-
  Rn  D d.

Beispiel 9.20. J  T  Rn    U 
Rn  D n.

Beispiel 9.21. W   H (=S)


y,  y,  y
  y  R


,

 A 9.9. D    U  R3  D
1. (W?)

Beispiel 9.22. D S̈

Sn−1 := Sn−1
1 (0) =


x  Rn

 ∥x∥ = 1


   U  Rn  D n 1. U  ,
    P x0  Sn−1  Rn−1×]0,∞[. W 

U := Rn−1×]0,∞[, V := Bn−1, σ := ,

f : V →]0,∞[, f(y) :=


1

n−1

i=1

y2i  (9.20)

D A  . D W  U   U  x0 


xσ(1),    , xσ(n)
  x  M  U


= Sn−1  U = (f)
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Sn−1     P x0   U  Rn  D-
 n  1. D  ̈   P x0  Sn−1. U   ,
    F f   (9.20)     U
   P σ  M 1,    , n. I F n = 2  x0 = (1, 0)
̈   B U :=]0,∞[×R   P σ(1) := 2, σ(2) := 1
. (Ü̈ S !) D ,   S̈ Sn−1   U-
  Rn  D n 1 ,  .

Beispiele 9.23. [ C1-U]

• D M
(R× 0)  (0× R)

  C1-U  R2. (W?)

• E B   S   A 9.10   C1-U
 R3. (W?)

9.4 Immersion, Einbettung, Submersion,

Einbettungssatz, Charakterisierung einer

Untermannigfaltigkeit

D A    [S, 8.6] . E I   -
 A,  A  . E S   -
 A,  A  .

S n, p  N0, k  N  ∞, U ⊆ Rn   f : U → Rp.

Denition 9.24 (I, S, E). Sei x  U ein Punkt, in dem
f dierenzierbar ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine I ist g. d. w. Df(x)
injektiv ist. Wir sagen, dass f im Punkt x eine S ist g. d. w. Df(x) surjektiv
ist. Wir sagen, dass f eine I/ S ist g. d. w. f in jedem Punkt eine
I/ S ist. Wir nennen f eine Ck-E g. d. w. f injektiv, Ck

und eine Immersion ist und f−1 : f(U) → U stetig ist.

Beispiel 9.25. [I, E, S] S f = T : U := Rn → Rp 
 A. F T  ,      E,  -
   I. F T  ,      S.

Beispiel 9.26. [I,   E ] W   A

f :]∞, 0[]0,∞[→ R2, f(y) :=

ß
(y + 1, 0),  y < 0,
(0, y  1),  y > 0,
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A 9.11: E I,   E .

 A 9.11. D A    I,   Ck-
E (̈  k ≥ 1),     . W  V :=] 
∞, 0[]1,∞[. f V     I,   Ck-E (̈
 k ≥ 1),  f −1

V : f(V ) → V  P (0, 0)   . (Ü S 
!) A   S   E̈  f  ]∞, 0[]2,∞[  
E.

Bemerkung. I  B   ̈   P  D-
  I f  U ,   f  E .
D B  E    U. D  A
 .

S d, n  N0, V ⊆ Rd , k  N  ∞   : V → Rn.

Satz 9.27 (E). Falls  eine Ck-Einbettung ist, dann ist ihr Bild (V )
eine Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn der Dimension d.

B: [DK04, C 4.3.2, . 116]

Bemerkung. D ,  Ck-E ̈ A .

Beispiel 9.28. [  A] S  : Rd → Rn   .
D     E. G̈ S 9.27   B (Rd)  
 U  Rn  D d. W S  F Lineare Algebra
 ,   B 7  d- U  Rn. S
B 9.29() .

Bemerkungen 9.29. [K  B   A, D] W-
    A: S V,W V̈  T : V → W 
 A.

7Hier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des Rn eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel 9.19.
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() D Kern ( Nullraum) von T   M

T := T−1(0) = v  V  T (v) = 0

() D B  T   U  W .

() D Dimensionssatz für lineare Abbildungen ( Rangsatz ) , 

((T )) + ((T )) = (V )

F T  ,    K  0   

((T )) = (V )

F T  ,    B  W   

((T )) = (V ) (W )

S n  N0, d  0,    , n, k  N  ∞, M ⊆ Rn  x0  M .

Satz 9.30 (C  U). Folgende Bedingungen
sind äquivalent:

(i) (Untermannigfaltigkeit) Um x0 ist M eine Ck-Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion d.

(ii) (lokale Parametrisierung) Es gibt eine oene Teilmenge V ⊆ Rd, eine oene
Umgebung U ⊆ Rn von x0 und eine Ck-Einbettung  : V → Rn so, dass

M  U = (V )

(iii) (lokale Submersion) Es gibt eine oene Umgebung U ⊆ Rn von x0 und eine
Ck-Submersion g : U → Rn−d so, dass

M  U = g−1(g(x0)) (9.21)

B: [DK04, T 4.7.1, . 126]

Bemerkung. E A    ()  lokale Parametrisierung  M . 
 M  U ,   U  P x0  M . D W lokal
 ,   U   .
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A 9.12:  =   P.

Beispiel 9.31. [S̈  U,  P] W -
  I ()⇒()  S 9.30 ,   ,   S̈ M :=
Sn−1   (n 1)- U  Rn . S x0  Sn−1.
W ̈̈  B ()  d := n 1. W   P


0,    , 0, 1



 Nordpol der Sphäre Sn−1.

Fall: x0 ̸= Nordpol. W 

V := Rd = Rn−1, U := Rn \


0,    , 0, 1


  : Rn−1 → Rn

    P   N. D A 
  K  A 9.12 . G̈ Ü 5  
A   E. S      P 
S̈. I B   S̈   N, 

() = (Rn) = Sn−1 \


0,    , 0, 1


= Sn−1  U

D   B ()  S 9.30 ̈. I F,  x0  N ,
     A,     P 
 S̈


0,    , 0,1


.

G̈ S 9.30    B ()  d = n  1 ̈, . .,  x0 
Sn−1   U  D n  1. D  ̈  P
x0  Sn−1 ,  Sn−1   U  D n  1. D
    B 9.22 .

Beispiel 9.32. [S̈  U,  S] W  
I ()⇒()  S 9.30 ,   ,   S̈ M := Sn−1

  (n  1)- U  Rn . S x0  Sn−1. W
̈̈  B ()  d := n 1. D  

U := Rn \ 0, g : U → Rn−d = R, g(x) := ∥x∥2
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E 

g(x0) = 1,  Sn−1 = g−1(1) = g−1(g(x0))

D   B (9.21) ̈. D A g  . S x  U . G̈
B 8.16   A  g  x  

Dg(x) = 2⟨x, ·⟩ = 2

x1 · · · xn


· : Rn → R

D A     0. D      Z R , 
  . D  g  P x  S. D  ̈  P
x  U ,  g  S. A ̈ g  B  (). D
  B  d = n  1 ̈. G̈ S 9.30    B
()  d = n  1 ̈, . .,  x0  Sn−1   U 
D n 1.

9.5 Satz vom regulären Wert

DA  [B96, 5.3, 5.4]. E ̈W  
F g   P z  Z  g ,   A Dg(x) 
 ̈  P x  U g−1(z). D S  ̈ W , 
 U  ̈ W  Ck-F  Ck-U
. D    W,  U  .

I  A    U  
S.

S n, p  N0, U0 ⊆ Rn , k  N  ∞, g  Ck(U0,Rp)  z0  Rp.

Denition 9.33. Wir nennen z0 einen ̈W ̈ g g. d. w. g eine Submersion
ist in jedem Punkt von

g−1(z0) =

x  U0

 g(x) = z0



Sonst nennen wir z0 einen singulären Wert für g.

Satz 9.34 (S  ̈ W). Das Urbild jedes regulären Wertes für g ist
eine Ck-Untermannigfaltigkeit des Rn der Dimension n p.

B: D    I ()⇐=()  S 9.30.

Bemerkungen. • D S   B,    L̈
 G g(x) = z ̈ .
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• D  D  g−1(z0)  n  p ,  ,   n U-
 x1,    , xn  p B gi(x) = zi0, i = 1,    , p, . J
B   D  1.

Beispiel 9.35. [S  ̈ W,   A] S g : Rn →
Rp    A. D  g   S. J P
 Rp    ̈ W ̈ g. G̈ S 9.34  g−1(0)   
U  Rn  D n  p. W S  F Lineare Algebra
 ,  g−1(0) 8  (n  p)- U  Rn.
S B 9.29().

Beispiel 9.36. [S̈  N, S  ̈ W] W  S
9.34 ,   ,   S̈ Sn−1   U  Rn

 D n 1 . D   p := 1     A

g : Rn → Rp = R, g(x) := ∥x∥2

E 
g−1(1) = Sn−1

D A g    1   ̈ W ̈ g, 

Dg(x) = 2⟨x, ·⟩ = 2

x1 · · · xn


· : Rn → R

  ̈  P x  Sn−1. G̈ S 9.34  Sn−1   
U  Rn  D n  p = n  1. D    
 B 9.22, 9.31  9.32 . (B 9.32  ̈  
B.)

I G    U g−1(0) = 0  C1-U  Rn

 D n1.9 D    W  S 9.34,  0  ̈
W ̈ g .

Beispiel 9.37. [H  ̈ W] W   A

g : R2 → R, g(x) := x1x2

S z0  R \ 0. D  g−1(z0) ⊆ R2  D. S A 9.13.
E 

Dg(x) =

x2 x1


: R2 → R

F̈  P x  g−1(z0)   A  0   . (W
 ,   A     Z R .) D  z0 

8Hier steht sogar, da jeder d-dimensionale Untervektorraum des Rn eine glatte d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit ist. Siehe Beispiel 9.19.

9Es ist jedoch eine glatte Untermannigfaltigkeit der Dimension 0.



9.6. TANGENTIALRAUM AN EINE UNTERMANNIGFALTIGKEIT 455

A 9.13: D.
A 9.14: v   T-
  M  P x0, v

′ .

̈ W. G̈ S 9.34  g−1(z0)    U
 R2  D 1. I G  

g−1(0) =

x  R2

 x1x2 = 0

= (R× 0)  (0× R)

 P 0  C1-U  R2. D    W
 S 9.34,  z0 = 0  ̈ W ̈ g .

B: D U  S  ̈ W    A:

F g−1(z0)  Ck-U  Rn  D n  p ,  
z0  ̈ W ̈ g.

Frage. Gilt diese Umkehrung?

V S,  F  !

9.6 Tangentialraum an eine

Untermannigfaltigkeit, Charakterisierung

mittels Graphen, Immersion, Submersion

D A  [B96, 5.1, 5.3]. W   U-
 M ⊆ Rn,  P x0  M   V v  A x0. v  
Tangentialvektor  M  P x0 . . .  G  v  U-
M  P x0 ̈,  A 9.14. D M  T
  U  Rn. S   Tangentialraum  M  P x0 
  Tx0M . S A 9.15. D T 
 Tangente   G  F   V.
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A 9.15: D T Tx0M   K    F̈.

D Tangentialabbildung  C1-A   U
M  N   P x0  M    A  Tx0M  Tf(x0)N .
S   A  F  K̈. E
 P  C1-F f : M → R   P  M ,    T-
  f . J  P   K ̈ 
M-  M  f . D L-M   W-
,   P  F   U  .

S n  N0, M ⊆ Rn  C1-U  x0  M .

Denition 9.38 (T). Wir denieren Tx0M , den T  M
 P x0 als die Menge

Tx0M :=

ẋ(0)

W ⊆ R oen, x : W → Rn : (9.22)

0  W, x(0) = x0, x(t)  M, ∀t  W, x dierenzierbar in 0



Wir nennen die Elemente von Tx0M T  M  P x0.

Beispiel 9.39. [T̈   U̈] S M  d-
U  Rn  x0  M . D 

Tx0M = M



9.6. TANGENTIALRAUM AN EINE UNTERMANNIGFALTIGKEIT 457

Beispiel 9.40. [T̈    T] S M ⊆ Rn  
x0  M . D 

Tx0M = Rn

F R  ̈ F ̈  T. S n  N0,
d  0,    , n, M ⊆ Rn  C1-U  D d  x0  M .
W ̈ Tx0M   .

Satz 9.41 (C  T). (i) Seien U ⊆ Rn eine oene
Umgebung von x0, V ⊆ Rd oen und f  C1(V,Rn−d) so, dass

M  U = (f) =

(y, f(y))

 y  V



Wir bezeichnen die erste Komponente von x0  Rd × Rn−d mit y0. Es gilt

Tx0M = (Df(y0)) (9.23)

(ii) Seien V ⊆ Rd oen, y0  V , U ⊆ Rn eine oene Umgebung von x0 und  : V →
Rn so, dass

(y0) = x0, (V ) = M  U

und  im Punkt y0 eine Immersion ist. Dann gilt

Tx0M = (D(y0)) (9.24)

(iii) Seien U ⊆ Rn eine oene Umgebung von x0 und g : U → Rp=n−d so, dass

M  U = g−1(g(x0))

und g im Punkt x0 eine Submersion ist. Dann gilt

Tx0M = (Dg(x0)) = Dg(x0)
−1(0) (9.25)

B: [DK04, T 5.1.2, . 134]

Bemerkungen. [C  T]

• A  D 9.17 (U)  M   
S-K   D  f  
S 9.41(). A  S 9.30 (C  U-
) M  D    g   S 9.41((),()).
W ̈   G (9.23,9.24,9.25) ,  Tx0M  -
.
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• D  B  T  S 9.41    
B  E,  M  U : I ()
 M   Graph  F  Tx0M   Graph  A
 F ( P y0) . I ()  M    Bild 
I10  Tx0M   Bild  A  I .
I ()  M    Urbild  P  S11  Tx0M
  Urbild  0   A  S .

Korollar 9.42 (D  T). Tx0M ist ein Untervektorraum des
Rn der Dimension gleich der Dimension von M .

Beweis des Korollars 9.42: G̈ S 9.30()⇒() (C 
U)   (V, U,)   S 9.41(). G̈  S 
(9.24), . . Tx0M = (D(y0)). D D(y0)  ,   B,  Tx0M , 
U  Rn. DD(y0)  Rd    ,  


Tx0M = 


D(y0)

 
=

Rd = d. D  K 9.42. 

Bemerkung. A  K 9.42  S 9.30()⇒()  S 9.41().
(Ü̈ S !)

Beispiel. [T  T] S V ⊆ R   T  f 
C1(V,R). D G M := (f)    C1-U
 R2. S x0  M . W  y0 ̈   K  x0. G̈ S
9.41()   T  (f)  P x0  

Tx0 (f) = (Df(y0)) =


t, Df(y0)t

= t


1, f ′(y0)

  t  R

 (9.26)

D   Tangente12   G  F f ,  ,   
 U  R2 . M S   ! V S,   A
 F  P y0  S  T ! (S    A
 ̈.)

A  B  

f : R → R, f(y) := y2, x0 := (1, 1)

W  y0 = 1  f ′(y0) = 2. G̈ (9.26)   T  (f) 
P x0   

Tx0 (f) = t(1, 2)  t  R
D   G   U    P (1, 2).

10Es reicht, dass die Abbildung im Punkt y0 eine Immersion ist.
11Es reicht, dass die Abbildung im Punkt x0 eine Submersion ist.
12die Sie in der Mittelschule gesehen haben
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A 9.16: T = T   H.

Beispiel. [T   H] W   H

M :=


y,  y,  y
  y  R




(S A 9.9.) S x0  M . W   T  M 
P x0   S 9.41(). D   y0 ̈   K
 x0. M   G  F

f : R → R2, f(y) :=

 y,  y




E 
Df(y) = f ′(y)· =


  y,  y


· : R → R2, ∀y  R

G̈ S 9.41()  

Tx0M = (Df(y0)) =

t

1,  y0,  y0

  t  R



D   G  R3. S A 9.16.

Beispiel 9.43. [T̈   S̈] W   S̈

M := Sn−1 :=

x  Rn

 ∥x∥ = 1



S x0  Sn−1. W   T  Sn−1  P x0  
S 9.41(). D    F

g : Rn → R, g(x) := ∥x∥2
E 

g−1(1) = Sn−1, Dg(x0)v = 2⟨x0, v⟩, ∀v  Rn

W B 9.36 (S̈  ̈ N)  1  ̈ W  g.
G̈ S 9.41()  , 

Tx0S
n−1 = Dg(x0) =


v  Rn

 ⟨x0, v⟩ = 0

 (9.27)
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A 9.17: D  P  
G g(x)  H̈ g
  P x. E  
  H̈  x.

A 9.18: D G 
F g(x) := ∥x∥2   T-
   S̈.

Bemerkung. W ̈ Tx0S
n−1  ,    B 9.31 (-

 P  S̈)  S 9.41() . D B 
 . D ,    ,   D
 M  ̈,    T̈  M  .

Bemerkung 9.44. [T  G] D T ̈ 
   G . S U ⊆ Rn , g : U → R  x  U .
W  ,  g  x  . W  ⟨·, ·⟩ ̈  
S  Rn. A  G Dg(x) = ⟨g(x), ·⟩ , 

Dg(x) = g(x)⊥ =

v  Rn

 ⟨g(x), v⟩ = 0



F g C1   z  R  ̈ W ̈ g ,    T 
M := g−1(z)  P x ̈ S 9.41()   

TxM = Dg(x) = g(x)⊥, ∀x  M

K: D G  F     N, 
  ̈ W ̈. S A 9.17.

Beispiel 9.45. [G  N] W  B 9.36 (S̈  ̈
N)  

g(x) := ∥x∥2
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E 
g−1(0) = Sn−1, g(x) = 2x

  ̈ B 9.44, 

TxS
n−1 = (2x)⊥

S A 9.18. D   (9.27) ̈.

9.7 Tangentialabbildung = Ableitung einer

Funktion zwischen Untermannigfaltigkeiten

I A  A  (U-)M, -
 F  M,   R. Z B  
O̈    S̈ (=K̈)  F-


σ : S2 → R13

D L   ,     N̈  S̈  L
. D L ̈ E   S̈ ̈    
 S  S̈. S     L  
S̈. D O̈     S̈ . E   -
,  σ(x) ̈  P x   S̈  . E 
 F   B:

Frage. In welchen Punkten ist die Ladungsdichte σ maximal?

E  P  :

Problem. Wir betrachten eine Funktion, die auf einer Untermannigfaltigkeit des Ko-
ordinatenraums deniert ist. Bestimme die Punkte, in denen die Funktion maximal
ist.

D P    A 9.8 . D ̈   B
 T. D Tangentialabbildung  C1-A f  
U M  N   P x0  M    A
Tx0M → Tf(x0)N . S   A  F  K-
̈. U  T  ,   F. S
n, p  N0, S ⊆ Rn, f : S → Rp, x0  S  k  N.

13Wir nehmen hier an, dass es sich um die Einheitssphäre S2 handelt, welche Mittelpunkt x0 = 0
ist und Radius r = 1 besitzt. Des Weiteren nehmen wir an, dass die Ladungsdichte statisch ist, d. h.,
sich zeitlich nicht ändert.
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Denition 9.46 (Ck-E,  D). Wir sagen, dass f
  P x0 Ck ist g. d. w. es eine oene Umgebung U ⊆ Rn von x0 und eine
Abbildung F  Ck(U,Rp) gibt so, dass

F = f auf S  U (9.28)

Wir sagen, dass f Ck ist g. d. w. diese Bedingung für jeden Punkt x0  S erfüllt ist.
Wir denieren

Ck(S,Rp) :=

Ck-Abbildung von S nach Rp




Bemerkung. F̈ k = 0  f C0 . . . f  .

E Fortsetzung  F f   F F ,  f  E̈
 F . (S (9.2).) S  M ⊆ Rn  N ⊆ Rp C1-U,
f : M → N  C1-A  x0  M .

Hilfssatz 9.47. Seien U ⊆ Rn eine oene Umgebung von x0 und F  C1(U,Rp) eine
Fortsetzung von f M∩U . Es gilt

(i)
DF (x0)(Tx0M) ⊆ Tf(x0)N

(ii) Seien U ⊆ Rn eine oene Umgebung von x0 und F  C1(U,Rp) eine Fortsetzung
von f M∩‹U . Dann gilt, dass

DF (x0)

Tx0M

= D F (x0)

Tx0M



B: D    K.

Denition 9.48. Wir denieren die T ( A)  f 
P x0 als

Df(x0) := DF (x0)

Tx0M

: Tx0M → Tf(x0)N, (9.29)

wobei U ⊆ Rn eine oene Umgebung von x0 und F  C1(U,Rp) eine Fortsetzung von
f M∩U ist.

Bemerkungen. • G̈ H 9.47(())  Df(x0) ̈ W 
Tf(x0)N . G̈ H 9.47(()) ̈ Df(x0)    W  F
. D A   .

• F M ⊆ Rn   T ,    D 9.48 
8.6 (S. 376, A  F  K̈) ̈.
D 9.48   D 8.6.
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A 9.19: T  A   U-
.

• I B [DK04, . 137, D 5.2.1]   T ̈ 
A ,     U  x0  . W
̈   D ̈  F,    M  ,
  D 9.48.

Bemerkung. A  K , 

Df(x0)v =
d

dt


t=0

f ◦ x(t),

 x  W  M  ,  x(0) = x0  ẋ(0) = v. D    B-
  T. A 9.19   B.

Beispiel 9.49. [T W] SN ⊆ Rp  C1-U,
f  C1(R, N)  x0  R. E 

Df(x0) = f ′(x0)· : R → Tf(x0)N

W ̈   A   V f ′(x0)  Tf(x0)N .
S A 9.20. A   B  

f : R → S1 ⊆ R2, f(x) :=

 x,  x


, x0  R

E 

Df(x0) = f ′(x0)· =

  x,  x


·,

 A 9.21.
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A 9.20: T  W   U.

A 9.21: T ̈  P  K.

Bemerkung. F  x = t  M = R  Z  f   W  T 
N ,   ḟ(t) = f ′(t)  Geschwindigkeitsvektor  Z t.
E    N . N  holonome Zwangsbedingungen   
M.

Beispiel 9.50. [T    K ̈ P-
] S m  Z 

f : S1 ⊆ R2 → S1, f

 t,  t


:=


(mt), (mt)




D A  ,    E̈  m- P

F : R2 = C → C, F (z) := zm,

  E S1 .14 S

z  S1, v := iz = (z2, z1)

D ⟨z, v⟩ = z1z2 + z2z1 = 0,  ̈ B 9.43,  v  TzS
1. D T-

  f   V  

Df(z)v = DF (z)v

= F ′(z)v (Ü̈ S   H  C-R-G!)

= mzm−1iz

= mizm  Tf(z)S
1

D  F ′   A  F . S A 9.22.
14Das folgt aus der Formel von de Moivre, die besagt, dass


cos t+ i sin t

m
= cos(mt)+ i sin(mt).
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A 9.22: T  f : S1 → S1, f(z) := z2.

9.8 Extremum und kritischer Punkt einer

Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit von

Rn, Lagrange-Multiplikatorenregel

D A  [B96, 5.5]  [S, 7.9]. W  
P. S M ⊆ Rn  C1-U  f : M → R  C1-
F.

Problem. Finde das Maximum und das Minimum von f (unter der Annahme, dass
f ein Maximum und ein Minimum besitzt)!

M  f  E̈  F F ,    U  M
 . P 9.8    P, F (x)   Nebenbedingung x  M
  ( ).

P 9.8    K . I  E   B-
  O̈    S̈ (=K̈)
,    L  ,     N̈  S̈
. E S  P 9.8  ,  M  L
 .

J P,    F  E (M  M) -
,    P  F. D ,   T-
   P . D L-M   M-
,   P  . D R     ,
 P 9.8  ̈.
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Denition 9.51. Ein Punkt x0  M heisst  (oder ̈) P ̈ f
g. d. w. die Tangentialabbildung von f in x0 verschwindet, d. h.

Df(x0) = 0

Wir schreiben
C f :=


kritische Punkte für f




Bemerkungen 9.52. [ P, E]

() F M   T  Rn ,   x0   S  D-
 9.51 . . . x0   S  D 8.63 . D 9.51
  D 8.63.

() F f  x0   M  M ,   x0 
 P ̈ f . D  S 8.69() (S  F ̈
 P, S). D A   S 5.52()
(S  F ̈  P, ein S),  
W  M ,   Z t = 0  x0 . (Ü S
 !)

Beispiel 9.53. [ P  H̈   S̈] S

f : M := Sn−1 → R, f(x) := xn

D 
C f =


x± := ±en =


0,    , 0,±1




U  ,  

F : Rn → R, F (x) := xn

S v  Tx+S
n−1. D F   F  F f ,  ̈ D

9.48 (T), 

Df(x+)v = DF (x+)v

= vn (̈ B 8.8, A   F)

= ⟨x+, v⟩
= 0 (̈ B 9.43).

D  x+  C f . Ä A ,  x−  C f   x± 
  P  f . (Ü̈ S !) T̈  f 
x+  M   x−  M .
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A 9.23: J-L L,  M  A,
1736–1813.

F  F g : U ⊆ Rn → Rp  F : U → R  ,  M = g−1(0)  f =
F M ,  ̈   P 9.8  H  L-M
̈. D    ̈ S. S n, p  N0, U ⊆ Rn , F  C1(U,R)
 g  C1(U,Rp).

Denition 9.54. Wir denieren die L ̈ (F, g) als die Funktion

L := LF,g : U × Rp → R, L(x,λ) := F (x) λT g(x) (9.30)

W 

M := g−1(0) ⊆ U, f := F M 

Satz 9.55 (L-M). Wir nehmen an, dass 0 ein regulärer Wert
von g ist. Sei x0  U . Dann gilt x0  C f g. d. w. es ein λ  Rp gibt so, dass
(x0,λ)  CL.

D B  S    T Dg(x0) = Tx0M (S 9.41) 
 A.

D S   J-L L ,  A 9.23.

Bemerkungen. • G̈  S  ̈ W (S 9.34)  M =
g−1(0)  C1-U  Rn  D n p. D  
B x0  C f .

• D F f    M . D  C f ⊆ M .

• D B x0  C f  nicht,  x0  CF .
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• I B [DK04]   N f ̈ F .

• D B (x0,λ)  CL   , 

DF (x0) = λTDg(x0), (9.31)

g(x0) = 0 (9.32)

(B       G.)

• F x0  C f ,   λ   S 9.55  Lagrange-Multiplikator ̈
x0. E  . (W?)

Korollar 9.56 ( M  M). Wir nehmen an, dass 0 ein re-
gulärer Wert für g ist. Sei x0  M ein Punkt, in dem f ein lokales Maximum oder
Minimum annimmt. Dann gibt es ein λ  Rp so, dass DF (x0) = λTDg(x0).

Beweis: D   B 9.52()  S 9.55. 

M H  K 9.56 ̈  P 9.8 ̈.

Beispiel 9.57. [S̈  L-M] W 

 : Rn = R× · · · × R → R, (x) := xn, f :=  Sn−1 

W    P  f  H  L-M.
D̈  

U := Rn, g : U → R, g(x) := ∥x∥2  1, F :=  : U → R,

L : Rn × Rp=1 → R, L(x,λ) := F (x) λT g(x) = xn  λ(∥x∥2  1)

D G (9.31,9.32)  

 = 2λ⟨x0, ·⟩ : Rn → R, x0  Sn−1

D L̈  G 

(x0,λ) =


x+,

1

2


,


x−,

1

2


, x± := ±en

(Ü̈ S !) G̈ S 9.55   C f = x±. D  
B 9.53 ̈.
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D K  [B96, 4.1, 4.5, 5.4]  [S, 8.1, 8.2, 8.3, 8.5]. D I
 F f  n V̈   (n+1)- I ( V-
)   (x1,    , xn)-H   G  f . H 
 I  f   S



Rn

f(x) dx =


xRn

f(x)dx,

 dx  n- V    Q   P
x .

D () R-I  F  V  ,
   F      T ̈. E
  R-I  F einer V. D S 
F , 



Rm+n

f(x)dx =



Rm



Rn

f(y, z)dz dy =



Rn



Rm

f(y, z)dy dz,

 f R-     I  . D-
 S ̈  ,   I  
 I  .

I  K     J-M ,   I  n-
 I ̈ .
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10.1 Riemann-Integral

D A  [B96, 4.5]  [S, 8.1]. U  R-I 
, ̈  F: S S  M  A ⊆ S. W 
 Indikatorfunktion ( charakteristische Funktion) der Menge A   F

A : S → R, A(x) :=

ß
1,  x  A,
0, .

S f : S → R  F. E: f  beschränkt . . .   K
C  [0,∞[  , 

f(x) ≤ C, ∀x  S (10.1)

Denition 10.1 ( R-I). (i) Ein n- (̈)
Q (oder R) ist ein Produkt der Form

R =

n

i=1

Ii = I1 × · · · × In,

wobei I1,    , In beschränkte Intervalle sind. Diese dürfen oen, abgeschlossen
oder halb-oen sein.

(ii) Wir schreiben die Länge eines Intervalls I als I. Wir denieren den (n-)
I (oder das (n-) V) eines Quaders R =

n
i=1 Ii als

(R) := n(R) = R :=
n

i=1

Ii = I1 · · · In

Sei R ⊆ Rn ein Quader.

(iii) Wir nennen  : R → R eine T g. d. w.  eine endliche Linear-
kombination von Indikatorfunktionen von n-dimensionalen Quadern ist.

(iv) Sei R eine endliche Kollektion (=Menge) von Quadern, die in R enthalten sind,
und cQ  R für Q  R. Wir denieren das R-I der Treppenfunktion

 :=


QR
cQQ

als 

R

(x)dx :=


QR
cQQ (10.2)
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A 10.1: B R,  M, 1826–1866.

(v) Sei f : R → R eine beschränkte Funktion. Wir denieren    
 R-I  f (̈ R) als



R

f(x)dx := 

ß
R

(x)dx
 : R → R Treppenfunktion ≤ f

™
, (10.3)



R

f(x)dx := 

ß
R

(x)dx
 : R → R Treppenfunktion ≥ f

™
 (10.4)

Wir nennen f  R- (̈ R) g. d. w.



R

f(x)dx ≥


R

f(x)dx (10.5)

In diesem Fall denieren wir das R-I  f (̈ R) als


R

f(x)dx :=



R

f(x)dx (10.6)

D I   B R ,  A 10.1.

Erklärungen:

Zu (i): E B  Q  R = [0, 1]×]0, 2]× [1, 3[×] 1, 0[.

Zu (ii): Z B    V  R := [0, 1]×]0, 2] ×
[1, 3[×] 1, 0[  R = 1 · 2 · 2 · 1 = 4. D V  Q 
 B Länge  I, Oberäche  R  (dreidimensionales)
Volumen   Q.
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Zu (iii) und (iv):  : R → R   T . . .   
K R  Q ,   R  ,   Z cQ  R ̈
Q  R  , 

 =


QR
cQQ (10.7)

Bemerkung: W  R =

R1,    , Rk


 Rj ̸= Rℓ ̈ j ̸= ℓ  cj := cRj

.
D 

 =

k

j=1

cjRj
,



R

(x)dx =

k

j=1

cjRj

E V  N (10.7) ,   ̈  I j . S  :
R → R  T. W ̈     L 
I  Q ,   Z  R . D 
   ̈ H.

Hilfssatz 10.2 (V  K  Q). Sei R ⊆ Rn ein Quader
und R eine endliche Kollektion von Quadern, die in R enthalten sind. Dann gibt es eine
endliche Kollektion von Quadern R′, die eine Zerlegung von R bilden, mit folgender
Eigenschaft:

Falls ein Quader Q′  R′ einen Quader Q  R schneidet, dann ist Q′ in Q enthalten.

B: I F n = 1   A  I. D  S
   F n = 1  .

Bemerkungen 10.3. () (Z) ZMA B  disjunkt . . . 
  , . ., A  B = ∅. E Zerlegung ( Partition) 
M S   K P  ()  M, 
V  S , 

S =


P =


AP
A

() W   K R′   H 10.2  Verfeinerung  K-
 R  R.

() I B [DK04]   W  . I   D-
 ̈   Q   R ̈.

Beispiel 10.4. n = 1, R :=] 1, 3[, R :=

]0, 2[, ]1, 3[


. D M

R′ :=

] 1, 0], ]0, 1], ]1, 2[, [2, 3[


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A 10.2: A  S  F. D G
  F   F  T. D   G ̈  N
T.

  V  K R  R. W   T

 := ]0,2[ + ]1,3[

M H  V R′ ̈     :

 = ]0,1] + 2]1,2[ + [2,3[, (10.8)

 A 10.2. S      L  I-
  Q Q′  R′ ,   Z  R .

Zu ((iv)): D ̈ H ,   I  T (-
  (10.2))  , . .,  ̈   ,     
 L  F  Q . S-
 R  R′  K  Q, cQ  R ̈ Q  R  c′Q′  R ̈
Q′  R′.

Hilfssatz 10.5 (I  T). Falls


QR
cQQ =



Q′R′

c′Q′Q′ ,

dann gilt 

QR
cQQ =



Q′R′

c′Q′ Q′

D B  H   H 10.2.

S  R  Q   =


QR cQQ : R → R  T. G̈
H 10.2 (V  K  Q)     K-
 R′ disjunkter Q,   R  ,    Z c′Q′  R ̈
Q′  R′ , 

 =


Q′R′

c′Q′Q′ 



474
KAPITEL 10. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION, FUBINI,

JORDAN-MASS, SUBSTITUTIONSREGEL

E  

R

(x)dx =


Q′R′

c′Q′ Q′ (10.9)

D   (n + 1)- I ( V)   (x1,    , xn)-
H1   G  . D   D  I
 T   I ̈. I B 10.4  ̈
(10.9), 



[0,3]

(x)dx = 1 · ]0, 1]+ 2]1, 2[+ 1 · [2, 3[

= 1 · 1 + 2 · 1 + 1 · 1
= 4

D  ̈  (1 + 1)- I2   x1-H
3 

 G  .

Zu ((v)):D ̈  I,    I ,    F
     T ̈.

Bemerkungen. Zum Buch [DK04b]:

() I [DK04, D 6.2.3, . 426]   /  R-I
   ,  Z  Q  ,
 f  . D D    B  ̈. D-
   B  () R-I    B
̈,   I   ̈. D D 
  ,   : D I   D
̈ , -   . D W   S
 T   T. D    
D. D E   ,  L̈  I-
  .

() I [DK04, D 6.4.1, . 435]   B  T 
  .

Beispiel 10.6. [I   F  D] D F

f : R := [0, 1]× [0, 1] → R, f(x) :=

ß
1,  x1 ≥ x2,
0, 

1Damit meinen wir den Untervektorraum Rn−1 × 0 von Rn.
2d. h. die Fläche
3d. h. der x1-Achse
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A 10.3: D T   T̈   G.

  R-I  I = 1
2
. B: S k  N. W 

 :=

k−1

j=1

] jk ,
j+1
k [×]0, j

k
[ : R → R,

  A 10.3. D   T,  ≤ f . (Ü̈ S
!) D  

(x)dx ≤


R

f(x)dx

D  S  

k−1

j=1

1

k
· j
k
=

k(k  1)

2

1

k2
=

1

2
 1

2k


D k  ,  , 


R

f(x)dx ≥ 1

2


E ̈ A , 

1

2
≥



R

f(x)dx, 



R

f(x)dx ≥


R

f(x)dx

D ,  f  R-  


R

f(x)dx =
1

2


Beispiel 10.7. [-R- F] D F Q∩[0,1] : R :=
[0, 1] → R  ̈,   R-. D B  
 A 1  Ü 11 . (S  [S, B 6.2.2. ), S. 134].)
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10.2 Eigenschaften des Riemann-Integrals

D A  [S, 8.1]. S R ⊆ Rn  Q  f : R → R 
̈ F. D  P    E-
  (  ) R-I .

Proposition 10.8 (R-I). (i) (unteres und oberes Integral) Es gilt



R

f(x)dx ≤


R

f(x)dx (10.10)

(ii) (Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit) f ist Riemann-integrierbar g. d. w. es
für jedes  > 0 Treppenfunktionen , : R → R gibt so, dass

 ≤ f ≤ , (10.11)
R
(x)dx


R
(x)dx <  (10.12)

(iii) (Treppenfunktion integrierbar) Jede Treppenfunktion f =  ist Riemann-integrierbar.
Ihr Riemann-Integral stimmt mit dem Integral in Denition 10.1(iv) überein.

(iv) (stetige Funktion Riemann-integrierbar) Falls R abgeschlossen (und beschränkt)
ist und f stetig, dann ist f Riemann-integrierbar.

Seien jetzt f, g : R → R Riemann-integrierbare Funktionen und c  R.

(v) (Monotonie) Falls f ≤ g, dann gilt



R

f(x)dx ≤


R

g(x)dx (10.13)

(vi) (Linearität) cf und f + g sind Riemann-integrierbar und



R

cf(x)dx = c



R

f(x)dx, (10.14)


R

(f + g)(x)dx =



R

f(x)dx+



R

g(x)dx (10.15)

(vii) Das Produkt zweier Riemann-integrierbarer Funktionen ist Riemann-integrierbar.

(viii) (Minimum, Maximum, Absolutbetrag) f, g, f, g und f  sind Riemann-
integrierbar, und es gilt 



R

fdx

 ≤


R

f dx (10.16)
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B: ()   H  H 10.2.

()    D  R-I.

()    D  R-I,    T
f =  ,   ().

(): [S, S 8.1.1, S. 197]

((),(),(),()): [DK04, T 6.2.8, . 428]

Bemerkungen. [R-I]

• () ,  f   R- ,   (10.5) G-

 , . .


R
f(x)dx =


R
f(x)dx.

• A ((),(),())   B ̈ R- F-
. Z B 

f : R := [1, 1] → R, f(x) :=

ß
x, ̈ x < 0,
x+ 2, ̈ x ≥ 0,

™

R-. U  ,  

g, h : R → R, g := 2[0,1], h(x) := x

g   T   ̈ () R-. h 
 P,     ̈ () R-. E 
f = g + h,   f  L  g  h   ̈
() R-. E 



R

f(x)dx =



R

g(x)dx+



R

h(x)dx (̈ ())

=2 · [0, 1]+ x2

2


1

x=−1

(D  I  T  A 1)

=2

Beispiel 10.9. [Q  D] W 

R :=] 1, 2[×] 1, 2[, ∆ :=

x  [0, 1]× [0, 1]

 x1 ≥ x2


, S := R \∆,

 A 10.4. R   T   ̈ P
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A 10.4: D M S := R \∆.

10.8(()) R-  I = R = 9. G̈ B 10.6  ∆

R-  I 1
2
. E 

S = R  ∆

G̈ P 10.8(()) (L̈)  



R

Sdx =



R

Rdx


R

∆dx = 9 1

2
=

17

2


Beispiel 10.10. [ F] D F

f : R := [0, 2π]× [0, 1] → R, f(x) := 

x1 + ex2


,

    ̈ P 10.8(() R-. E 




R

f(x)dx

 ≤


R

f(x)dx (̈ P 10.8())

≤


R

1dx (̈ P 10.8())

= R = 2π,




R
f(x)dx

 ≤ 2π.

Problem. Finde den genauen Wert des Integrals

R
f(x)dx.

W   P  B 10.12  H  S  F ̈.



10.3. SATZ VON FUBINI, WIEDERHOLTE INTEGRATION 479

10.3 Satz von Fubini, wiederholte Integration,

Vertauschen der Integrationsreihenfolge

D A  [B96, 4.5]  [S, 8.2]. D S  F ,
   I   F   -
 I   D . D ̈   
I     I . D   
W  B  I. S Q ⊆ Rm  R ⊆ Rn Q 
f : Q× R → R.

Satz 10.11 (S  F,  I). Wir nehmen an, dass f Riemann-
integrierbar ist. Dann sind die Funktionen

R ∋ z →


Q
f(y, z)dy  R, (10.17)

R ∋ z →


Q
f(y, z)dy  R (10.18)

Riemann-integrierbar, und


Q×R

f(x)dx =



R



Q

f(y, z)dy dz =



R



Q

f(y, z)dy dz (10.19)

B: [DK04, T 6.4.2, . 436]

D S   G F ,  A 10.5. A 10.6
  S.

Bemerkung. [S  F,  I] I A ̈ 



 


. B:

Q := [0, 1], R := [0, 1], f := (Q∩[0,1])×0

f  R- (̈ Q×R),  ̈ z = 0   F f(·, z) : Q →
R  R-. (S A 1, Ü 11.) D  
I


Q
f(y, 0)dy  S.

Beispiel 10.12. [S  F,  I] W 

Q := [0, 2π], R := [0, 1], f : Q× R → R, f(y, z) := (y + ez)

G̈ B 10.10  f R-. E ̈ A , 
f(·, z) ̈  z  R R- . F̈  z  [0, 1] 

 2π

0

(y + ez)dy =  (y + ez)
2π
y=0

= 0 (  2π- ).
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A 10.5: G F, -
 M, 1879–1943.

A 10.6: I  I-



R


Q
f(y, z) dy dz 

    R
    R. D
S  F ,  
Q×R

f(x) dx .

G̈ S 10.11  , 



Q×R

fdx =

 1

0

Ç 2π

0

(y + ez)dy


dz = 0

Korollar 10.13 (V  I). Falls Q und R abgeschlos-
sen und f stetig sind, dann sind die Funktionen z →


Q
f(y, z)dy und y →


R
f(y, z)dz

Riemann-integrierbar, und



R

Ç

Q

f(y, z)dy


dz =



Q×R

f(x)dx (10.20)

=



Q


R

f(y, z)dz


dy (10.21)

B: D   S 10.11.

Bemerkung. G̈ P 10.8() ( F R-)
  I


Q×R

f(x)dx,

Q
f(y, z)dy 


R
f(y, z)dz  (̈ 

z  R  y  R). D A  K 10.13   .

Bemerkung. U  A  K 10.13   F z →
Q
f(y, z)dy  y →


R
f(y, z)dz     R- 

P 10.8().
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Beispiel 10.14. P: B

 2π

0

Ç 1

0

(y + ez)dz


dy!

L̈: G̈ K 10.13  B 10.10   I 

 1

0

Ç 2π

0

(y + ez)dy


dz = 0

Bemerkung. S ai ≤ bi  R, ̈ i = 1,    , n, 

f : R := [a1, b1]× · · · × [an, bn] → R

  F. G̈ S 10.11 (F) 



R

f(x)dx =

 bn

an

· · ·
Ç b1

a1

f

x1,    , xn


dx1


· · · dxn

Beispiel 10.15. F̈

f : R := [0, 1]3 → R, f(x) := x1x2x3





R

f(x)dx =

 1

0

 1

0

 1

0

x1x2x3 dx1 dx2 dx3

=
1

2

 1

0

 1

0

x2x3 dx2 dx3 (

 1

0

tdt =
t2

2


1

t=0

=
1

2
)

=
1

4

 1

0

x3dx3

=
1

8


Achtung: f   R-  ,    I-
 . F  ,    I  
  ,  f  R- :

Beispiel 10.16. [ I  ] W 

f :]0, 1[×]0, 1[→ R, f(x, y) :=

ß
y−2,  x < y,
x−2, .
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F̈  y ]0, 1[  f(·, y) :]0, 1[→ R R-,   F
̈    E̈  ]0, y[  [y, 1[  . E 

g(y) :=

 1

0

f(x, y)dx

=

 y

0

y−2dx
 1

y

x−2dx

= y−2y + x−1
1
x=y

= y−1 + 1 y−1 = 1

D  g ̈ ]0, 1[ R-, 

 1

0

 1

0

f(x, y) dx dy =

 1

0

g(y)dy = 1

I   R  x  y    G f(x, y) = f(y, x)
(̈ x ̸= y) ,  , 

 1

0

 1

0

f(x, y) dy dx = 1 ̸= 1 =

 1

0

 1

0

f(x, y)dx dy

D  I   .

D F f   R-,    ̈ . D -
  B  S 10.11 (F) .

Idee des Beweises des Satzes 10.11 (Fubini): H  dx, dy, dz  V-
   Q S0, Q0, R0,  S0 = Q0×R0. D  ,
 dx = dydz  , 



Q×R

f(x) dx =


xQ×R

f(x) dx

x=(y,z)
=



zR



yQ
f(y, z) dy


dz

=



R

Ç

Q

f(y, z) dy


dz

10.4 Jordan-Mass

D A  [B96, 4.1]  [S, 8.3]. M  
I  K    L̈,    I 
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F̈  F̈     I  -
 K̈  V. D J-M   B 
I   D. U   , ̈  F: S
S ⊆ Rn  f : S → R.

Denition 10.17. Wir nennen f () R- (̈ S) g. d. w. es
einen Quader R gibt so, dass f = 0 auf S \ R und die Funktion

F : R → R, F (x) :=

ß
f(x), falls x  S,
0, sonst

(10.22)

(eigentlich) Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall denieren wir das Riemann-Integral
von f (über S) als 

S

f(x)dx :=



R

F (x)dx (10.23)

Bemerkungen. • D  S  (10.23) ̈    W  R
. (Ü̈ S !) D 


S
f(x)dx .

• F f : S → R R- ,   f  f−1(R \ 0) -
̈.

• F̈ S = Rn   [DK04]  F f   D 10.17 Riemann-
integrierbar mit kompaktem Träger (Riemann integrable with compact support)
.

F̈ c  R  S ⊆ Rn    F  S,    c , 

cS : S → R, cS(x) := c

Denition 10.18 (J-M). Eine Teilmenge S ⊆ Rn heisst J-
(oder J-B) g. d. w. 1S Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall denieren
wir ihr J-M (oder ihren J-I) als

(S) := n(S) := S :=


S

1dx

(wie in Denition 10.17).

D B   C J ,  A 10.7.

Bemerkung. J J- M  ̈.

Beispiel 10.19. [Q J-] J Q  Rn  J- 
J-M   V. (S D 10.1().) D  
  D.
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A 10.7: C J, ̈ M, 1838–1922.

Beispiel 10.20. [D J-] D M

S :=

x  [0, 1]× [0, 1]

 x1 ≥ x2



 J- 

S = 1

2


D   B 10.6.

Beispiel 10.21. [-J- M] D M S := Qn  [0, 1]n  -
̈,   J-. (W?)

Bemerkung 10.22. [R-I ̈ J- M] E R-
 F  R- ̈  J- M:
S S0 ⊆ Rn, f : S0 → R R- (̈ S0)  S ⊆ S0 J-
. D   E̈ f S R- ̈ S. D  
P 10.8(),  G fS = (fS0)S   T,  fS0 
S R-  ̈  Q R,  f−1(R \ 0)  S ̈.

Beispiel 10.23. [I ̈ J- M] D B B
n
= B

n

1 (0) 
J-. (D    T,   R  B

n
 

 U  D n  1 < n . S [DK04, T
6.3.2, . 430, T 6.3.8, . 434].) D  F

f : [1, 1]n → R, f(x) := x1,

 ,  f ̈ P 10.8() R-. D  
B 10.22,  f ̈ B

n
R- .

Frage. Was ist das Integral?



10.5. SUBSTITUTIONSREGEL, TRANSFORMATIONSSATZ 485

A: B
n
  ̈ S  


x2,    , xn


-H.

D W  f  ̈  S. D 
 I 

[−1,1]

x1B
n


x1, z


dx1

̈  z = (x2,    , xn). G̈ S 10.11 (F)  , 



B
n
x1 dx =



[−1,1]n−1



[−1,1]

x1B
n(x1, z)dx1 dz

= 0

10.5 Substitutionsregel, Integral einer

drehinvarianten Funktion,

Transformationssatz für das Volumen

D A  [B96, 4.5, 5.4]  [S, 8.5]. U  I 
F  Rn  ,    ,  K  
S  . D S ̈ I , 
 I  F   ,   F   
K ̈,   B  J-D 4  
 . W   A  S :

•  F ̈  I   F  V̈,

• T =  F ̈  V  B M 
 C1-D.

Substitutionsregel

E  A 1:

Proposition 10.24 (S ̈   I). Seien a ≤
b, Ψ : [a, b] → R stetig dierenzierbar und f : Ψ([a, b]) → R stetig. Dann gilt

 Ψ(b)

Ψ(a)

f(x)dx =

 b

a

(f ◦Ψ(y))Ψ′(y)dy (10.24)

B: [S, S 6.1.5, S. 122]

4Das ist die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation.
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A 10.8: D S.

Bemerkung. D B   K   H D-
 I.

D F  ̈,   I  . F S
  V  F  ̈ D.

Satz 10.25 (S ̈   I). Seien U, V ⊆ Rn

oen, Ψ : V → U ein C1-Dieomorphismus, S ⊆ Rn eine beschränkte Teilmenge so,
dass S ⊆ U 5, und f : S → R. Dann gilt:

(i) f ist Riemann-integrierbar (über S) g. d. w.

(f ◦Ψ)
 DΨ

 : Ψ−1(S) → R

Riemann-integrierbar ist.

(ii) In diesem Fall gilt, dass



S

f(x)dx =



Ψ−1(S)

(f ◦Ψ)(y)
 DΨ(y)

 dy (10.25)

B: [S, S 8.5.2, S. 215]

F̈  B  S. 493.

A 10.8  S 10.25.

5S bezeichnet den Abschluss von S, siehe Denition 4.19.
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Bemerkung. S 10.25  10.24,  Ψ    F
 V̈ ,  A ̈ ()    . I
 F  Ψ(a) ≥ Ψ(b)   ̈   S  (10.24):

 Ψ(b)

Ψ(a)

f(x) dx = 
 Ψ(a)

Ψ(b)

f(x) dx

= 


S:=

Ψ(b),Ψ(a)

 f(x) dx

= 


Ψ−1(S)=[a,b]

(f ◦Ψ)(y)
 DΨ(y)

 dy ( S 10.25)

=

 b

a

(f ◦Ψ)(y)Ψ′(y) dy

D  (10.24). D   G ̈  B  (10.25).

Beispiel 10.26. [ T] W  ,  Ψ  . D 
   I T : Rn → Rn   V v  Rn , 

Ψ(y) = Ty + v

W 
S  v := x v  x  S

̈   v  M S. D U  S  Ψ   

Ψ−1(S) = T−1(S  v)

D G (10.25)  , 



S

f(x)dx =
 T




T−1(S−v)

f(Ty + v)dy (10.26)

D     I  f ̈ y  I

S
f(x)dx

  K
 T

. W    Q R ⊆ Rn  -
  F,  v = 0, S = Ψ(R)  f = S. D  T−1(S v) = R. G
(10.26)  , 

T (R) =  T R (10.27)

I F Ty = cy  c  R\0 ( S)     D 
V. W   F n = 2 

T =


1 c
0 1


·, (10.28)
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A 10.9: D A T ,  S. H  R := [0, 1] × [0, 1], c = 1
2
,

e1 := (1, 0), e2 := (0, 1).

 c  R,  A 10.9.

E ,  T (R) = R. D ,      S  P-
 T (R)  D       S  ̈.
D     R R. (D   ,  R  F
I1 × I2 ,  I1, I2 I   I1 - .) D  (10.27),
 T  (10.28)  .

Integral einer drehinvarianten Funktion

A A  S 10.25    F ̈  I  -
 F. S r0 > 0  f : [0, r0] → R   F. W -


f : B
2

r0
→ R, f(x) := f(∥x∥)

Bemerkung. W 

R := [r0, r0]× [r0, r0], F : R → R, F (x) :=

®
f(x),  x  B

2

r0
,

0, .

D F F  R-. (D    T,   R

 B
2

r0
   U  D n1 < n . S

[DK04, T 6.3.2, . 430, T 6.3.8, . 434].) G̈ D 10.17 
f  R- 



B
2
r0

f(x)dx =



R

F (x)dx

Korollar 10.27 (I   F). Es gilt, dass


B
2
r0

f(x)dx = 2π

 r0

0

f(r)rdr (10.29)
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A 10.10: P   M S  S.

Beweis des Korollars 10.27: W 

U := R2 \

]∞, 0]× 0


, V :=]0,∞[×] π, π[

   P

Ψ : V → U, Ψ(r,) :=


r 
r 




(S A 10.10.) D A    B. (Ü̈ S,
  A  !) G̈  F (9.6)  B 9.9 , 

DΨ(r,) = r

G̈  U 9.6  Ψ    D. F̈   > 0
 

S := [, r0]×

 π + , π  


, S := Ψ(S),
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 A 10.10. D A fS  R-. G̈ S
10.25 (S)  S 10.11 (F)  , 



S

f(x)dx =



S=Ψ−1(S)

(f ◦Ψ)(y)
 DΨ(y)

 dy

=

 π−

−π+

 r0



f

r , r 


r dr d

=

 π−

−π+

 r0



f(r)r dr d

= (2π  2)

 r0



f(r)r dr

I   G  → 0 ,   (10.29). Ü̈ S:



S

f(x)dx →


B
2
r0

f(x)dx,   → 0

D  K 10.27. 

Beispiel 10.28. K 10.27 ,  ̈  a ≥ 0 , 



B
2
∥x∥adx = 2π

 1

0

ra+1dr =
2π

a+ 2
ra+2


1

r=0

=
2π

a+ 2


F̈ a = 0   π,  F̈  B
2
.

Beispiel 10.29. [I  ß G] W   gaußsche
Glockenkurve

f : R → R, f(t) := e−t2 ,

 A 6.6. N B 6.70   F  R-
 (  D 6.68) 

 ∞

−∞
e−x2

dx ≤ 3

Problem: B

R f(x)dx.

U  P  ̈,  

F : R2 → R, F (x) := e−∥x∥2 
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A 10.11: D B̈  Q     .

S a > 0. D F     ̈ P 10.8() ̈ Ra :=
[a, a]2 R-. G̈ S 10.11 (F)  , 



Ra

F (x)dx =

 a

−a

 a

−a

e−x2
1e−x2

2dx1 dx2

=

 a

−a

e−x2
2

 a

−a

e−x2
1dx1


dx2

=

 a

−a

f(t)dt

2

 (10.30)

S r0 > 0. G̈ K 10.27 , 



B
2
r0

F (x)dx = 2π

 r0

0

e−r2r dr = πe−r2

r0

r=0
= πe−r20 + π (10.31)

D  ̈ r0 → ∞  π. D B B
2

r0
  Q Ra=r0 . D

W   Q Ra  B B
2

r′0=
√
2a ,  A 10.11. D

, 

Ra

F (x)dx ̈ a → ∞   G  (10.31) .
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(Ü S  !) I    (10.30) , , 



R
e−t2dt = 

a∞

 a

−a

f(t)dt

= 
a∞

 

Ra

F (x) dx ( (10.30))

=

 

a∞



Ra

F (x) dx

=




r0∞



B
2
r0

F (x) dx

=
√
π ( (10.31)).

D ̈   P.

Bemerkungen. () D ß G    R  
S,    W  N
.

() E   F ̈  F F (a) :=
 a

−∞ e−t2dt. D  
 S,  I ̈  R  . D   
I,    B     I
. D ,   I  ̈  B
  I ̈ .

Transformationssatz für das Volumen

A A  S 10.25 (S)    K.

Korollar 10.30 (T ̈  V). Seien U, V ⊆ Rn oen, Ψ :
V → U ein C1-Dieomorphismus und A eine Jordan-messbare Menge so, dass A ⊆ V .
Dann ist Ψ(A) Jordan-messbar mit

Ψ(A) =


A

 (DΨ(y))
dy (10.32)

Beweis: J-M: [S, S 8.5.1, . 212]

D F (10.32)   S 10.25()  S := Ψ(A)  f ≡ 1. 
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A 10.12: W  Ψ    Q Q.

10.5.1 Beweisidee für die Substitutionsregel

D I  B  S 10.25   . S Φ : Rn → Rn  
I, . .,     I6 T : Rn → Rn  
V v  Rn ,  Φ(x) = T (x) + v, ̈  x  Rn. S R ⊆ Rn  Q.
M  A   B 10.26   A , 

Φ(R) =  T R (10.33)

S  Ψ  C1-D  y0  Rn. W 

Φy0 : R
n → Rn, Φy0(y) := DΨ(y0)(y  y0) +Ψ(y0) (10.34)

D     N̈  Ψ  y0. (V  (8.9).) H
 Ψ  7 Q Q  M y0   
P Ψ(Q) = Φy0(Q) ,  A 10.12. W  dy, dx ̈ 
V  Q,Ψ(Q) = Φy0(Q). (F  dyi ̈  L̈  i- S  Q
,  ,  dy = dy1 · · · dyn.) G̈ (10.34,10.33)  

dx = Φy0(Q) =
 DΨ(y0)

 dy
H  , 


f dx =



x0

f(x0)dx

=


y0

f(Ψ(y0))
 DΨ(y0)

 dy (x0 = Ψ(y0))

=


(f ◦Ψ)

 DΨ
 dy,

6d. h. eine bijektive lineare Abbildung
7d. h. unendlich kleinen
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   S 10.25 (S)  G (10.25).
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D K  [B96, 6.2, 6.3, 6.4]  [S, 8.4, 8.6, 8.7, 8.8]. E V-
   A X   T  Rn  Rn. I  P  X
 R   G̈,  B  G
 F̈    F. D S̈  G, S  Gß
,   I   A  A  V ̈
 G   A I  V ̈  R  G .
I F  G   G   T  R2, ̈ S   
F̈  R3,  ̈ Gß     T  Rn.

D  S̈ (G, S  Gß)    R   P. S
   S̈  E . D S  S
  B ,    I    
M . D S  Gß  ,   ß
G  E    M . (S 
V Elektromagnetische Felder und Wellen.)

D  S̈    H  D-  I-
. D ,   I  A   
F   V̈   U  W  F
  E  I .

D S  G   S  S  S,    F̈ 
T  R2 .

495
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11.1 Kurvenintegral, Orientierung einer Kurve,

Ck-Gebiet

D A  [B96, 6.3]. D S  G ,   I
 R  V ̈  C1-G   E   K-
  V ̈    R  G . I 
A    B. D D  K  
 D  P. S n  N0  k  N  ∞.

Denition. Eine () Ck-K  Rn ist eine Ck-Untermannigfaltigkeit des
Rn der Dimension 1.

S C ⊆ Rn  1 C1-K.

Lemma 11.1 (K  F). Es gilt:

(i) Es gibt ein ℓ  N0 und für jedes j = 1,    , ℓ ein kompaktes Intervall Ij positiver
Länge und eine Immersion xj  C1(Ij ,Rn) so, dass

ℓ

j=1

xj(Ij) = C

und so, dass die Abbildung



j

j× I Ij ∋ (j, t) → xj(t)  C

injektiv ist. (Dabei bezeichnet I Ij das Innere von Ij, siehe Denition 4.12.)

Seien jetzt f : C → R eine stetige Funktion und ℓ und (Ij , xj)j=1,...,ℓ wie in (i).
Wir denieren

I

f, (Ij , xj)j


:=

ℓ

j=1



Ij

f ◦ xj(t)∥ẋj(t)∥ dt (11.1)

(ii) Die Zahl I

f, (Ij , xj)j


hängt nicht von (Ij , xj)j ab.

Bemerkung. D A  xj     I Ij ,  
 R. D   B,  xj  I , S.

1Gemäss Denition 4.30 bedeutet das, dass C abgeschlossen und beschränkt ist.
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B  L 11.1: ()    K   Ck-
U,  ,   -̈ -
 Ck-U  Rn Ck-2  G R  
K S1 .

()    T,   A I

f, (Ij , xj)j


  I ̈

 U C . S D 11.26  K 11.29.

Denition 11.2 (K  F). Sei f : C → R eine stetige Funkti-
on. Wir denieren das (K-)I  f ̈ C als



C

f ds := I

f, (Ij , xj)j


, (11.2)

wobei (Ij , xj)j wie in Lemma 11.1(i) ist und I

f, (Ij , xj)j


durch (11.1) gegeben ist.

Bemerkungen. [K]

• G̈ L 11.1()   ̈   K (Ij , xj)j  P-
. G̈ L 11.1() ̈   S  (11.2) 
  W  (Ij , xj)j . D   K


C
f ds .

• W ̈  K    . S t0  Ij .
W 

Ψt0 : R → Rn, Ψt0(t) := ẋj(t0)(t t0) + xj(t0)

D     N̈  xj  t0. (V  (8.9).) F̈ 
I J :

L̈  Ψt0(J) = ∥ẋj(t0)∥J  (11.3)

H  xj  3 I J  M t0  
 S xj(J) = Ψt0(J) . W  dt, ds ̈  L̈
 J , xj(J) = Ψt0(J).

H  ds  L̈  B  xj   Z
 L̈ dt. G̈ (11.3) 

ds = ∥ẋj(t0)∥dt, (11.4)

 A 11.1.

2Zwei Untermannigfaltigkeiten heissen Ck-dieomorph, falls es einen Ck-Dieomorphismus zwi-
schen ihnen gibt, d. h. eine bijektive Ck-Abbildung deren Umkehrung ebenfalls Ck ist.

3d. h. unendlich kleines
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A 11.1: D  B̈ ds.

D K  f   


C

f ds =


j


f ◦ xj∥ẋj∥ dt (̈  D (11.2))

=


j



t0

f(xj(t0))∥ẋj(t0)∥ dt ()

=


x0C
f(x0)ds ( ̈ (11.4)  x0 = xj(t0)),

      F̈ ( V)  F̈, 
 C × 0 ⊆ Rn+1   G  f  .

• F̈ f ≡ 1  

ℓ(C) :=



C

1 ds

 (Bogen-)Länge von C. D    I ̈,  
B̈  S  L̈   B̈ ,  C
.

Beispiel 11.3. [K  F] W 

C := S1, f  C(S1,R)

E  

S1

f ds =

 2π

0

f( t,  t) dt

U   ,  

ℓ = 1, I1 := [0, 2π], x1 : I1 → R2, x1(t) := ( t,  t)
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E , 

ẋ1 = (  t,  t), ∥ẋ1∥ =
»

(  t)2 + 2 t = 1

I   ̈  B̈  E

ℓ(S1) =



S1

1ds =

 2π

0

dt = 2π

E  B 4



S1

x1 ds =

 2π

0

(t) =  t2πt=0 = 0

D     S-A. (W?)

S C ⊆ Rn  C1-K.

Denition 11.4 (E). Ein E ̈
C (oder eine O  C) ist eine stetige Abbildung T : C → Rn so, dass

T (x)  TxC, ∥T (x)∥ = 1, ∀x  C

Beispiel 11.5. [O  K] D A

T : S1 → R2, T (x) := (x2, x1),

 T  O  K.

Bemerkung. F C  ̈ C1-K ,    
 O  C (T  T ). G: F T  T O ,

  T · T : C → ±1. D A  . D C ̈

,  ,   B  T · T ̈ . D , 
T · T ≡ 1  1  ,  T ≡ T  T ≡ T .

S T O  C. E  Vektorfeld längs C    A
X : C → Rn. S X   V. W  

v · w :=

n

i=1

viwi

 S  V v, w  Rn.

4Hier bezeichnet x1 die erste Koordinate von x  R2.
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Denition 11.6 (K  V). Wir nehmen an, dass C kompakt
ist. Wir denieren das (K)-I (oder das R oder  Z)
 X ̈ C ̈ T als



C,T

X · ds :=



C

X · T ds, (11.5)

wobei die rechte Seite das Kurvenintegral der Funktion X · T : C → R bezeichnet.
(Siehe Denition 11.2.)

Bemerkungen. • S ℓ  N0, I1,    , Iℓ  I  xj  C1(Ij ,Rn)
W   D 11.2 , 

ẋj

∥ẋj∥
= T ◦ xj , ∀j

E  

C,T

X · ds =
ℓ

j=1



Ij


X ◦ xj(t)


· ẋj(t)dt (11.6)

D   (11.5,11.2,11.1).

• H , 
ds = Tds

D    V. D A X · ds   S
 X   V. H ̈   K  X
   S   S ,



C,T

X · ds =


x

X(x) · ds

• S U   T  Rn, X   V  U , I 
 I    C1-W  I  U , . .  C1-A
 : I → U . I D 8.28    Wegintegral von X längs  
 

X · d :=

 b

a

X((t)) · ̇(t) dt

D    F (11.6) ̈  K   D 11.6
̈,  C    W  = x1  .

Beispiel 11.7. [K  V] W 

C := S1, X  C(S1,R2),
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 T   B 11.5, . .

T (x) := (x2, x1)

E  

S1,T

X · ds =
 2π

0

X( t,  t) · (  t,  t) dt

D   (11.6) 

x1 : I1 := [0, 2π] → R2, x1(t) := ( t,  t)

I   ̈ X(x) := (x2, x1) 



S1,T

X(x) · ds =
 2π

0


(  t)2 + 2 t


dt = 2π,

 ̈ X(x) ≡ e1 



S1,T

X(x) · ds =
 2π

0

(  t)dt =  t2πt=0 = 0

U  S  G  , ̈  F. S n  N0 
k  N  ∞.

Denition 11.8 (Ck-G). Ein (n-) Ck-G ist eine oene Teil-
menge U ⊆ Rn so, dass es für jeden Punkt x0  ∂U eine oene Umgebung U ′ von x0

und eine Ck-Submersion g : U ′ → R gibt so, dass

g(x0) = 0, U  U ′ = g−1(]∞, 0[) =

x  U ′  g(x) < 0


 (11.7)

A 11.2   D.

Bemerkung. • S U ′  g  . E , 

∂U  U ′ = g−1(0), (11.8)

    Ck-U  Rn  D n  1. D
   Submersionssatz,  ,  g    K-
   P    K  . (S [DK04,
T 4.5.2, . 121].)

• I [DK04, D 7.5.2, S. 515]  ,   ,   -
 T U  einer S  R . D B  ̈
,  U  Ck-G .
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A 11.2: E Ck-G.

Beispiel 11.9. J  B  Rn   C∞-G.

Beispiel 11.10. D  M U := R2\

0×R


  C1-G. D P

,  U   S  R ∂U = 0× R .

E B v1,    , vn  Rn  positiv . . .



v1 · · · vn


> 0

W   F n = 2.

Denition 11.11 ( O  R). Sei U ⊆ R2 ein C1-Gebiet. Wir
denieren die  O  ∂U (̈ U),

T : ∂U → R2,

wie folgt. Seien x0  ∂U und U ′, g wie in Denition 11.8. Wir denieren T (x0) 
Tx0∂U als den eindeutigen Vektor der Länge 1 so, dass das (geordnete) Paar


g(x0), T (x0)



eine positive Basis von R2 ist.

Bemerkung. • g = (D1g,D2g) = G  g.

• D B ,  U   T (x) .

• S ̈    W  g .

Beispiel. F̈  B U = B2    O  R  

T (x) = (x2, x1)
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S U ⊆ R2  C1-G. M  C1-Vektorfeld auf U    A
X  C1(U,R2) (  D 9.46). S X   V. W 
 () R  X   D 8.47(), . .

X := D1X
2 D2X

1 : U → R5

Bemerkung. W U  C1-G ,  DX (  X)  
  U ,    U .

11.2 Satz von Green, Interpretation der Rotation

als Zirkulation pro eingeschlossene Fläche

D A  [B96, 6.2]  [S, 8.4]. W   · 
S  Rn. D  H  K  
S.

Satz 11.12 (G). Seien U ⊆ R2 ein beschränktes C1-Gebiet und X ein C1-Vektorfeld
auf U . Dann ist das Integral der Rotation von X über U gleich dem Integral von X
über den Rand von U , d. h.



U

X dx =



∂U,T

X · ds =



∂U

X · T ds, (11.9)

wobei T die positive Orientierung von ∂U ist.

B: S. 533  [S, S 8.4.1, S. 207]  [DK04, T 8.3.5, . 554]

D B  S    S  Gß (S 11.44). D S  
G G  ( M  P, 1793–1841).

Bemerkungen. • D F X   R- ̈ U ,
. .,   S  (11.9)  .

• D U ̈ ,  ∂U . D    S  (11.9)
.

• D S  G    V  S  S,   
F̈  R3 . (S A 11.6.) D   H ̈
 S  G.

5U bezeichnet den Abschluss von U , siehe Denition 4.19.
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Beispiel 11.13. [F̈  S  G] S U ⊆ R2  ̈
C1-G 

X : U → R2

 C1-V ,  X ≡ 1. G̈ S 11.12 (G) , 

U  =


∂U,T

X · ds

D   M,   F̈  U  . W 
 B

U := B2, X(x) :=
1

2
(x2, x1)

D  X ≡ 1. W   P

x : [0, 2π] → S1, x(t) :=

 t,  t




W   T   O  S1  R  B2 = B2
1(0).

(S B 11.1.) G̈ S 11.12 

B2 =


B2

X dx

=



S1,T

X · ds

=

 2π

0

X ◦ x(t) · ẋ(t) dt

=

 2π

0

1

2


  t,  t


·

  t,  t


dt

=
1

2

 2π

0


(  t)2 + 2 t


dt

= π

(V S    A  Ü 7 (V  E)
 B 10.28.)

Bemerkungen. [R = Z   F̈]

• M  S  G ̈   R  V  
Zirkulation des Vektorfeldes pro eingeschlossenen Flächeninhalt . S
̈ U0 ⊆ R2   T, X  C1-V  U0  x0  U0.
S r ]0,∞[ ,   B Ur := B2

r (x0)  U0  . E 

1

Ur



∂Ur

X · ds = 1

Ur



Ur

X dx (̈ S 11.12, G)

→ X(x0) ̈ r → 0
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D G ̈  K ,   W  X  B Ur 
  X(x0) ,  r > 0  . D I


∂Ur

X ·
ds   Z  X ̈  K Cr := ∂Ur = S1

r (x0). Ur  
I   Cr  F̈ Ur. W ̈   G

X(x0) = 
r∞

1

Ur



∂Ur

X · ds

  Zirkulation von X pro eingeschlossenen Flächeninhalt im Punkt x0 -
,  .

• W ̈   I   Ur   C1-G
U ,    G ̈ r → 0   G ̈ U →
x0 . D ̈    B  G ̈ U →
x0 .

11.3 Untermannigfaltigkeit mit Rand,

Koorientierung einer Hyperäche, induzierte

Orientierung des Randes einer Fläche

D S  S   S  G,   C1-G  R2

  F̈  R3  R  . E ,   F  R
 V   F̈  R3   I  V ̈
 R  F̈ . E F̈  R   S  U-
  R. D B    . S d, n  N0 , 
d ≤ n,   k  N  ∞  M ⊆ Rn.

Denition 11.14 (P, U  R). Eine 
 Ck-P M (D d) ist ein Paar (V,), wobei V ⊆ Rd

eine oene Teilmenge und  : V → Rn eine Ck-Einbettung ist so, dass es eine oene
Teilmenge U von Rn mit (V ) = M  U gibt. Eine  Ck-R
 M ist ein Paar (V,), wobei

V ⊆ Rd
≥0 := Rd−1 × [0,∞[

eine (relativ) oene Teilmenge ist und  : V → Rn eine Ck-Einbettung ist so, dass es
eine oene Teilmenge U von Rn mit (V ) = MU gibt. Eine  Ck-P
 M ist eine lokale innere oder Randparametrisierung von M der Klasse Ck.

Wir nennen M eine Ck-U  D d  R g. d. w. es
für jeden Punkt x0  M eine lokale Ck-Parametrisierung (V,) mit x0  (V ) gibt.
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Sei M eine solche Untermannigfaltigkeit. Wir denieren den  R 
M als die Menge

∂M :=




V  (Rd−1 × 0)

  (V,) lokale Ck Randparametrisierung von M



Bemerkungen. [U  R]

() E  D 4.37: S S ⊆ Rm  V ⊆ S. V  () 

 S . . .    T ‹V ⊆ Rm  ,  V = S  ‹V . W
 (V,)  R ,   V  R Rd−1 × 0
 Rd

≥0 . I  F  V    Rd.

() E Ck-E  : V → Rn    Ck-I,   
U . I R V ⊆ Rd

≥0  D   V  (-
 V (Rd−1×0)). D     ,   : V → Rn

 I .

S  M ⊆ Rn  Ck-U  D d  R.

() D  R  M  , . .,  ̈   k . (k
  Ck .)

() F (V,)  (V ′,′)  Ck R  M , 


′−1



V  (Rd−1 × 0)


⊆ Rd−1 × 0,

. .,   P x0  M  R ̈   Ck-R
(, V ) ,    ̈    Ck-R,
 B x0 ̈.

() F M ( Rn)    d < n,    I  M 
   topologische Rand  M  M . D  R 
  R  M   . A  K 
  ,   A R  .

() D D d  M  , . .,  M  Ck-U
 Rn  R  D d   D d′ ,   d = d′. D
   A ̈  U  R. (S
P 9.18.)

() F V   T  Rd−1×]0,∞[ ,   (V,)  -
 P . . .   R . D B (V )
   R  M    ,   
R .
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() W ̈   D f :]0,∞[→ R ( B f := )
 

 : Rd−1×]0,∞[→ Rd = Rd−1 × R, (z, t) :=

z, f(t)




F (V,)   P ̈ M ,  

−1(V ), ◦




R ̈ M . D ,   T M  Rn 
U  R  . . .  Rand -P ,
 B M ̈.

Beispiel. [U  R] J Ck-U  Rn 
D d   Ck-U  Rn  D d  R. D
  S 9.30 (C  U). I  F 
  R .

A B  U  R   
U: S M ⊆ Rn   T.

Denition 11.15 ( U). Eine (globale) Ck-Parametrisierung
von M ist ein Paar (V,), wobei V ⊆ Rd ein beschränktes oenes Ck-Gebiet ist und
 : V → Rn eine Ck-Einbettung mit Bild M ist. Wir nennen M ⊆ Rn eine -
 ()  Ck-U  D d  R
g. d. w. es eine globale Ck-Parametrisierung von M gibt.

Bemerkung 11.16. [ U] J  -
 Ck-UM  R   Ck-U
  R

∂M = (∂V ),

 (V,)  Ck-P  M   ∂V   R 
V .

Beispiel. [H̈] D  H̈

M :=

x  Sn−1

 xn ≥ 0

⊆ Rn

    U  D n1  -
 R    Ä

∂M = Sn−2 × 06

U  ,   V := Bn−1   : V → Rn   E̈
 U   P   S̈   -
 E. (S  Ü 4  5.)

6Sn−1 = x  Rn  ∥x∥ = 1 ist die Einheitssphäre.
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S M ⊆ Rn  C1-U  D d  R. F̈ 
x  M    T  M  P x 

TxM := D(−1(x))(Rd) ⊆ Rn,

 (V,)   C1-P  M  ,  x  (V ).

Bemerkung. I F x  M \ ∂M   ̈ S 9.41 (C
 T)   ̈ D  T ̈.

F̈  U W  Rn   

W⊥ =

v  Rn

 ⟨v, w⟩ = 0, ∀w  W


  K  W ̈  S. W -
  ,  M = d = n 1.

Denition 11.17 (E). Eine K  M (oder ein
E  M) ist eine Abbildung ν  C(M,Rn) so, dass

ν(x)  TxM
⊥, ∥ν(x)∥ = 1, ∀x  M (11.10)

Bemerkung. M    ν   Orientierung von M .

Beispiel 11.18. [K  S̈] D A

ν : M := Sn−1 → Rn, ν(x) := x

 ν  K,  A 11.3.

Beispiel 11.19. [M̈] DM̈M ⊆ R3   , . .,
   K  M . A 11.5  .

D M̈   A F M̈ ,  A 11.4.

Bemerkungen. • E U  Rn  D n  1 
R   Hyperäche.

• J  ()  C1-H̈ M ⊆ Rn  -
. S ̈  : V → Rn  C1-P  M . W 
 durch  induzierte Koorientierung ν : M → Rn,   , 
ν(x)  TxM

⊥   V  L̈ 1  , 

D1(
−1(x)),    , Dn−1(

−1(x)), ν(x)

  B  Rn . (Ü S ,  ν    !)
F n = 3,  

ν(x) =
D1 ×D2D1 ×D2



−1(x)


, ∀x  M (11.11)
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A 11.3: K 
S̈.

A 11.4: A F
M̈,  M,
1790–1868.

A 11.5: E   K  M̈: W  -
 ,     K . W   F, 
 K    S  B   . (D 
F ̈   .) W    M̈ . D K-
   . S    A  ,
  K   . D   W. D   
K  M̈.
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Beispiel 11.20. [K  H̈] W   A

 : B2 → R3, (y) :=

y,
»

1 ∥y∥2



D    E  B     H̈ (
R)

S2
+ :=


x  S2

 x3 > 0



W 

D1(y) =

Ü
1
0

 y1
1 ∥y∥2



, D2(y) =

Ü
0
1

 y2
1 ∥y∥2



,

D1(y)×D2(y) =


0 +

y1
1 ∥y∥2

0 +
y2

1 ∥y∥2
1



, (11.12)

D1(y)×D2(y)
 =

 
∥y∥2

1 ∥y∥2 + 1 =
1

1 ∥y∥2
, (11.13)

ν((y)) =
D1(y)×D2(y)D1(y)×D2(y)

 (̈ (11.11))

=

y,
»

1 ∥y∥2

= (y) (̈ (11.12,11.13)).

D , 
ν(x) = x, ∀x  S2

+

D    K  B 11.18 ̈.

S Σ ⊆ R3  C1-F̈7  R  ν  K  Σ.

Denition 11.21 ( O). Wir denieren die  ν 
O T  ∂Σ wie folgt. Seien x  ∂Σ und (V,) eine lokale C1-Randparametrisierung
von Σ, deren Bild x enthält und die (11.11) erfüllt. . Wir denieren y := −1(x) 
V  R× 0


⊆ R2

≥0 und

T (x) :=
D1(y)

∥D1(y)∥
 R3

Bemerkungen 11.22. [ O]

7d. h. eine zwei-dimensionale C1-Untermannigfaltigkeit von R3
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1
05

0
05

11
05

0
05

1
0

05

1

A 11.6:  K

() D O T  , . .,  ̈    W 
(V,) . (Ü S  !)

() F (V,)   C1-P  Σ ,  ν , . . (11.11)
̈,    O  

T =

Ç
D T

∥D T∥


◦ −1 : ∂Σ → R3,

 T   O  ∂V ⊆ R2 . (S D 11.11.
Ü S  !)

Beispiel 11.23. [K   O] F̈ a ] 1, 1[ 
  K

Σa :=

x  S2

 x3 ≥ a



S A 11.6. Σa    F̈  R. U   F a > 0 8

,   V := B2√
1−a2

  A

 : V → R3, (y) :=

y,
»

1 ∥y∥2



D     P  Σa. G̈ B 11.16  Σa

 ̈   F̈  R  

∂Σa = 

∂V = S1√

1−a2


= S1√

1−a2
× a

(Ü S    G!) W   K  Σa

 
ν : Σa → R3, ν(x) := x

8Im Fall a ≤ 0 folgt die Aussage mit Hilfe der stereographischen Projektion durch den Südpol.
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A 11.7: Jø P G, ̈ M  A, 1850–
1916.

D O  ∂Σa = S1√
1−a2

× a   ν 

T : ∂Σa → R3, T (x) =
1√

1 a2


 x2, x1, 0




I F a > 0    B 11.20 (K  H̈)  B-
 11.22(()). (W?) I   S     ̈
A,    P   S̈  P-
 . I F a = 0  Σ0    H̈,  
, 

T (x) =

 x2, x1, 0




11.4 Integral einer Funktion über eine

Untermannigfaltigkeit, Zusammenhang mit

dem Kurvenintegral

F̈ D  I  F ̈ U ̈
 F. S A  Rn×d.

Denition (G M). Wir denieren die zu A gehörige  M
als die Matrix ATA. Wir denieren die zu A gehörige  D als
(ATA), die Determinante der gramschen Matrix.

D M   Jø P G ,  A 11.7.

Hilfssatz 11.24 ( D). (i) Es gilt (ATA) ≥ 0.
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(ii) Falls die Abbildung Rd ∋ v → Av  Rn injektiv ist, dann gilt (ATA) > 0.

B: D    S ̈  M. (S 
A.)

S M ⊆ Rn   C1-U  D d  R.

Proposition 11.25 (I  F ̈ U). Es gilt:

(i) Es gibt ein ℓ  N0, und für jedes j = 1,    , ℓ gibt es eine lokale C1-Parametrisierung
(Vj ,j) von M und eine Jordan-messbare Menge Sj so, dass

Sj ⊆ Vj ,

j(Sj)  k(Sk) = ∅, ∀j ̸= k, (11.14)
ℓ

j=1 j(Sj) = M

Seien jetzt f  C(M,R) und ℓ, (j , Sj)j := (Vj ,j , Sj)j=1,...,ℓ wie in (i). Wir
denieren

I

f,j , Sj


:= I


f, (j , Sj)j



:=

ℓ

j=1



Sj

f ◦ j

»



(Dj)TDj


dy9 (11.15)

(ii) Die Zahl I

f,j , Sj


hängt nicht von (j , Sj)j ab.

D B  ()    K   P ̈  D-
,  ,  (AB) = A B, ̈  A,B  Rn×n.

Bemerkung. G̈ H 11.24()  

(Dj)

TDj


 . D

  Q  Z (  ). D   I 
  S  (11.15) . D  I  Vj    Sj

J- ,   I R- ̈ Sj . D  S
 (11.15)   .

Denition 11.26 (I ̈  U  R). Für
jedes f  C(M,R) denieren wir das R-I  f (̈ M) als



M

f dA := I

f,j , Sj


,

9Wir identizieren hier die Ableitung von ψj an der Stelle y, d. h. die lineare Abbildung Dψj(y),
mit der Jacobimatrix Jψj

(y).
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wobei die rechte Seite durch (11.15) gegeben ist mit einer beliebigen Kollektion (j , Sj)j
wie in Proposition 11.25((i)). Wir denieren das d-dimensionale Volumen von M als

Vd(M) :=



M

1 dA (11.16)

Bemerkung. G̈ P 11.25   I .

Beispiel 11.27. W   1- V  E M =
S1, . .  L̈, ̈  D 11.26. D   ℓ := 2 

V1 :=]0, 2π[, 1 : V1 → R2, 1(y) :=


 y
 y


, S1 :=


π
2
, 3π

2


,

V2 :=] π, π[, 2 : V2 → R2, 2(y) :=


 y
 y


, S2 :=


π

2
, π
2




F̈ j = 1, 2   Dj(y) =

  y
 y


·, 

Dj(y)
TDj(y) = (  y)2 + ( y)2 = 1,


»

 (Dj(y)TDj(y)) = 1 (11.17)

G̈ D 11.26 

V1(S
1) =



S1

1 dA

= I

1,j , Sj



=

2

j=1



Sj

1 · 1 dy (̈ (11.15,11.17))

= S1+ S2
= 2π

D L̈  E   2π. D    ̈,   
B 11.3  .

Bemerkungen. [I ̈  U  R, -
 I]

() F d = n,  

»



(Dj)TDj


=

» (Dj)T
 (Dj)

 =
 (Dj)


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D , 



M

f dA =

ℓ

j=1



Sj

f ◦ j

 Dj

 dy

=

ℓ

j=1



ψj(Sj)

f dx (̈ S 10.25, S)

=



M

f(x) dx

(̈  R-I). D R  ̈
d < n  S,  Dj(y)   A  Rd  Rn  
    D ,  d = n.

() I F d = 1   I ̈  U ̈ 
 K,  P 11.28. D I  B  
 . S M = C ⊆ Rn  C1-K  R  f : C → R .
W   F,      I V    C1-
P  = x : V → C . D  Dx = ẋ, 

(Dx)TDx = ẋT ẋ = ∥ẋ∥2

  »



(Dx)TDx


= ∥ẋ∥

D    F, 


C

f dA =



I:=V

f ◦ x
»



(Dx)TDx


dy

=



I

f ◦ x ∥ẋ∥ dt

=



C

f ds

(S D 11.2, K. S     
S   F  R ,   D  
 R.)

() W     S. I 

M
f dA  (d + 1)-

 V ( V)  G  Rn+1  M × 0
  G  f . U  ,  P  P  D-
 ≤ d  Rn,   U 0 ̈. W   d-
V  P 

Vd(P ) := Vd(O(P )), (11.18)
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 O : Rn → Rn   T  ,  O(P ) ⊆ Rd×0,
  Rd × 0  Rd . Vd(P )  , . .,  
  O,    S  (11.18) ̈   O .

B   B  F,  d = 1, n = 3  P  1-
P,   S,  R3 . D ̈  O   D
 R3 ̈,  P   x1-A . V1(P )    F
 L̈  S.

D D (11.18)   ,   d- V
 M   ,    M .

S  Ψ : Rd → Rn   A  Q ⊆ Rd  Q. D B
 Q  Ψ   P  Rn  D ≤ d.

Behauptung. Es gilt

Vd(Ψ(Q)) =
»

(ΨTΨ) Vd(Q) (11.19)

Beweis der Behauptung: W ̈   T O :
Rn → Rn , 

O Ψ ⊆ Rd × 0
G̈ (11.18) 

Vd(Ψ(Q)) = Vd

O(Ψ(Q))


 (11.20)

W 

OΨ =


B
0


,

 B  L(Rd,Rd). E  O(Ψ(Q)) = B(Q)× 0  

Vd

O(Ψ(Q))


= Vd(B(Q))

=  BVd(Q) (T, K 10.30).
(11.21)

E 10

BTB = ΨTOTOΨ = ΨTΨ, (11.22)

 B =
»

(B)2

=
√
BTB

=
»

(ΨTΨ) ( (11.22)). (11.23)

10Hierbei fassen wir B etc. als Matrizen auf.
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(G̈ H 11.24()  (BTB) ≥ 0    W  Z
   Z.) I  (11.20,11.21,11.23) , -
 

Vd(Ψ(Q)) =
»

(ΨTΨ) Vd(Q),

. .  G (11.19). D   B. 

S  y0  Vj . W 

Φj,y0 : R
d → Rn, Φj,y0(y) := Dj(y0)(y  y0) + j(y0) (11.24)

D     N̈  j  y0. (V  (8.9).) H
 j   QQM y0   
d- P j(Q) = Φy0(Q)  Rn . W :

dy := Vd(Q),

dA := Vd(j(Q)) = Vd

Φj,y0(Q)




(F  dyi ̈  L̈  i- S  Q ,  , 
dy = dy1 · · · dyn.) G̈ (11.24,11.19)  Ψ := Dj(y0)  

dA =
»



Dj(y0)TDj(y0)


dy (11.25)

E 



M

f dA =


j



Sj

(f ◦ j)
»



(Dj)TDj


dy (̈ D 11.26)

=


j



y0Sj

f(j(y0))
»



Dj(y0)TDj(y0)


dy ()

=


x0M
f(x0)dA ( ̈ (11.25)  x0 = j(y0)),

     (d + 1)- V ( V)  G-
  Rn+1  M × 0   G  f .

() I B [DK04]   I  F ̈  U-
  H  Z   ,  [DK04, D 7.1.2,
. 490]. D D  ̈  D 11.26. I  B-
  D 11.26   .

() I B [DK04]  ̈

M
f dA  N


M
f(x)ddx , 

[DK04, D 7.3.1, . 495].
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I F d = 1   I ̈  U   K-
 ̈:

Proposition 11.28 (K, I ̈ U). Seien C
eine kompakte C1-Kurve in Rn (ohne Rand), f : C → R eine stetige Funktion und
Ij = [aj , bj ], xj


j=1,...,ℓ

wie in Denition 11.2 (Kurvenintegral). Dann gibt es eine Kol-

lektion

Vj ,j , Sj


wie in Proposition 11.25((i)) (Integral über Untermannigfaltigkeit)

mit M = C so, dass
I

f, (Ij , xj)j


= I


f, (j , Sj)j


,

wobei die linke Seite wie in (11.1) deniert ist und die rechte Seite wie in (11.15).

D I  B  P   B 11.4() ̈.

Korollar 11.29 (K). Das Kurvenintegral

C
f ds ist wohldeniert, d. h.,

es hängt nicht von der Wahl der Kollektion (Ij , xj)j ab.

Beweis des Korollars 11.29: G̈ P 11.25() (I ̈ U-
) ̈ I


f,j , Sj


   W  K (j , Sj) . G̈

P 11.28 ̈ I

f, (Ij , xj)j


    K (Ij , xj)j . D

 K 11.29. 

11.5 Integral über parametrisierbare

Untermannigfaltigkeit, zweidimensionaler

Fall, Fluss eines Vektorfeldes durch

Hyperäche

D A  [S, 8.6]. F̈  F    -
 U ̈   I  H  
P . D   I  B.

Bemerkung 11.30. [I ̈  U] S
M ⊆ Rn  d-   C1-U,
 : V → M  () C1-P  f  C(M,R). E 



M

f dA =



V

f ◦ (y)
»



D(y)TD(y)


dy (11.26)

D    T,   E̈ V    P-
  M .
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A 11.8: D  d- U  
B.

I  B   B 11.30 .

Beispiel 11.31. [I ̈ U] S M ⊆ Rn  D 
d- U W ⊆ Rn    E
B

n
,  A 11.8. U  V  M  , ̈  

 T O : Rn → Rn ,  O

Rd × 0


= W . (Ü S

,     O !) W 

ι : Rd → Rn, ι(y) := (y, 0),  := O ◦ ι : Bd → Rn

E 

M = (B
d
),

D(y) = Oι,⇒ hψ :=
»



D(y)TD(y)


=

»



ιTOTOι


= 1

G̈ B 11.30  , 

Vd(M) =



M

dA =



B
d
hψ dy = Bd

(D  S   Ü 5 .) D    I
̈,   d- V  ,    
T  M .

I F d = 2  n = 3 ̈   I ̈  F̈   .

Hilfssatz 11.32 ( D ̈  3× 2-M). Für jedes A  R3×2

gilt, dass
(ATA) = ∥A1 × A2∥2,

wobei Aj die j-te Spalte von A bezeichnet.
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A 11.9: D V D1(y)×D2(y).

B: Ü 8

Bemerkung. A  H ,   F d = 2  n = 3 , 

»



(D)TD


=

D1 ×D2
, (11.27)

 A 11.9.

Beispiel 11.33. [F̈  K    (H-
)S̈] F̈ a > 0    K

Σa :=

x  S2

 x3 ≥ a



S A 11.6. W   F̈  Σa. D  
   P  Σa  

 : B
2√
1−a2 → R3, (y) :=


y,
»

1 ∥y∥2



G̈ B 11.20 ( (11.13)) 

D1(y)×D2(y)
 =

1
1 ∥y∥2

 (11.28)
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D F̈  Σa   

Σa = V2(Σa)

=



Σa

1 dA

=



B
2√

1−a2

1
1 ∥y∥2

dy (̈ B 11.30, (11.27,11.28))

= 2π

 √
1−a2

0

1√
1 r2

r dr (̈ K 10.27, I   F)

= 2π
√
1 r2

r=
√
1−a2

r=0

= 2π(1 a)

I L a → 0    F̈    H̈
Σ+ =


x  S2

 x3 ≥ 0

, ̈

Σ+ = 
a0

Σa = 
a0

2π(1 a) = 2π

D    F̈    H̈ Σ− :=

x 

S2
 x3 ≤ 0


,    D  Σ+ . D S̈ S2   V-

   H̈ Σ±. D D  H̈  
Ä


x  S2

 x3 = 0

,  F̈  0 . D ̈ 

F̈  S̈ S2

S2 = V2(S
2) = Σ++ Σ− = 2 · 2π = 4π

Bemerkung. H   F n = 3  d = 2 ̈ D 11.26 
(11.25,11.27)  j = , 

dA =
D1 ×D2

 dy
W ̈    F̈   F̈̈ .
D A

D1×D2
   F̈  P,   D1

 D2  .

S M ⊆ Rn   C1-H̈  R, X  C(M,Rn)  V
 ν : M → Rn  K.

Denition 11.34 (F  H̈). Wir denieren den F  X 
M ̈ ν als das Integral



M,ν

X · dA :=



M

X · ν dA, (11.29)

wobei die rechte Seite wie in Denition 11.26 (Integral über eine kompakte Unterman-
nigfaltigkeit) deniert ist.
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A 11.10: ρ   V  P,    
F̈̈  F̈ dA   vdt  ,   
A T,    Z dt    F̈̈ .
D A   ρ(v dt) · ν dA = X · ν dA dt = X · dA dt.

Bemerkungen 11.35. [F   H̈]

() H  dA = νdA   N 



M,ν

X · dA =


xM
X · dA (11.30)

() I Fall n = 3   F

M,ν

X · dA   (Ober-)Flächenintegral 
X  Σ = M .

() D N Fluss      ̈
I . W   ̈11 ̈ F̈.
W  ρ(x) ̈  T12  F̈  P x  R3

 v(x) ̈  G  P x. D P  ρ  v
  V X := ρv : R3 → R3. D F  X   F̈ Σ ⊆ R3

  A T  F̈,   Z  Σ .13 D
    G (11.30)  A 11.10.

() D F

M,ν

X · dA  V X durch eine Hyperäche M  
D 11.34    Fluss X ,    B 8.48
 . I E   U  
.


M,ν

X · dA   ̈ ux  X ow .

11Das bedeutet, dass ihre Geschwindigkeit in jedem Punkt zeitlich konstant bleibt.
12Diese Grösse wird auch Teilchendichte genannt.
13Die Einheit dieses Flusses ist sec−1.
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() F (V,)   C1-P  Σ  ,  (11.11) ,
  

Σ,ν

X · dA =



V

(X ◦ ) ·

D1 ×D2


dy (11.31)

D   B 11.30 (I ̈  U-
)  (11.27).

Beispiel 11.36. [F  K] F̈ a > 0    K

Σa :=

x  S2

 x3 ≥ a


  K ν  Σa   V X  Σa  

ν : Σa → R3, ν(x) := x, X ≡ e3

F: 

Σa,ν

X · dA =?

U  F  ,     P  Σa

 

 : B
2√
1−a2 → R3, (y) :=


y,
»

1 ∥y∥2



G̈ B 11.20 ( (11.12)) 

D1(y)×D2(y) =

Ñ y
1 ∥y∥2

1



   K  Σa     ν ̈. G̈ (11.31)
 , 



Σa,ν

X · dA =



B2√
1−a2

e3 ·

Ñ y
1 ∥y∥2

1


dy

=



B2√
1−a2

1 dy

= π(1 a2) (11.32)

I   G ̈ a → 0 ,   :

F  X    H̈ Σ0 =



Σ0,ν

X · dA = π
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11.6 Satz von Stokes, Anwendung:

Maxwellgleichung, faradaysches

Induktionsgesetz der Elektrodynamik

D A  [B96, 6.4]  [S, 8.7]. D S  S ,
  F  R  V ̈   F̈  R3 
 I  V ̈  R  F̈ . E  D
8.47(): S U ⊆ R3   X   V  U . E
 D 8.47: D Rotation von X   V

⃗X := ×X :=

Ñ
D2X

3 D3X
2

D3X
1 D1X

3

D1X
2 D2X

1


: U → R3

Beispiel 11.37. [R] W 

X : R3 → R3, X(x) :=
1

2


 x2, x1, 0




E 
×X(x) ≡ (0, 0, 1) = e3

Bemerkung. F̈  M  N Rotation   B 8.50.

D H  A   S.

Satz 11.38 (S). Seien Σ ⊆ R3 eine kompakte C2-Fläche, ν : Σ → R3 eine
Koorientierung, U ⊆ R3 eine oene Umgebung von Σ und X  C1(U,R3). Dann gilt,
dass



Σ,ν

(×X) · dA =



Σ

(×X) · ν dA =



∂Σ,T

X · ds =



∂Σ

X · T ds, (11.33)

wobei T die durch ν induzierte Orientierung von ∂Σ ist.

A 11.11   S. I W  : D F  R
 V    F̈    K 
V ̈  R  F̈.

B: [S, S 8.7.1, S. 221]  [DK04, T 8.4.4, . 560]

Bemerkungen. • D S  S    S  G (S 11.12)
 ,  Σ   .
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A 11.11: S  S.

• D S  S   A   P, 
  S̈    E. E   B -
,   ,    I     M-
 ̈ . (S B 11.40  Ü 9.) D
G ,    ̈  F   
K  R   S ,    
Ä   F     K 
F̈ .14 (S [DK04, E 8.26 () (F’ ), . 748 ].)

• D S  G 11.12   S  S  S,   Σ =
V × 0 ⊆ R3.

• D S  S   W T = L K .
(S A 11.12.) E ̈ G S . (S A
11.13). S   S   P  Smith’s Prize exam  
U̈ C. (S A 11.14.)

Beispiel 11.39. [F  K   S  S]S a > 0. W


Σ :=

x  S2

 x3 ≥ a

, ν : Σ → R3, ν(x) := x

I B 11.36    F



Σ,ν

e3 · dA

14Die Spannung ist dieser Änderung entgegengerichtet.
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A 11.12: W T =
L K,  P 
I, 1824–1907.

A 11.13: G S, -
 M  P,
1819–1903.

A 11.14: D  S  A  S  S  Smith’s
Prize exam  J 1854.

  D. W   F  ,   S 
S. D  

X : R3 → R3, X(x) :=
1

2


 x2, x1, 0


,

T : ∂Σ → R3, T (x) =
1√

1 a2


 x2, x1, 0


,

   B 11.37  11.23. G̈ S 11.38 (S)   B
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11.37 (R)  11.23 ( O) 



Σ,ν

e3 · dA =



Σ,ν

(×X) · dA

=



∂Σ,T

X · ds

=



∂Σ

X · T ds

=
1

2
√
1 a2



S1√
1−a2

×a


(x2)

2 + x2
1


ds

=
(1 a2)2π

√
1 a2

2
√
1 a2

= π(1 a2)

D    B  B 11.36 ̈.

Bemerkung. I  B    S  S R.

I  B    S  S ,     
M  E   I .

Beispiel 11.40. [M,  I, S  S]
W    F E    F B  F 
Z t  R   O x  R3. E   M , 

× E = ∂B

∂t
 (11.34)

D G   J C M ,  A 12.4. D
 I ,    ̈  F 
  K  R   S ,   
 Ä   F     K 
F̈ .15 U   ̈,   ,  E  B   K
C1 . W    C2-F̈ Σ  R3   K ν
 Σ. W  T ̈   ν  O  R ∂Σ. D
 I , 

(S ̈  K C := ∂Σ) =



C,T

E · ds =  d

dt



Σ,ν

B · dA (11.35)

15Die Spannung ist dieser Änderung entgegengerichtet.
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A 11.15: J C M-
, 1831–1879,  P.

A 11.16: M F,
1791–1867,  E-
.

D G   M F ,  A 11.16. W 
 G   M (11.34)   S  S : E




C,T

E · ds =


Σ,ν

(× E) · dA (̈ S 11.38, S)

= 


Σ,ν

∂B

∂t
· dA (̈  M (11.34))

=  d

dt



Σ,ν

B · dA

D  G    S  L ̈  K.
D S ̈   Masstheorie.

D    I (11.35). D  I
   integrale ( globale) F   G,  M-
 (11.34)   dierentielle16 F .

Bemerkungen. • D F I ,    ̈
 F   F̈,    D  , -
 S  D . D P    G ̈
E  G.

• F̈  ̈ B  M   
I   V Elektromagnetische Felder und Wellen.

16d. h., mittels Ableitung formulierte
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11.7 Divergenz, Satz von Gauß,

strömungsmechanische Interpretation der

Divergenz, Anwendung: Maxwellgleichung,

Gaußsches Gesetz der Elektrostatik

D A  [B96, 6.2, 6.3]  [S, 8.8]. D S  Gß ,
  I  D  V ̈  C1-G  Rn  
F  V   R  G . D S   
R   P,  B   S̈   E. M
H  S    n- V  S̈ Sn .
U  S  ,   F. S U ⊆ Rn   C1-
G  X  C1-V  U .

Denition 11.41. Wir denieren die D (oder Q) von X als die
Funktion

X :=  ·X :=

n

i=1

DiX
i

Bemerkung. F   ·X  S   =

D1,    , Dn




X . D   G ̈  N  ·X .

Beispiel 11.42. [D] W   E-V

X :=  : Rn → Rn, X(x) := x

D D  X   

 ·X =

n

i=1

Dixi ≡ n

Denition 11.43 (K  R). Sei U ⊆ Rn ein C1-Gebiet. Wir de-
nieren die    K17  ∂U als die Abbildung

ν : ∂U → Rn, ν(x0) :=
g(x0)

∥g(x0)∥
, (11.36)

wobei U ′ ⊆ Rn eine oene Umgebung von x0 ist und g  C1(U ′,R) eine Submersion
ist so, dass

U  U ′ = g−1(]∞, 0[)

Bemerkungen. • (U ′, g)  ̈  D  C1-G.

17(oder das nach aussen weisende Einheitsnormalvektorfeld)
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A 11.17: C F Gß,
 M, 1777–1855.

A 11.18: S  Gß.

• ν(x0)   L̈ 1     Tx0∂U ,  ̈  V
v  Tx0∂U , 


ν(x0), v


=

Dg(x0)v

∥g(x0)∥
= 0

D     G g−1(0) = U ′  ∂U  S 9.41 (C-
  T).

• ν(x0) ̈    W  (U ′, g) .

Satz 11.44 (D  Gß). ([DK04b, Theorem 7.8.5, p. 529]) Seien U ⊆
Rn ein beschränktes C1-Gebiet und X  C1(U,Rn). Dann ist das Integral der Divergenz
von X über U gleich dem Fluss von X durch den Rand von U , d. h.



U

 ·X dx =



∂U,ν

X · dA =



∂U

X · ν dA, (11.37)

wobei ν die nach aussen weisende Koorientierung von ∂U ist.

B: [DK04, T 7.8.5, . 529]  [S, S 8.8.1, S. 224] (F n = 3)

D S   C F Gß ,  A 11.17. A
11.18   S.

Beispiel. [S  Gß ̈ n = 1,  H  D-  I-
]W   F n = 1   ]a, b[:= U , f := X . D
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 S 11.44 (Gß), 

 b

a

f ′ dx =



U

D1X
1 dx

=



U

 ·X dx

=



∂U

X · ν dA

= f(b) · 1 + f(a) · (1)

= f(b) f(a)

D    H  D-  I.

Bemerkung. [B  S Gß] D B  S Gß  
  H  D-  I. D I ,  S
 Gß   S  F    F  
   H  D-  I . S 
B  [DK04, T 7.8.5, . 529].

Beispiel 11.45. [S  Gß  V  S̈] W   (n1)-
 V  S̈ Sn−1 := Sn−1

1 (0),    S  Gß 
 E-V

X :=  : B
n
:= B

n

1 (0) → Rn, X(x) := x

. D    K  ∂Bn = Sn−1   ν(x) =
x . (V S   B 11.18.) E , 

Vn−1(S
n−1) =



Sn−1

1 dA

=



Sn−1=∂Bn

X · ν dA

=



Bn

 ·X dx (̈ S 11.44, Gß)

=



Bn

n dx ( B 11.42)

= nVn(B
n)

=





2πk

(k  1)!
,  n = 2k,

2πk


k  1

2

 
k  3

2


· · · 1

2

,  n = 2k + 1,
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    S  A  Ü 7 (V  E-
)  . I  

V1(S
1) =

2π1

(1 1)!
= 2π, V2(S

2) =
2π1

1
2

= 4π

D    R  B 11.3, 11.27  11.33 ̈. W 
, 

Vn(B
n) → 0, Vn(S

n) → 0, ̈ n → ∞

(Ü S  !)

Bemerkung 11.46. [̈ I  D, M
̈  N] W  S  Gß   D  -
 ̈ I   A T  F̈
  G,   V  Z    G
     R divergieren. U   -
,    ̈̈ F̈. (V  B
11.35().) W  ρ(x) ̈  T  F̈  P
x  R3  v(x) ̈  G  P x. D P  ρ 
v   V X := ρv : R3 → R3. S x0  R3  r ]0,∞[. W 
Ur := B3

r (x0). E 

1

Ur
· A T,    Z  Ur ̈

=
1

Ur



∂Ur

X · dA ( A 11.10)

=
1

Ur



Ur

 ·X dx (̈ S 11.44)

→  ·X(x0) ̈ r → 0

D  G ̈  K ,   W   · X  B Ur

    ·X(x0) ,  r > 0  . A 
:

 ·X(x0) (11.38)

= D  X = ρv  P x0

= A T,   V  Z    B

,    R divergieren

D    N D. F  D  x0  , 
̈  F̈  G    B  x0   . D
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  B,   L ̈. W ̈   D 
T  B  E-V X(x) := x  x0 = 0 .
(Z S  V! V S  B 11.42!)

W   ,   F̈  Q  S , . . -
   . G̈ (11.38)  

 · (ρv) = 0

D W   ,   F̈ inkompressibel , . .  -
̈  . D ,  ρ   ̈ 
. I  F 

ρ · v =  · (ρv) = 0,   · v = 0

DD G    F̈
 . E  F̈   B   N̈ 
W ,     R . D G·v =
0    S̈   R. S̈    V-
  S RW Fluiddynamik I (4. S, G) 
Fluiddynamik II (5. S, V) .

M H  S  Gß     S, S 11.12 (G)  .

Beweis des Satzes 11.12 (Green): S U,X    S .
W   T : ∂U → R2   O  R ∂U  
ν : ∂U → R2     K. F̈  x  ∂U  ν(x)
   π

2
 U  V T (x), . .

ν = (T 2,T 1) (11.39)

D    D  T  ν  H  S g : U ′ → R,
 U  . (Ü S  !) W 

Y := (X2,X1) : U → R2

D  X  π
2
 U . Y   C1-V  D

 · Y = D1X
2 D2X

1 = X
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A S 11.44 (Gß)  , 



U

X dx =



U

 · Y dx

=



∂U

Y · ν ds

=



∂U


X2T 2 X1(T 1)


ds ( (11.39))

=



∂U

X · T ds,

 . D  S 11.12. 

I  B    S  Gß ,      M-
  E  Gß G .

Beispiel 11.47. [M, GßG, S  Gß] W 
  F E    L ρ  F  O
x  R3. W 

0 :=  F ≈ 89 · 10−12−1−34A2

E   M , 

 · E =
ρ

0
 (11.40)

D Gaußsche Gesetz ,   F   F ̈  R
 G   L  G . U   ̈, 
 ,  E   K C1 . W   ̈ C1-G U ⊆ R3.
W  ν : ∂U → R3 ̈     K  R
∂U 

Q :=  L  G U .

D Gß G :

F   F   R ∂U =



∂U,ν

E · dA =
Q

0
 (11.41)

W   G   M (12.11)   S  Gß
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: E 



∂U,ν

E · dA =



U

 · E dx (̈ S 11.44, Gß)

=
1

0



U

ρ dx (̈  M (12.11))

=
Q

0


D   Gß G (11.41).

D Gß G    integrale F   G, 
M (12.11)   dierentielle F . D G  
 V Elektromagnetische Felder und Wellen ̈  (ITET:
4. S, RW: W, 6. S).





Kapitel 12

Ausblick auf Analysis 3: partielle
Dierentialgleichungen,
Maxwell-Gleichungen der
Elektrodynamik und
Wellengleichung

12.1 Einleitung

I   V ̈  I  A  A 3
,   D  . G ,  
partielle Dierentialgleichung (PDG)  G ̈   F,  
 F    A ( ̈ O) . S
G      G. D 
  F  R     G̈,  
O     Z ̈.

E B   P   Wellengleichung,     A-
  S   W . (S  V-
 Physik I (ITET, RW)  Elektromagnetische Felder und Wellen (ITET:
4. S, RW: W, 6. S). E  B   Diusionsglei-
chung,  ,    ̈ V  S-
  . D Schrödingergleichung   Z
  S. (S  V Physics II (ITET).)
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D Maxwell-Gleichungen   System  D, 
 Z      F . (S
A 12.4.)

E Z  T   D  ,   D-
  ̈. I  F   L̈   F .
E Z  V A 3  ,  F ̈ W,  D-
   L-G ( A 12.3)  . E
 Z  , E  L̈   PDG  .
Z B   L̈  D   R-
   M  A,   Z  
. (D L̈    E  S 
 S . D A   K  B-
 .)

D V Analysis 3     G ̈  V Nume-
rical Methods for Partial Dierential Equations (RW, G, 4. S).

12.2 Partielle und gewöhnliche

Dierentialgleichung, Beispiel:

Transportgleichung

U  B  PDG ̈  ,   ,  N = 1, 2,    
M  ̈ Z  0 . W  n  N   
T U ⊆ Rn ( B U = Rn). W   F

u : U → R,

. .  A,   P x  U   Z . W 

x =

x1,    , xn


=


x1,    , xn




u     F  n V x1,    , xn.
1 W  

̈ Z k.

Denition 12.1. Eine  D (PDG)  O k ̈ u ist
eine Gleichung der Form

F

x, u(x), partielle Ableitungen von u bis zur Ordnung k im Punkt x


= 0, ∀x  U,

(12.1)
1Manchmal werden wir für die i-te Variable einen unteren Index verwenden, also xi schreiben.

Manchmal werden wir dafür stattdessen einen oberen Index verwenden, also xi schreiben. Wenn die
Gefahr besteht, den oberen Index mit einer Potenz zu verwechseln, werden wir einen unteren Index
verwenden.
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wobei F eine feste Funktion ist.2

Bemerkungen. I E    D partial die-
rential equation, ̈ PDE.

F̈ i = 1,    , n   partielle Ableitung  u   i- V xi 
F uxi

: U → R,    

uxi
(x) := f ′(xi), 

f(t) := u

x1,    , xi−1, t, xi+1,    , xn




W  ̈  A 

∂iu := ∂xi
u :=

∂u

∂xi

:= uxi


Beispiel. [(̈)  A] W   F n = 2   F-
 u : R2 → R, u(x) := x1x2. D  A  F   

∂1u(x) = ux1(x) = u(•, x2)
′(x1) = x2,

∂2u(x) = ux2(x) = u(x1, •)′(x2) = x1,

∂2∂1u(x) = ux1x2(x) = (ux1)x2(x) = 1 = ux2x1(x)

(H  u(•, x2)  F  R  R   u(•, x2)(t) :=
u(t, x2).) A  (̈)  A   0.

W      F,  n = 1. D ̈ 
F u     V . E PDG     
̈ D (GDG).

Beispiele. [̈ D] B  B  F U = R
 k = 1, . .  GDG  O 1.

• S f : R → R   F   F F  

F

x, y0, y1


:= y1  f(x)

G̈ 12.1   F  GDG

F

x, u(x), u′(x)


= u′(x) f(x) = 0, ∀x  R,

. . u′(x) = f(x), ∀x  R (12.2)

2Wir nehmen an, dass diese Funktion nicht bezüglich aller partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
konstant ist.
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A  H  D-  I ,  ̈ 
K c  R  F

u(x) =

 x

0

f(t) dt+ c

 G (12.2) ̈      L̈  G
. D  S  A 1 .

• S a  R   F F  

F

x, y0, y1


:= y1  ay0

G̈ 12.1   F  GDG

F

x, u(x), u′(x)


= u′(x) au(x) = 0, ∀x  R,

. . u′(x) = au(x), ∀x  R (12.3)

D GDG   B  Z. D  x  R
 Z t. D  L̈   

u(x) = ceax,

 c  R   K . D  F  G
(12.3) ̈,   N. (R S  !) D   
L̈  G ,    E  P-L̈
̈ GDG. S [S, S 6.5.1, . 145].

S  n  N .

Beispiel. [T]

• E   D,   GDG ,   T-
   K. W   S
 U := Rn+1  t, x1,    , xn  ̈  x =


x1,    , xn


.3 F̈  

 F u : Rn+1 → R   

u := xu :=

Ö
ux1

...
uxn



3Wir schreiben also einen Punkt in Rn+1 als

t, x1, . . . , xn


= (t, x). Die Standardkoordinaten sind

kartesische Koordinaten.
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 G ̈ x. E  L A: D euklidische
innere Produkt auf Rn   

v · w :=

n

i=1

viwi = v1w1 +    vnwn

S v  Rn. D Transportgleichung zum Vektor v   

ut + v ·u = 0 (12.4)

S g : Rn → R    F.4 W   F

u : Rn+1 → R, u(t, x) := g(x tv) (12.5)

D F ̈  T (12.4). E  ̈

ut + v ·u =
n

i=1

gxi
(x tv)vi + v ·g(x tv)

( H  K  A 2)

=g(x tv) · v + v ·g(x tv)

=0

(F̈ D  K  Ü 2.)

Bemerkungen. [T]

• W   F n = 3    K t   Z.
D G (12.4)    T   S
u   S̈   G v,  Q, S
 D. u    R  S. I 
S  g = u(0, •),   K  Z t = 0.
G̈  L̈ (12.5)  ,  u(t, •),  K-
  Z t,    tv transportierte (. . )
A g  . (S A 12.1.) D  
N Transportgleichung ̈ (12.4).

• I   F  T   V v  Z-
 t   O x ̈. D ,  v   
zeitabhängiges Vektorfeld auf U = Rm . D  T
  T   S   S̈,  
 -  ̈ G v(t, x)  . D ,  
 F̈ inkompressibel, . .  ̈ .

4Das bedeutet, dass die ersten partiellen Ableitungen von g existieren und stetig sind.
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g

x

x tv x

u(t, x) = g(x tv)
tv

A 12.1: A: ,  V: ̈.

Beispiel. [ PDG] D G

u′(x) = u(x 1)

   D5,     F (12.1) . D P-
 ,   A (x  1)  F u   A (x) 
A . D G    retardierte Dierential-
gleichung (E delay dierential equation).

12.3 Laplace-, Wellen-, Wärmeleitungsgleichung

I  V A 3   drei grossen partiellen Gleichungen ,
̈:

•  L-G

•  W

•  W̈ = D

U  G ,     D.

Denition 12.2. Der L-O ∆ ist gegeben durch

∆u :=

n

i=1

∂2
i u =

n

i=1

∂

∂xi

∂

∂xi

u (12.6)

S  f : Rn → R  F. D inhomogene Laplace-Gleichung  Inhomoge-
nität f ( Poisson-Gleichung)   

∆u = f (12.7)
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A 12.2: P-S L,
1749–1827, ̈ M,
P  A.

A 12.3: S́ D P,
1781–1840, ̈ P 
M.

D G   P-S L  S́ D P ,
  A 12.2, 12.3. S    D 
O. W  ̈  F F 

F

x, y, y1,    , yn, y11,    , y1n, yn1,    , ynn


:=


n

i=1

yii


 f(x)6

D    L (12.7)  

0 = ∆u(x) f(x)

=

n

i=1

uxixi
(x) f(x)

= F

x, u(x), ux1(x),    , uxn(x), ux1x1(x),    , ux1xn(x), uxnx1(x),    , uxnxn(x)




(W   uxixj
(x) ̈  V yij .) D. .,  G (12.7)  

̈ F (12.1). D () L   P 
elliptischen PDG. S   B   P u, 
  L ρ  . I  F  f =  ρ

0
,  0

  F . D F f = 0   (homogenen) Laplace-
Gleichung PDG

∆u = 0 (12.8)

I F n = 3   G  B  G 
 S. D  u  S. (S  B-

5im Sinn der Vorlesung Analysis 3
6Hier kommen Variablen yij vor, die von zwei Indizes i und j abhängen.
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    D (12.10).)

W   (t, x) =

t, x1,    , xn


̈  K  Rn+1   t 

 Z  x   O . D W   PDG

utt = c2∆u, 7 (12.9)

 c > 0   K ,  Ausbreitungsgeschwindigkeit  .
D G   P  hyperbolischen PDG. I F n = 3 
 G  B  A  S. D  u  S-
. D G (12.9)    S  S.

D Wärmeleitungsgleichung ( Diusionsgleichung)   PDG

ut = a∆u, (12.10)

 a > 0   K . D G   P  paraboli-
schen PDG. D G ,    ̈ T 
 G  . D  n = 3, u  T  a  T-
̈. D G    Z  (S-
)K    S,   n = 3, u 
K  a  D .8

D S     G,    K (  Z)
 ̈, . .  ut ≡ 0. I  F   D (12.10) 
L (12.8).

D L̈   T  PDG (, , ) 
 E. Z B   L̈ W̈
  R   M  A, 
 Z   . D ,   T-  K-
 ̈  Z  . F̈  L̈  W
  E . S     L̈  
.

7Hier und im Folgenden ist ∆u immer noch die Summe der zweiten partiellen Ableitungen nach
allen Variablen xi, wie in (12.6). ∆u enthält also keine Ableitungen nach t.

8Wir nehmen hier an, dass die Substanz nicht chemisch reagiert.
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12.4 Systeme partieller Dierentialgleichungen,

Beispiel: Maxwell-Gleichungen der

Elektrodynamik, Zusammenhang mit der

Wellengleichung

U  System partieller Dierentialgleichungen    G 
F (12.1),   m  N    F u  A

u =

u1,    , um


: U → Rm

. D Maxwell-Gleichungen   S  D,
  Z   F̈ E    F
B . S    ( SI-E):

 · E =
ρ

0
Gß G ̈   F (12.11)

 ·B = 0 Gß G ̈   F (12.12)

× E+ ∂tB = 0 F I (12.13)

×B 0µ0∂tE = µ0j A G  M V
(12.14)

t := Z

∂t :=
∂
∂t

x = (x1, x2, x3) := O

 := x :=

Ñ ∂
∂x1
∂

∂x2
∂

∂x3


= ̈ G

E :=  F̈ ( F  t  x)

B := M =  F ( F  t  x)

ρ := L

j :=  S

0 :=  F ≈ 9 · 10−12Fm

µ0 :=  F ≈ 13 · 10−6NA2

(S  V Physik II (RW)  Elektromagnetische Felder und Wellen
(ITET: 4. S, RW: W, 6. S).) D M-G  
J C M ,  A 12.4.
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A 12.4: J C M, 1831–1879,  P.

Bemerkungen. [M]

• D M     L 
() E. D E   T  P-
,    L   ̈  
 F . S   G ̈  E.

• D G (12.12)  ,     L
.

I V    M-G  W. D   I
  S.

Satz 12.3 (M  W). Wir nehmen an, dass ρ = 0
und j = 0. Sei (E,B)  C2


R4,R6 = R3 × R3


eine Lösung der Maxwellgleichungen.

Dann lösen E und B die Wellengleichung

utt = c2∆u

mit
c := (0µ0)

− 1
2  (12.15)

Bemerkung. D  ,   K  E  B  W-
 ̈.

I B  S   F .

Bemerkung 12.4. [ I̈] F̈  X  C2(R3,R3) 

× (×X) = ( ·X)∆X
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(S Ü 9. D L-O     K  X
.)

Beweis des Satzes 12.3: G̈  A G  M V-
  j = 0 

∂tE = (0µ0)
−1×B

= c2×B (̈ (12.15))

 

∂2
tE = c2∂t×B

= c2× ∂tB (̈  S  S 8.52)

= c2× (× E) (̈  F I)

= c2

( · E) +∆E


(̈ B 12.4)

= 0 + c2∆E (̈  Gß G ̈ E  ρ = 0)

A ̈ E  W utt = c2∆u.

E ̈ A ,  B  G ̈. (S Ü 10.)
D  S 12.3. 

Bemerkung.

 F:

httpsdewikipediaorgwikiElektrische_Feldkonstante

 F:

httpsdewikipediaorgwikiMagnetische_Feldkonstante

L:

httpsdewikipediaorgwikiLichtgeschwindigkeit

: ^  ^^

E  c = (0µ0)

− 1
2 ≈ 299′792′458−1. D    L

 V. L    S. (M   
 T  S L .) D  A
̈   W   L  V ,
   Z.
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12.5 Ein paar allgemeine Bemerkungen

D S  P-L̈ ,   gewöhnliche DG  L̈ -
,  ̈  Z. (S [S, S 6.5.1, . 145].) I G 
   D, ̈  L̈ . D W 
̈  PDG  ,    L̈ . E ̈ B ̈
  N-S-G,   F̈ . D C M-
 I   M US-D ̈  B ,  
G   L̈ .

F̈   PDG     L̈. F̈  PDG   
 B ̈,   L̈ . D A 3   PDG ̈,
̈   L̈ ,        T  T
 PDG .

12.6 Linearität einer PDG, Superpositionsprinzip

E GDG  linear . . . 9  V  T   S  GDG
  L   F   A 
    S    F. D  D  
̈.

Denition 12.5 ( PDG). Wir nennen eine PDG10  g. d. w. sie in die
folgende Form gebracht werden kann, indem wir Terme auf die linke oder rechte Seite
verschieben:


endliche Summe von Produkten der Form:
Funktion von x mal u oder (höhere) partielle Ableitung von u


= f(x) (12.16)

Im Fall f ≡ 0 nennen wir eine solche PDG , sonst .

D   PDG,       V  , 
 linear. S G   A     
 PDG.

Beispiele. [(-) D]

• D T (12.4),  () L-G (12.8), 
W (12.9)   W̈ (12.10)   

9genau dann, wenn
10oder ein System partieller DG
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 . (U   ,    B  W
  utt  c2∆u = 0.)

• D P-G (12.7)     ( f ̸= 0).

Bemerkung. [ L̈] E PDG     . . . 
 S       S     F u
̈11. D. .,   ̈   S T (u) ,  

T (au) = aT (u), T (u+ v) = T (u) + T (v),

̈   Z a   ̈  F u, v. D -
  B lineare PDG.

A  B   S. U   , -
    F    A: E ( ) L-
  F u1,    , uℓ   F  F a1u1 +    + aℓuℓ,
 a1,    , ak  Z .

Proposition 12.6 (S). Jede (endliche) Linearkombination von
Lösungen einer homogenen linearen PDG löst die PDG ebenfalls.

Beispiele. [S]

• W   ̈ D

u′′ = u (12.17)

D G  ,     ̈ 

1 · u′′ + (1) · u = 0

    F (12.16) . (D K 1  1  ()
F  x.) D F

u1(x) := ex, u2(x) := e−x

̈  GDG (12.17). G̈ P 12.6 (S) ̈
 ̈   Z a1, a2  F

u := a1u1 + a2u2, u(x) = a1e
x + a2e

−x,

11nachdem wir alle Terme, die (partielle Ableitungen von) u enthalten, nach links gebracht haben
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  GDG (12.17). W ̈    ̈̈. E 

u′′ =

a1u1 + a2u2

′′

=

a1u

′
1 + a2u

′
2

′
( A   O )

= a1u
′′
1 + a2u

′′
2 ( A   O )

= a1u1 + a2u2 ( u1  u2  GDG (12.17) ̈)

= u

A ̈ u  GDG (12.17).

• B  () L (12.8),

∆u = 0, (12.18)

 F n = 2. D F

u1(x) := ex1 (x2), u2(x) := ex1 (x2)

̈  PDG. (R S  !) G̈ P 12.6 (S-
) ̈  ̈   Z a1, a2  F

u := a1u1 + a2u2, u(x) = a1e
x1 (x2) + a2e

x1 (x2)

  PDG (12.18). (R S   !)

Bemerkung. [S] F̈  nicht  PDG   S-
  A . E B ̈   GDG

u′ = u2 (12.19)

D G   ,     S u  . D
F

u(x) := 1

x

̈  G (12.19). (R S  !) W a   Z , 
̈ au  GDG (12.19)    F̈ a = 0  a = 1. E  ̈

(au)2 = a2u2

= a2u′ ( u  GDG (12.19) ̈)

= a(au)′

D  S     (au)′,  a = 0  a = 1 . D ,
 au  GDG (12.19)     F̈ ̈. D   S-
 ̈  GDG (12.19) .
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12.7 Typen linearer PDG zweiter Ordnung:

elliptisch, hyperbolisch, parabolisch

E  PDG  O  elliptisch,    P  M
 K    A   . D P
  PDG   L. L̈   PDG
̈  M,  ,   L̈  M (
M)   R .

U E̈  PDG  ̈,      B  
D    A.12 S n  N 

A = (aij)
n
i,j=1 =

Ö
a11    a1n
...

...
an1    ann



  n× n M.

Beispiel 12.7. W n = 2 ,     M  F


a11 a12
a21 a22




D M A  positiv denit . . . 13:

vTAv =

n

i,j=1

aijvivj > 0, ∀v  Rn \ 0 14 (12.20)

Beispiel 12.8. S λ1,    ,λn   Z. D   D



λ1,    ,λn


:=


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 λn



12Dieser Begri spielte auch in Analysis 2 bei der Charakterisierung kritischer Punkte einer Funk-
tion eine Rolle.

13Für eine Matrix M ist hierbei MT die transponierte Matrix.
14Seien A und B Mengen. Wie Sie in Analysis 1 gelernt haben, ist das (relative) Komplement von

A in B (oder die mengentheoretische Dierenz von A in B) die Menge B \ A :=

b  B

 b ̸ A

,

also die Menge aller Elemente b von B, die nicht in A liegen. In (12.20) stellen wir die Bedingung
vTAv > 0 also an jeden Vektor v in Rn, der nicht in 0 liegt, d. h., nicht gleich 0 ist.



552
KAPITEL 12. AUSBLICK AUF ANALYSIS 3: PARTIELLE

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, ELEKTRODYNAMIK

 ,  ̈  V 0 ̸= v  Rn :

vT 

λ1,    ,λn


v =

n

i=1

viλivi

=

n

i=1

λiv
2
i > 0

I   E

1 = I =


1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 1



 . A   D 

λ1,    ,λn


  -

,   ( )  Z λ1,    ,λn    . (W?)

Bemerkungen 12.9. [P D] W  ,   M A -
 , . . AT = A.

() D  A    ,    E () 
. D   B 12.8   S    A,
 ,    M   . (I -
 F    E̈ λ1,    ,λn   E 
M.)

() D D  M A   P  E,
. .

A = λ1 · · ·λn,

 λ1,    ,λn  E  M A  ( V).

() W   F n = 2. G̈ ()   A = λ1λ2. D D-
  A     ,   E  A 
    V . W ()      F,
 A  A   .

S  U   T  Rn ( B U = Rn) 

aij , bi, c, f : U → R, i, j = 1,    , n

 F. W   PDG

n

i,j=1

aijuxixj
+

n

i=1

biuxi
+ cu = f (12.21)
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Denition 12.10 ( PDG). Eine lineare PDG zweiter Ordnung heisst -
 g. d. w. sie durch Verschieben von Termen15 16 in die Form (12.21) gebracht
werden kann, und dabei für jeden Punkt x  U die Matrix


aij(x)


ij
symmetrisch und

positiv denit ist.

Beispiel. [ PDG] D () L

∆u = f

 . U   ,  

aij(x) := ij :=

ß
1,  i = j,
0,  i ̸= j 17

, bi(x) := 0, c(x) := 0

D L   

f = ∆u

=

n

i=1

uxixi

=


i,j


ij = aij


uxixj

+


i

(0 = bi)uxi
+ (0 = c)u

S    F (12.21). W 


aij(x) = ij


ij
= 1,

 E. DM     ,    B
12.8  . D   L ̈ D 12.10 ,
 .

U  E hyperbolisch  parabolisch  ,   
  T U  Rn+1. W   S  Rn+1 
t, x1,    , xn.

18 S

aij , bi, c, f : U → R, i, j = 1,    , n

15von der linken Seite auf die rechte Seite oder umgekehrt
16Wir erlauben auch, dass beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Konstante ungleich 0 mul-

tipliziert werden.
17ij heisst Kronecker-Delta.
18Wir schreiben also einen Punkt in Rn+1 als


t, x1, . . . , xn


= (t, x). Die Standardkoordinaten sind

kartesische Koordinaten.
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 F. W   O L 

Lu := 
n

i,j=1

aijuxixj
+

n

i=1

biuxi
+ cu (12.22)

W    D

utt + Lu = f, (12.23)

ut + Lu = f (12.24)

Denition 12.11 (,  PDG). Eine lineare PDG zweiter Ord-
nung heisst  (respektive ) g. d. w. sie mittels Verschieben von
Termen und einer lokalen19 Koordinatentransformation in die Form (12.23) (respek-
tive (12.24)) gebracht werden kann so, dass für jeden Punkt (t, x)  U die Matrix
aij(t, x)


ij
symmetrisch und positiv denit ist. (Diese Matrix steckt gemäss (12.22) in

Lu drin.)

Beispiele. [,  PDG]

() D W

utt = c2∆u

( c > 0)  . U   ,  

aij(t, x) := c2ij , bi(t, x) := 0, C(t, x) := 020

D W   

0 = utt  c2∆u

= utt 
n

i=1

c2uxixi

= utt 


i,j

aijuxixj
+


i

(0 = bi)uxi
+ (0 = C)u

S    F (12.23). W 

aij(x)


= c21. D M  -

   ,    B 12.8  . D 
 W ̈ D 12.11 ,  .

19Mit lokal meinen wir, dass die Koordinatentransformation nur in einer (möglicherweise kleinen)
Umgebung eines gegebenen Punktes deniert ist.

20Wir verwenden hier ein grosses C um einen Notationskonikt mit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit c zu vermeiden.
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() D W̈
ut = a∆u

( a > 0)  . D     ()  A.
(Ü̈ S !)

Bemerkung. [,  PDG  F U ⊆ R2] W  
F n = 1. D  U  T  Rn+1 = R2,   K  t, x1.
I  F    PDG  O   , 
  V  T    K 
 F

utt  a11ux1x1 + b1ux1 + cu = f

  ,  a11 > 0. (W?) E ̈ A  ̈ P-
̈.

I F,  U   T  R2 , ̈  E̈  H-
̈   . W    PDG  O
     F

a11ux1x1 + 2a12ux1x2 + a22ux2x2 + b1ux1 + b2ux2 + cu = f (12.25)

W   D  PDG 

D := a11a22  a212 (12.26)

Proposition 12.12 (E̈  H̈  F U ⊆ R2). Wir nehmen an,
dass U eine weg-zusammenhängende21 oene Teilmenge von R2 ist. Die PDG (12.25)
ist

(i) elliptisch genau dann, wenn D > 0,

(ii) hyperbolisch genau dann, wenn D < 0.

Bemerkungen 12.13. () F  PDG (12.25) parabolisch ,   D = 0.
F D = 0 ,    PDG (12.25)    
( S  D 12.11). E B ̈   PDG

ux1x1 = 0

F̈  PDG  D = 0,   ̈  G   V-
  T    K   F
(12.24) ,  (a11(x)) ̈  x   , . . a11(x) > 0.

21Das bedeutet, dass alle Punkte in U miteinander durch einen stetigen Weg innerhalb von U
verbunden werden können, d. h., dass U nicht aus mehreren unverbundenen Teilen besteht. Ein
Beispiel ist U = R2.
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() D   V  D  E̈, H̈
 P̈     M ̈. S 22  B-
  B [E10]  L. C. E .23 I   M-
   B     F ,  U 
T  R2 . D PDG   ,   -
 ,  ,   D D ̈ 0,  0 
 0 . S  B  B  S. J. F [F93, S 6]. F̈
 E      D  P-
 12.12     D ̈. F̈  E
        D . (S B-
 ().) D V    D ,   
PDG   ,  L̈  E ,
   ̈  G .

T ()  P 12.12    B 12.9().

Beispiele. [   PDG  F  U ⊆ R2] W 
 F U = R2.

• W   PDG

(1 + x2
1)ux1x1 + ux1x2 = ux2x2 + 2ux1 + 3u (12.27)

U  ̈̈,  T  PDG ,    
T    S. D  

(1 + x2
1)ux1x1 + 2 · 1

2
ux1x2 + ux2x2  2ux1  3u = 0

D PDG   F (12.25), 

a11(x) = 1 + x2
1, a12 ≡

1

2
, a22 ≡ 1, b1 ≡ 2, b2 ≡ 0, c ≡ 3

D D (12.26)  PDG    

D(x) = a11(x)a22(x) a212(x)

= (1 + x2
1) · 1


1

2

2

=
3

4
+ x2

1

> 0, ∀x  U

G̈ P 12.12()   PDG (12.27)  .
22in leicht abgewandelter Form
23Siehe die Seiten 312, 399 und 372 in diesem Buch.
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• W   PDG

ux1x1 + (4 + 2x2
1)ux1x2 + ux2x2 = 2ux1 + 3u (12.28)

U  ̈̈,  T  PDG ,    
T    S. D  

ux1x1 + 2 · (2 + x2
1)ux1x2 + ux2x2  2ux1  3u = 0

D PDG   F (12.25), 

a11 ≡ 1, a12(x) = 2 + x2
1, a22 ≡ 1, b1 ≡ 2, b2 ≡ 0, c ≡ 3

D D (12.26)  PDG    

D(x) = a11(x)a22(x) a212(x)

= 1 · 1

2 + x2

1

2

≤ 1 4

< 0, ∀x  U

G̈ P 12.12()   PDG (12.28)  .

Bemerkungen. [T  DG]

• D  T elliptisch, hyperbolisch  parabolisch   
. D. .,   PDG    T ,     
  T.

• N   PDG  O      
T. (S  B .)

Beispiele. [PDG,     T ] F PDG   
 O,       . S ̈
̈      F  .24

• U = R2,

ux1x1 = 0 25

24Für die elliptische Form ist das einfach zu sehen. Es ist auch einfach zu sehen, dass die Gleichungen
weder die hyperbolische Form (12.23) noch die parabolische Form (12.24) haben. Sie können auch
nicht durch eine Koordinatentransformation lokal auf eine dieser Formen gebracht werden. Das ist
schwieriger zu beweisen.

25Vergleiche mit Bemerkung 12.13(i).
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• n = 4, U = R4,
ux1x1 + ux2x2  ux3x3  ux4x4 = 0

Bemerkung. [T] D G ̈  T elliptisch ,  
M A =


aij

n
i,j=1

    ,   G



ij

aijxixj = 1

 E  Rn . (I F n = 2   E    E.)

D G ̈  T hyperbolisch, parabolisch  .

12.8 Anfangs- und Randbedingungen anhand der

Beispiele der Wärmeleitungs- und

Wellengleichungen

I    A   D-
   S    ̈. D S   
̈ ,   ̈  D  A-
 R . D B     -
 A .

B   B  W̈  F einer R-
. D G   B   E  T-
   ̈  M. W ̈   T-
  A ,    S  
S   ̈. D V   Anfangsbedingung. W
 x−  x+ ̈     E  S. D S 
   I [x−, x+] . W 

u(t, x) := T  S  Z t  O x

t0 := A

u0 :=  ̈ T

D A  

u(t0, x) = u0(x), ∀x  [x−, x+] (12.29)

W ̈   S   E   Z  0◦C ̈,  
 E  E . D V   Randbedingung. S 
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WÄRMELEITUNGS- UND WELLENGLEICHUNGEN 559

  G ̈:

u(t, x−) = 0, u(t, x+) = 0, ∀t ≥ 0 (12.30)

DG  Dirichlet-Randbedingungen. A D-
R B   F

u = g   R  U 26,

 U  G ,    F u  ,  g  -
 F . I F   PDG   D-R
homogen,  g ≡ 0. D R (12.31)   . D 
E  T    A-  R
(12.29,12.31)  . D     T,   
 L̈  W̈ ,   B ̈.
(D   ̈ .)

S  E  S  E  , ̈   (  R 
S)   . D E    W̈   A
, . .,  W̈    E  0. G̈  F
G   W̈     G-
  T u,   ux   ̈- F. (D
G    G  F ̈  S  -
 S.) D T ̈    Neumann-
Randbedingungen

ux(t, x−) = 0, ux(t, x+) = 0, ∀t ≥ 0 (12.31)

A  N-R B   F


A  u  R ν


= g   R  U 27,

 ν(x) ̈  P   R  G U    
E ,     R  U . (I F (12.31) 
 V  ν(t, x+) = (1, 0)  ν(t, x−) = (1, 0) .)

W A  A-  R    L̈  -
  D ̈, ̈  T  G . Z
B     W   L̈,   -
  F  A    Z  F 
A . D F  A   

26oder auf einem Teil des Randes von U
27oder auf einem Teil des Randes von U
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A 12.5: J F, 1768–1830, ̈ M  P.

̈ Z   F . D   T,  
 ,  F  W  ,  ,   R 
W   . I ̈  F  B  ,
   W       .

A    G̈      A  A-
 R   P .

12.9 Lösungsmethode der Trennung der

Variablen, Anwendung auf

Wärmeleitungsgleichung

12.9.1 Trennung der Variablen

T  V,  F-M ,   M  L̈
  D  F

S  T = 0,

   T  A ( ̈ O)   V -
. B ̈  G   L, W
 W̈. (Ü̈ S !) D M   J F-
 ,  A 12.5. S    A,    F-
   K  F   V . D
K   B  S   P . D P
  B  

u

x1,    , xn


= u1(x1) · · · un(xn),
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ANWENDUNG AUF WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG 561

 x1,    , xn  S  Rn . DM  T
 V     S:

() S  K ̈   F u   PDG . D-
   ̈ D ̈  F 
 V.

() L̈  GDG  ̈   L̈  GDG   A ̈
u .

() P̈ ,    F u  PDG ̈ ̈.

I ̈ U    M,     
P ̈ L̈  ̈  W̈
(WLG)

ut = auxx (12.32)

. (D PDG    E  T 
 S.) M  L̈ ̈     A-
 R ̈  WLG. Z V ̈   -
 E ,  :

a = 1

12.9.2 Anwendung der Trennung der Variablen auf die

Wärmeleitungsgleichung

M  T  V, P:

Schritt (i), Einsetzen des Ansatzes: W  ,  u  L̈  WLG
12.32 ( a = 1) , ̈    F T : [0,∞[→ R  X : [0, π] → R
28,  u   P

u(t, x) = T (t)X(x) (12.33)

 . W   A   WLG (12.32) ( a = 1)   

Ṫ (t)X(x) = T (t)X ′′(x), ∀t  [0,∞[, x  [0, π] (12.34)

Schritt (ii), entstandene GDG lösen:

28Wir nehmen an, dass die Funktion T stetig dierenzierbar und die Funktion X zweimal stetig
dierenzierbar ist.
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Fall T ≡ 0 oder X ≡ 0: D   (12.33) 

u ≡ 0 (12.35)

Fall T ̸≡ 0 und X ̸≡ 0: W ̈  x0  [0, π] ,  X(x0) ̸= 0,  

λ :=
X ′′(x0)

X(x0)
 R (12.36)

(W ̈  X(x0) ,  X(x0) ̸= 0.) A (12.34)  x = x0 , 

Ṫ (t) = λT (t), ∀t  [0,∞[

D    ̈ D  O ̈ T . W S 
A 2  ,    L̈  G  

T (t) = ceλt ∀t, (12.37)

 c  K . D T ̸≡ 0,    t0  [0,∞[ ,  T (t0) ̸= 0. A
(12.34,12.36) , 

Ṫ (t0)

T (t0)
=

X ′′(x0)

X(x0)
= λ

(W ̈    S  T (t0) ,  T (t0) ̸= 0.) A (12.34) 
t = t0  , 

X ′′(x) = λX(x), ∀x (12.38)

D    ̈ D  O ̈ X .

Fall λ ̸= 0: W S  A 2  ,    L̈  GDG
(12.38)   

X(x) = c+e
√
λx + c−e

−
√
λx, ∀x, (12.39)

 c±  C 29 K . (H   ,  λ ̸= 0.) I
 (12.37,12.39)   P (12.33) ,  

u(t, x) = T (t)X(x) = eλt

C+e

√
λx + C−e

−
√
λx

, (12.40)

 C± := cc±.

Fall λ > 0: D  ,  T  X  W ,  u 
(12.33)   W . I   B  (12.40) ,
 , 

C±  R
29Wir bezeichnen mit C die Menge der komplexen Zahlen.
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Fall λ < 0: D 
√
λ  ̈ Z. D u  W ,  

(12.40), 

C− = C+

Fall λ = 0: D   (12.38), 

X ′′ ≡ 0

W S  A 2  ,  ,   K c0, c1  ,
 X(x) = c1x + c0. I     (12.37)   P
(12.33) ,  

u(t, x) = e0·t

C1x+ C0


= C1x+ C0, C1 := cc1, C0 := cc0 (12.41)

Z  : W u  WLG (12.32) ( a = 1) ̈  
P  F (12.33) ,   u   (12.40)  λ ̸= 0,  
(12.41),  C±, C1, C0 K .

Schritt (iii), nachprüfen, ob die gefundene Funktion u die WLG löst: (12.35):
D N u ≡ 0 ̈  WLG.

(12.40): W 

d
dt
eλt = λeλt,

d

dx
e
√
λx =

√
λe

√
λx,


d2

dx2
e
√
λx = (

√
λ)2e

√
λx

E  R , 

d2

dx2
e−

√
λx = (

√
λ)2e−

√
λx

F̈  F u,   (12.40), , 

ut = λu = uxx,

. ., u ̈  WLG (12.32) ( a = 1). E  R ,   F-
 (12.41)  WLG  ̈. A ̈   F ̈
 WLG. Z     M  T  V-
 F .
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Proposition 12.14 (P̈  W̈). Die reellwertigen
Lösungen u der räumlich eindimensionalen WLG

ut = uxx,

die als ein Produkt der Form

u(t, x) = T (t)X(x)

geschrieben werden können30, sind genau die Funktionen

u(t, x) = eλt

C+e

√
λx + C−e

−
√
λx

, (12.42)

wobei

λ ]0,∞[, C±  R oder λ ]∞, 0[, C±  C so, dass C− = C+,

sowie die Funktionen

u(t, x) = C1x+ C0, C0, C1  R (12.43)

Bemerkungen. [T  V]

• B  T  V     M 
A. W   ,   L̈  P  -
 F . (I  F   F  P.) E G, 
 A  Z ̈ , ,     M̈ -
̈ . (B  M̈   ,  L̈ 
.) E  G ,     P   
P  , ̈   PDG   GDG.

• D  T  V  L̈     -
 L̈. D   B  W̈  F, 
  S   K  
L̈  WLG ̈.

• D M     L̈.

• I A 1  S M  L̈  gewöhnlichen DG -
,    N Trennung der Variablen ̈. D ̈
  GDG  F

dy

dx
= g(x)h(y)

30Hierbei nehmen wir an, dass T stetig dierenzierbar und X zweimal stetig dierenzierbar ist.
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̈,    T,  x ,      T-
,  y ,      . D M-
     M ̈,   ,   
unabhängige V  ,    PDG  GDG 
, ̈   M  A 1  GDG ̈ , 
 unabhängige   abhängigen V  .

12.9.3 Lösen eines Anfangs- und Randwertproblems für die

Wärmeleitungsgleichung

W    A-  R ̈  WLG:

ut = uxx, (12.44)

u(t, 0) = 0, u(t, π) = 0, ∀t  [0,∞[, (12.45)

u

t = 0, x


= u0(x) := 3 (x) (2x), ∀x  [0, π] (12.46)

W  A 12.8 ̈,   A-  R 
 E  T u   M,  E-
  x− = 0  x+ = π    E   0◦C ̈
,   S   E  ̈ ,   T-
  B t = 0   F u0  .

Z L̈  P    A,  u    K-
  () P ,   WLG (12.44)   R-
 (12.45) ̈. S  u ̈  P̈  (12.44,12.45).
G̈ P 12.14    U  u   (12.42)
 (12.43) . (D F u ≡ 0     F.)

Fall (12.42) (u(t, x) = eλt

C+e

√
λx + C−e−

√
λx

): D R (12.45) -

, 

C+ + C− = u(0, 0) = 0, (12.47)

C+e
√
λπ + C−e

−
√
λπ = u(0, π) = 0 (12.48)

B (12.47) 
C− = C+ (12.49)

I    (12.48)    e
√
λπ ,  

C+


e2π

√
λ  1


= 0 (12.50)

W  ,  C+ ̸= 0. (D F C+ = 0 ̈   L̈ u ≡ 0.) A
(12.50)  , 

e2π
√
λ = 1
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H ,     Z k  , 

√
λ = ki

(W   λ ≤ 0.) W 

u(t, x) = C+e
−k2t


eikx  e−ikx


( (12.42,12.49))

= Cu(k)(t, x),

u(k)(t, x) := e−k2t (kx), C := 2iC+ (12.51)

(  E F eix =  x+ i  x).

Fall (12.43) (u(t, x) = C1x+ C0): D    R (12.45), 
C0 = 0  C1 = 0, ,  u ≡ 0.

D F u(k) (  (12.51)) ̈ ̈  R (12.45).
F̈ t = 0    

u(k)(0, x) = (kx)

I     F u0  (12.46) ,  ,   F

u := 3u(1)  u(2)

 A (12.46) ̈. D WLG (12.44)    ,  u
  () L  L̈ u(1), u(2)  WLG. W  S-
 (P 12.6) ̈  u   WLG. D u  
K  L̈  R (12.45)    R-
  , ̈ u  B . Z  u
  L̈  A-  R ̈  W̈
(12.44,12.45,12.46),  ̈.

Bemerkung. D  L̈  A-  R   -
 L  F u(k). I A 3  S ,  
 unendliche L  F u(k) (  (12.51))
 . M F    L̈  WLG   -
  L  . D   , 
 L̈  WLG   R  beliebigen A-
  .
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